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RESUMO

Técnicas de assimilagao de dados sao essenciais para sistemas operacionais de previsao
baseados em modelos fisico-matematicos. De modo simplificado pode-se dizer que a assi-
milacao de dados é a ciéncia de ter uma adequada combinagao de dados de um modelo
matematico de previsao com dados de observagao do sistema em estudo. Este trabalho
propos-se a avaliar métodos de assimilacao de dados, que sdo: Filtro de Kalman (KF), Fil-
tro de Particulas (FP), ou Método Seqiiencial de Monte Carlo, Método Variacional (MV)
e Redes Neurais Artificiais, utilizando a arquitetura de rede Perceptron de Multiplas Ca-
madas (PMC). Primeiramente, fez-se uma revisdo de algumas técnicas tradicionias em
assimilacao, tais como: Corregoes Sucessivas, Andlise de Corregoes e Interpolagao Otima.
O objetivo principal desta pesquisa foi avaliar a capacidade da Rede Neural PMC “emu-
lar’o KF, FP e o MV. Avaliou-se também, a freqiiéncia com que as observagoes sao
inseridas no processo de assimilagao. Os resultados obtidos com a rede PMC foram preci-
sos para ambas as técnicas utilizadas no treinamento da rede. Sendo que, a RN obteve o
resultado mais preciso que o Filtro de Kalman, com capacidade de fazer assimilacao com
freqiiéncia de observagoes a cada 500 passos de tempo. As técnicas foram aplicadas ao
sistema de Lorenz em regime caotico.






NEURAL NETWORKS AND DIFFERENT METHODS OF DATA
ASSIMILATION IN DYNAMIC NONLINEAR

ABSTRACT

Techniques of data assimilation are essential for operating systems of forecast based on
physical and mathematical models. In simplified it can be said that the data assimilation is
the science to have a adequate combination of data from a mathematical model of forecast
with observation data from the system under study. This study proposed to evaluate
methods of data assimilation, which are: Kalman Filter (KF), Particle Filter (PF), or
Sequential Monte Carlo method , Variacional Method (VM) and Neural Networks, using
the network architecture of Perceptron Multiple Layers (PML). Firstly, made by a revisao
of some technical tradicionias in assimilacao, such as: Successive Correction, Analysis
Correction and Optimo Interpolation. The main objective of this research was to evaluate
the ability of Neural Network (PML) to emulate the KF, FP and VM. It also evaluated
the frequency with which the observations are included in the process of assimilation. The
results obtained with the network PML were accurate for both techniques used in the
training of the network. The network obtained the result more accurate that the Kalman
Filter, with capacity to make assimilation with frequency of observation to every 500 steps
of time. The techniques were applied to the Lorenz system in chaotic regime.
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1 INTRODUCAO

Ultimamente, métodos de assimilagao de dados tém sido desenvolvidos e usados em muitas
areas de pesquisa, como por exemplo, em clima espacial (HARTER et al., 2008). Porém, a
primeira aplicagao desses métodos foi em meteorologia, tornando-se uma componente

fundamental para a previsao numérica do tempo e clima (KALNAY, 2003).

As previsoes do tempo sao baseadas em modelos fisico-matematicos da atmosfera, que
sao resolvidos numericamente com o auxilio do computador. A primeira experiéncia real
para se prever a dinamica do tempo foi desenvolvida pelo meteorologista e matematico
ingles L. F. Richardson, resolvendo as equagoes que governam os movimentos atmosféricos
(RICHARDSON, 1992). Apesar do insucesso do trabalho de Richardson, sua tentativa foi

de grande valia para o desenvolvimento desta area da ciéncia.

Segundo Daley (1993), o trabalho de Richardson falhou por vérias razoes, discutidas em
Platzman (1967), dentre as quais salienta-se a nao representatividade dos dados (poucas
estagoes, irregularmente espagadas e nenhuma informagao de ar superior), e o fato do
método numérico ndo obedecer as restrigdes Courant, Friedrichs, Lewis (CFL) para a
estabilidade (HOFFMAN, 1993). Outra razao foi que o problema de inicializagao nao era
conhecido. Iniciar significa acelerar o processo de equilibrio entre os campos de massa e
velocidade nos dados iniciais, reduzindo o ruido gerado por ondas de gravidade de alta
freqiiéncia (HARTER, 1999).

A melhoria da Previsao Numérica do Tempo (PNT) tem conseqiiéncias positivas em vérios
setores da sociedade, por exemplo, agricultura, industria da pesca, do turismo, da moda
e em atividades de entretenimento e lazer. Esses fatores tornam relevante as investigagoes

dessa area da ciéncia.

A inovagao tecnolégica, que permitiu o surgimento de supercomputadores, a evolugao
dos modelos numéricos de previsao e da rede de observagao, proporcionaram maior con-
fiabilidade na previsao numérica do tempo. Porém, fenomenos nao-lineares e cadticos
representados por modelos matematicos tém uma relacao intrinseca com a condigao ini-
cial (CI), o que significa que, de acordo com a CI utilizada para executar os modelos de
previsao, depois de alguns passos de tempo ocorrerd o desagregamento das dinamicas,
devido a pequenas incertezas das condicoes iniciais. Em outras palavras, pequenas incer-
tezas no estado inicial do sistema conduzem rapidamente a incapacidade de previsao do
estado futuro (GREBOGI et al., 1987). Portanto, a melhor representagao da condigao inicial

produzira a melhor previsao.

Assim, o problema consiste em: como determinar a melhor condigao inicial? Surge entao
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uma nova ciéncia, a Assimilacdo de Dados, que utiliza dados de observagoes para melhor
determinar a CI (KALNAY, 2003). Assimilacao de dados pode ser definida como a ciéncia
de se ter uma adequada combinacdo de dados de um modelo matematico de previsao com
dados de observagao para se determinar o dado de andlise (ou CI) (CAMPOS VELHO et al.,
2007a; HARTER et al., 2008).

E importante ressaltar que, mesmo considerando por hipdtese que os modelos determi-
nisticos e as observacoes fossem perfeitos, a natureza cadtica da atmosfera limitaria a
previsibilidade para alguns dias, em torno de duas semanas (KALNAY, 2003). A natureza
cadtica relacionada a meteorologia foi primeiramente observado nos trabalhos de Lorenz
(1963), Lorenz (1965). Lorenz observou que a solugao de sistemas de equagdes semelhantes
as que governam os movimentos atmosféricos apresentam dependéncia sensivel com rela-
¢ao as condigoes iniciais fornecidas no inicio da integracao. Desde entao, a previsibilidade
numérica da atmosfera de forma deterministica, baseada em modelos dinamicos, tem sido

amplamente discutida (MENDONCA; BONATTI, 2002).

A evolugao histérica dos métodos de assimilacao de dados meteoroldgicos passa pelo Ajuste
de Funcoes, Correcoes Sucessivas, Analise de Corregoes, Interpolacao ()tima, Métodos
Variacionais, Filtro de Kalman e Métodos de Monte Carlo, (DALEY, 1993; KALNAY, 2003).
Todos esses métodos sao diferentes formas de combinar uma previsao de “background”
(estimativa a priori do modelo de previsdo) com observagoes, resultando no dado de
andlise (CI).

Mesmo com os avangos dos métodos de assimilagao nas tultimas décadas, existe, porém,
uma diferenca substancial entre teoria e pratica, devido basicamente a dois problemas
relacionados entre si, que sao a dimensao e o custo computacional da aplicacao. Modelos de
equacoes primitivas tém grau de liberdade da ordem de 10® a 10°. Por exemplo, um modelo
com resolucao de 1 grau (latitude e longitude) e 20 niveis verticais, tem 360 x 180 x 20 =
1,3 x 10" pontos de grade. Para cada ponto de grade tem-se no minimo 4 varidveis
progndsticas (2 componentes horizontais do vento, temperatura e umidade), mais a pressao
a superficie para cada coluna, resultando em um total de 5 milhoes de varidveis a serem
iniciadas. Para um ciclo de assimila¢ao de dados de 6 horas (com janela de assimilagao de
+3 horas), ha tipicamente 10 - 100 mil observagoes a serem assimiladas, duas ordens de
magnitude a menos de que o grau de liberdade (KALNAY, 2003).

No comeco da PNT, o custo computacional da andlise era negligenciado em relacao ao
custo da previsao de 24 horas. Atualmente, o custo computacional da assimila¢ao (somada
ao custo da integragdo do modelo de “background” por um periodo de 24 horas) é tipica-

mente o custo da previsao de 24 horas (HARTER, 2004). A maioria dos centros de previsao
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estao considerando alocar diariamente para 24 horas de assimilagao, o equivalente a 10
dias de previsdo ou mais (TALAGRAND, 1997).

Devido ao alto custo computacional das técnicas de assimilacao de dados, ha uma intensa
pesquisa voltada a satisfazer o binomio: melhorar qualitativamente a analise proveniente

da assimilacao, com reducao do esforco computacional requerido.

No Brasil, mais precisamente no CPTEC, em colaboracao com o Data Assimilation Office-
Nacional Aeronautic and Space Administration (DAO-NASA), foi implementado um sis-
tema de assimilacao de dados global e regional para a América do Sul, o GPSAS e RPSAS,
respectivamente. O sistema, denominado de Regional Physical-space Statistical Analysis
System (RPSAS), associado ao modelo regional ET A, consiste em uma variagao do mé-
todo de Interpolagao Otima, em que um filtro é aplicado no espago fisico (pontos de
observacao) ao invés de trabalhar no espago do modelo. Para uma descrigdo mais deta-

lhada a respeito o sistema de assimilagao de dados do CPTEC consultar Cintra (2004).

A técnica de Redes Neurais Artificiais (RNA) tem registrado um niimero crescente de
aplicagoes na area de meteorologia. Em Gardner e Dorling (1998) ha uma revisao destas
aplicagoes. Hsieh e Tang (1998) sugerem a técnica de RNA como uma possivel metodologia
para assimilacao. No entanto, nao ¢ no mesmo sentido da definicao de assimilacao de
dados da literatura. A RNA de Hsieh e Tang (1998) é usada para substituir uma equagao

desconhecida.

Os autores Hsieh e Tang (1998) chamam a atengdo para os seguintes aspectos proprios
desse método: instabilidade nao-linear, grande dimensao da aplicacao e dificuldade em
interpretar os resultados das RNA. Estas sao consideradas as dificuldades em se aplicar
RNA em meteorologia e oceanografia. No entanto, no mesmo trabalho sao feitas sugestoes
de como contornar esses problemas. As sugestoes sao: controlar a instabilidade nao-linear
com médias de previsoes por conjunto (“ensemble”), aplicar a andlise de componentes
principais para reduzir a dimensao do problema e interpretar o sinal da saida dos neuronios
das camadas nao-lineares por meio de andlise espectral. Em Tang e Hsieh (2001), é aplicado
um modelo hibrido dinamico-neural, assim chamado pelos autores por utilizarem a rede
Perceptron de Multiplas Camadas (PMC) para substituir uma das equagoes do sistema
de Lorenz, no contexto de assimilacao de dados, com o Método Variacional em quatro
dimensoes (4-DVAR). Neste trabalho os autores estimam parametros do modelo neural,
parametros do modelo dinamico e condigoes iniciais para o modelo hibrido. Foi verificado
que, nos casos de nao-linearidade fraca, a metodologia apresenta resultados satisfatorios.
Porém, para o caso de nao-linearidade forte, as estimativas falham nos casos em que a

rede foi treinada com dados de uma das asas do atrator de Lorenz, e a assimilagao foi
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feita em outra asa do atrator.

O Laboratério Associado de Computagao e Matematica Aplicada (LAC) do INPE foi pi-
oneiro na aplicacdo de RNA para assimilagdo de dados (NOWOSAD et al., 2000), em uma
abordagem independente e sem conhecimento dos trabalhos de outros pesquisadores. De
fato, ndo haviam implementagoes do método na literatura. Nowosad et al. (2000) apre-
sentou o uso de um Filtro de Kalman Estendido Adaptativo e Redes Neurais Perceptrons
de Muiltiplas Camadas, essas técnicas foram aplicadas para trés modelos de sistemas di-
namicos nao-lineares: sistema de tempo discreto cadtico de Hénon, sistema de Lorenz em
regime cadtico e modelo computacional DYNAMO!. A RNA utilizada para fazer assimi-
lacao de dados foi treinada para “emular” o filtro de Kalman, com o objetivo de reduzir o
custo computacional. Nowosad et al. (2000) concluiu que para sistemas de alta dimensao
as redes treinadas podem ser computacionalmente mais rapidas que os filtro de Kalman. O
algoritmo foi paralelizado em CAMPOS VELHO et al. (2002), havendo uma redugao sig-
nificativa do tempo de processamento durante o treinamento do Perceptron de Multiplas

Camadas (PMC).

Mais tarde, o trabalho de Harter (2004) apresentou o desempenho das RNA Fungoes de
Base Radial (FBR), Elman (RN-E), Jordan (RN-J) e PMC, avaliando a eficiéncia destas
em “emular” o Filtro de Kalman. As aplicagoes foram feitas nos sistemas nao-lineares
caoticos de Lorenz e no modelo DYNAMO, sendo que o PMC também foi aplicado no
modelo de iteragao nao-linear entre as ondas de Langmuir, Whistler e Alfvén (Modelo de
3 ondas)?. Este foi um dos resultados inéditos do trabalho de Harter (2004), a aplicagao de
assimilacao de dados com RNA em clima espacial. Ressalta-se que as RNA desenvolvidas
por Harter (2004) foram implementadas uma técnica conhecida como validagao cruzada
(cross-validation), o que permitiu que se conhecesse totalmente a superficie de erros de
treinamento e validagao, proporcionando a obtencao do melhor conjunto de pesos para o
problema investigado. O ganho com a diminui¢ao do espago de busca, foi um resultado
importante da pesquisa de Harter (2004), pois em problemas de minimizagao de gradiente,
em aplicacoes de grande dimensao, diminuir o espaco de busca pode ser o fator que pode

tornar a aplicacao operacionalmente viavel.

Dando continuidade a essas investigacoes, esta pesquisa de mestrado tem como objetivo
avaliar o desempenho da rede neural PMC treinada para emular: O Filtro de Kalman,
Filtro de Particulas e o Método Variacional, ambas as técnicas aplicadas ao sistema de

Lorenz em regime cadtico.

!Simulador meteorolégico baseado na equacio de Agua Rasa 1D (LYNCH, 1989).
2Aplicagdo em assimilacdo de Dados em Clima espacial, veja (HARTER, 2004) pag. 93
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Assim, o texto desta dissertagao estd estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 revisa-
se algumas técnicas empiricas para assimilacao de dados, tais como: Correcoes Sucessivas,
Interpolacao Otima e Analise de Correcoes. No Capitulo 3 faz-se uma breve introducao
sobre a teoria de estimagao, base para o desenvolvimento do Filtro de Kalman e Filtro
de Particulas, em seguida decreve-se essas técnicas. No Capitulo 4 apresenta-se o Método
Variacional, antes faz-se uma breve revisao do Calculo Variacional. No Capitulo 5 fala-se
sobre Redes Neurais Artificiais, apresentando o modelo neuronal e descrevendo a arqui-
teura de rede utilizada. O Capitulo 6 é reservado para os resultados. Por fim, no Capitulo

7 apresenta-se as conclusoes e sugestoes de trabalhos.
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2 TECNICAS TRADICIONAIS EM ASSIMILACAO DE DADOS

A qualidade da Previsao do Tempo é resultado de uma boa formulagao dos modelos fisico-
matematicos e dos dados observados rotineiramente. Os desafios relacionados a qualidade
da previsao, consiste na nao linearidade do sistema, a sensibilidade a variagao de suas
condigbes iniciais, formulagdo dos processos fisicos e métodos numéricos (DALEY, 1993;
KALNAY, 2003). Na Figura 6.2, tem-se a ilustracao dessa sensibilidade.

20 ; !

-0 i |
] o000 10000 15000

Figura 2.1 - llustragdo da sensibilidade das condi¢Ges iniciais. Para condi¢des iniciais ligeiramente diferentes,
o modelo produz trajetérias completamente diferente.

A previs@o numérica do tempo (PNT) é um problema de valor inicial: “Dado uma estima-
tiva do estado atual da atmosfera (condigoes iniciais), superficie apropriada e condi¢oes
de contorno laterais, o modelo simula (prever) a sua evolugdo”, (KALNAY, 2003). Por-
tanto, quanto mais exato for a estimativa da condigao inicial, melhor sera a qualidade
da previsao. Para isso, necessita-se da utilizacao de ferramentas de assimilacao de dados
para estimar boas condicoes iniciais para inicializar os modelos numéricos de previsao.
Essa aproximacao consiste na combinagao de duas fontes de dados, que sao: dados de
observacoes e dados do modelo fisico-matematico de previsao. Assim, a determinacao da
condicao inicial é feita a partir de uma combinacao estatistica dessas duas fontes de in-

formagoes. Essa aproximagao é conhecida como assimila¢ao de dados (KALNAY, 2003). A
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analise é o melhor ajuste tanto as observacoes quanto ao conhecimento prévio do estado

da atmosfera, mantido o vinculo fisico e dinamico do sistema (NOWOSAD, 2001).

A Figura 2.2 ilustra a aplicacao da técnica de assimilacao de dados. Nota-se que, a medida
que sao inseridas observagdes no sistema, a dinamica da estimativa (curva vermelha)
estd préxima da referéncia de verdade (curva azul), uma vez interrompendo a insergao
das observagoes, ocorre o desacoplamento das dinamicas. Retomando-se a insercao de
observagoes a dinamica da estimativa ajusta-se novamente a dinamica da referéncia da
verdade. Essa aplicacao foi feita no sistema de Lorenz em regime cadtico, que sera descrito

no Capitulo 6.

Componente x

Figura 2.2 - Série temporal da componente x do sistema de Lorenz. Curva azul: referéncia de verdade; curva
preta: estimativa “a priori” quadrados verdes: observagdes; curva vermelha: estimativa.

Talagrand (1997) definiu que a assimilacdo de observagoes meteorolégicas ou oceano-
graficas podem ser descritas como um processo por meio do qual todas as informagoes
disponiveis sao utilizadas para estimar com exatidao o estado do fluido atmosférico ou
oceanico. As informagoes disponiveis consistem basicamente de observacoes adequadas e
de leis fisicas que governam a evolucao do fluido. As observacoes sao as informacoes me-
teoroldgicas coletadas de diversos instrumentos, como, por exemplo, satélites e radares,

sendo que uma grande vantagem da utilizacao de satélites para coletas de dados é que
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estes cobrem &reas de baixa densidade de informacoes meteoroldgicas como, por exemplo,

oceanos e florestas.

A base dos algoritmos de assimilacao de dados pode ser expressa como uma correcao ou
seqiiéncia de correcoes dos estados do modelo. Este processo consiste de duas fases, que
sao: a fase de previsao e a fase de andlise ou incremento, representados matematicamente

por:

i. Fase de previsao:

xh =F(x;_1) (2.1)
1i. Fase de anélise:
x, =x, + W (y, — H(x})) (2.2)
d

em que o vetor de estados previsto x? é definido como x? = [z, ¥, 2,]7. Os sobrescritos
p e a, representam os passos de previsao e analise, respectivamente; F representa o modelo
de previsao, que ¢é o sistema de Lorenz. Na equacao 2.2 o termo d expressa o incremento
do estado do modelo x? com novas informacoes de um conjunto de observagoes y2; W é
a matriz de ponderagao, y¢ o vetor de observacoes e H é o operador linear que representa

o sistema de observagao.

Os métodos de assimilagao de dados: Corregoes Sucessivas, Andlise de correcoes, Interpola-
cao Otima e 0 Método Variacional sao baseados na equacao da analise 2.2 e diferenciam-se
quanto a sua origem, seu procedimento de resolugao e pela forma de combinar a estima-
tiva inicial (¢ background”) com as observagoes para produzir a andlise (KALNAY, 2003).
Lorenc (1986) utilizou argumentos bayesianos para derivar a equacao da andlise e mostrou

que essas técnicas estao relacionadas.

Como dito anteriormente as técnicas aqui apresentadas sao aplicadas ao sistema de Lo-
renz, que sera descrito no Capitulo 6. Este tem sido utilizado na literatura por muitos
pesquisadores para testar técnicas de assimilacao de dados, por exemplo, por Miller et al.
(1994), devido apresentar sensibilidade a variagao de suas condigbes iniciais, caracteristica

encontrada com freqiiéncia na atmosfera.

A seguir sao apresentados algumas técnicas tradicionais em assimilagdo de dados. No
processo de assimilagao as observagoes foram inseridas a cada 12 passos de tempo para

todas as técnicas abordadas neste capitulo.
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2.1 Corregoes Sucessivas

O método de Corregoes Sucessivas (SC) foi o primeiro método de andlise usado em as-
simila¢do de dados em quatro dimensoes (BERGTHORSON; DOO, 1955). A técnica é uma

aproximacao empirica, sendo que seu algoritmo é iterativo e pode ser escrito como:

x"H(i) = x"(i) + Wy(i) — H(x"(q))] (2:3)

em que x°(i) = x°(i), com x°(i) é o estado “background”, ou seja, na primeira iteracio a
previsao ¢ igual ao estado “a priori”. Depois da primeira estimativa as iteracoes seguintes
sao obtidas por “sucessivas correcoes” conforme a equacao 2.3, n representa o indice de
correcao, W ¢é a matriz de ponderacao e y é o vetor de observacoes. O algoritmo é parado
depois de n corregdes, o dado de anélise é dado por x%(i) = x,,(7). A matriz de ponderagao
¢ dada por W = 0.5I (LAWLESS, 2004).

Na Figura 2.3 apresenta-se o resultado da assimilacao de dados para a componente x do
sistema de Lorenz obtido com o método empirico de Corregoes Sucessivas e o grafico do
erro de assimilacao e previsao para esta variavel é mostrado na Figura 2.4. Tem-se que,
o grafico azul é a referéncia de verdade, que consideramos a integracao do sistema de
Lorenz, adimitindo-se que o modelo é perfeito; o grafico preto é uma estimativa inicial da
previsao, a qual denominamos de “background” os quadrados verdes sao as observagoes
sintéticas, que sao geradas a partir da integragao do sistema de Lorenz adicionando-se um
ruido gaussiano com variancia 0.5; e por fim temos a analise, que é obtida da combinacao

entre o “background” e as observagoes.

O método de assimilacao de dados apresentado nessa secao é considerado como uma téc-

nica empirica, a seguir apresentam-se técnicas baseadas na teoria de estimacao estatistica.
2.2 Interpolacao Otima

No método de Interpolacgao Otima (OI) a correcao devido a disponibilidade de observagoes

y € feita estatisticamente. O caculo da andlise para essa técnica é dado por:

x?(i) = x"(1) + W [y°(i) —E(xb@))l (2.4)
em que:
W = BH'(HBH” + R)™! (2.5)
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Figura 2.3 - Solucdo para a componente . A janela de assimilagdo de intervalo [0; 5], observacdes inseridas a
cada 12 passos de tempo. Do intervalo ]5; 10] tem-se a previsdo que foi gerada com a andlise em
t = 5, andlise obtida com o método de correcbes sucessivas.

A equagao 2.4 mostra que a andlise é obtida por uma soma a estimativa inicial do produto
da matriz de peso 6timo (ou matriz de ganho) dado pela equagao 2.5 e a inovagao (d). A
matriz de peso W é denominda também de matriz de ganho K, a qual aparece no algoritmo
do Filtro de Kalman. O peso 6timo é calculado a partir das matrizes de covariancias do
erro de observacao R e da matriz de covariancia do erro “background” B. Os erros das
observagoes consistem em “erros de representatividade” e erros de medida do préprio
instrumento de coleta de dados atmosféricos, por exemplo, satélites e radiossondas. Se
todas as hipdteses estatisticas sao exatas, ou seja, se as matrizes de covariancias B e R
sao conhecidas exatamente, a equacao 2.4 fornece a andlise 6tima. No entanto, na pratica
as estatisticas sao apenas aproximacoes e portanto diz-se que a equacao 2.4 fornece uma
“interpolacao estatistica”, nao necessariamente uma “interpolacdo otima” As Figuras a

seguir mostram os resultados obtidos com o método OI.

Nas Figuras 2.5 e 2.7 apresenta-se o resultado em assimilacao de dados obtido com o
método OI. As observacoes foram inseridas a cada 12 passos de tempo, a variancia do
erro de observacao ¢ 0,5. Na Figura 2.5 o tempo méaximo de assimilacao é ¢ = 5 a partir
dai tem-se a previsao, a Figura 2.6 mostra o erro de assimilacao e previsao. Ja na Figura

2.7 temos duas janelas de assimilacao, uma do tempo t = 0 até t = 5 e outra de t = 6
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Figura 2.4 - Erro de assimilacdo com o método de correcdes sucessivas do intervalo [0;5] e o erro de previsdo
do intervalo ]5; 10].
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Figura 2.5 - A janela de assimilagdo de intervalo [0;5] com o método Ol, observagdes inseridas a cada 12
passos de tempo. Do intervalo ]5;10] tem-se a previsdo que foi gerada com a andlise em ¢t =5
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Figura 2.6 - O erro de assimilagdo do intervalo [0; 5], com o método de Interpolagdo Otima, e o erro de previsao

do intervalo |5; 10].

ao tempo t = 10, nota-se que a medida em que se retoma a insercao de observagoes no

modelo, a andlise (grafico vermelho), que nao mais acompanhava a referéncia de verdade

(grafico azul), aproxima-se novamente, diminuindo o erro (veja o grafico 2.8).

2.3 Analise de Correcgoes

O algoritmo da anélise de corregoes, o qual esta descrito em (LORENC et al., 1991), é uma

versao modificada do método de corregoes sucessivas descrito na segao 2.1.

X)) = /(i) + KQ[y' (i) — H(x'(1))]
Yy ) = y(i) - Q' (1) — H(x' (1))

em que:

K=BH' R!
Q=HK+I)™*

O algoritmo é parado depois de k correcoes no qual a analise é dada por:
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Figura 2.7 - Nessa figura tem-se duas janelas de assimilagdo com o método OI; uma de intervalo [0; 5] e outra
[6;10]. Nota-se que o desacoplamento da anilise (gréfico vermelho) se dd no tempo ¢t = 5,4, mas
a medida em que volta-se a inserir observacdes no modelo no tempo ¢t = 6 a dindmica da anilise

volta a se ajustar ao grafico azul (verdade).

As figuras 2.9 e 2.10 mostram o resultado obtido com esse método.

As técnicas de assimilacao de dados revisadas neste capitulo foram uma das primeiras me-
todologias usadas para fazer previsao numérica do tempo. A diferenca entre elas, consiste
basicamente, no modo como ¢ determinada a matriz de ponderacao W. Novas meto-
dologias tém sido investigadas, como: Filtro de Kalman, Filtro de Particulas, Método

Variacional e Redes Neurais Artificiais, que sao tratados nos capitulos a seguir.
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Figura 2.8 - O erro de assimilagdo nos intervalos [0; 5] e ]6; 10], método Ol.
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Figura 2.9 - A janela de assimilagdo de intervalo [0; 5], com o método de Andlise de Corregdes, observagdes
inseridas a cada 12 passos de tempo. Do intervalo ]5; 10] tem-se a previsdo que foi gerada com a

analise em t = 5.
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Figura 2.10 - O erro de assimilacdo do intervalo [0;5] com o método de Andlise de Correcdes, e o erro de
previsdo do intervalo ]5;10].
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3 FILTRO DE KALMAN E FILTRO DE PARTICULAS

O Filtro de Kalman e o Método Seqiiencial de Monte Carlo, também conhecido como
Filtro de Particulas, sao métodos baseados na filtragem Bayesiana, que é uma técnica
probabilistica para a fusao de dados. A técnica combina a formulacao matematica de
um sistema com observacoes desse sistema. Ressaltando que esta dissertacao trata de
Assimilagao de Dados, que segundo Harter (2004) é um problema de estimagao, reserva-se
este capitulo ao Filtro de Kalman e ao Filtro de Particulas. Assim, faz-se uma introducao
sobre a teoria de estimacao baseada em modelos e por conseguinte apresentam-se o Filtro

de Kalman e o Filtro de Particulas.
3.1 Modelos de Sistemas Dinamicos

A teoria de estimacao aqui discutida é baseada na representacao matematica de um sis-
tema, denominado modelo. Segundo Monteiro (2006) um sistema pode ser definido como
um conjunto de objetos agrupados por alguma interacao ou interdependéncia, de modo
que existam relagoes de causa e efeito nos fenomenos que ocorrem com os elementos desse
conjunto. Um sistema é dito ser dinamico quando algumas grandezas que caracterizam

seus objetos constituintes variam no tempo.

Portanto, a necessidade de modelos apropriados ¢ fundamental. Considera-se um modelo
apropriado aquele que satisfaz o objetivo para o qual foi proposto. Em outras palavras, o
modelo deve descrever as propriedades essenciais do sistema em estudo, mas também pre-
cisa ser simples o bastante para que seja possivel desenvolver um algoritmo de estimagcao

eficiente. Assim, um modelo confidvel é essencial para se obter boas estimativas.

Alguns exemplos de modelos sao: modelo meteoroléogico DYNAMO 1D, modelo 3-ondas
descritos em Harter (2004) e o modelo de Lorenz, que é o problema teste usado neste

trabalho e serd descrito na Secao 6.1. Uma formulacao geral de um modelo é dada por:
FI2(1), 2(t), (1), 0, = 0 (3.1)

em que o ponto denota diferencia¢ao no tempo, ou seja, Z = dz/dt, z o vetor da varidvel
de estado, u o sinal externo, 6 o vetor de parametro invariante no tempo e ¢t o tempo. Por

fim, a dinamica do modelo é descrita por uma funcao F', possivelmente nao-linear.

A maioria dos fenémenos fisicos sao continuos. Entao, faz-se uma breve discussao intro-
dutoéria baseada em modelos de tempo continuo. No entanto, modelos de tempo discreto
podem ser derivados de modelos de tempo continuo (SCHON, 2006). Na equacao 3.1 ha

dois tipos importantes de sinais externos u, que devem ser tratados separadamente. O
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primeiro tipo é constituido por um sinal de entrada conhecido, denotado por u. Exemplos
tipicos incluem sinais de controle ou perturbagoes medidas. O segundo tipo é uma en-
trada nao conhecida, denotada por w. Estes sinais sao tipicamente usados para modelar

perturbagoes nao conhecidas, que sao descritas usando-se processos estocasticos.

Em 3.1, a funcao F pode ser uma equagao diferencial algébrica. Se esta equagao contiver
variaveis externas descritas por processos estocasticos, sera denominada de equacao dife-
rencial algébrica estocdstica. Os modelos sempre contém elementos de incertezas, impli-
cando na necessidade em se ter habilidade para lidar com equagoes diferenciais algébricas

estocasticas.

Além do modelo para descrever o comportamento do sistema, precisa-se também de um
modelo para descrever como as medidas ruidosas estao relacionadas as variaveis do sis-
tema, ou seja, precisa-se de um modelo de medida. Desde que nao se pode realizar medidas

infinitesimais, as observagoes sao obtidas em tempo discreto de acordo com:
HIy(tr), 2(tx), ultr), e(tr), 0, t] = 0 (3.2)

em que y € R™ denota a medida, e € R" o ruido da medida, ¢; o tempo discreto, 6 o vetor
de parametro de tempo invariante e H denota uma possivel fun¢ao nao-linear que descreve
como a medida é obtida. A equagao da medida definida em 3.2 é implicita (SCHON, 2006).

Uma equacao de medida explicita mais especifica, que é o tipo mais comum, é dada por:

y(tk) = h[Z(tk),U(tk),€(tk),¢9,tk] (33)

No entanto, ha aplicacoes que requerem a sua representacao na forma de equacgoes de

medidas implicitas.

A representacao de um modelo por uma equacao diferencial estocastica algébrica é dada
por:
F[2(t), z(t),u(t),w(t),0,t] =0 (3.4a)

H[y(tk),z(tk),u(tk),e(tk)ﬂ,tk] =0 (34b)

em que w(t) e e(ty) sdo processos estocdsticos. Para uma defini¢do matematicamente mais
completa da teoria de equagoes diferenciais estocasticas e do cédlculo de Ito, consultar o
livro de Jazwinski (1970).

Um caso importante do modelo dado pelas equagoes 3.4a-3.4b aparece quando 2(t) pode
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ser explicitamente resolvido por:

Z(t) = f[z(t)>u(t)>w<t)v 0, t] (3'5)

O modelo resultante é entao governado por uma equagao diferencial ordinéria (EDO),
ao invés de uma equacao diferencial algébrica. Este modelo é comumente citado como o
modelo de espaco de estado em tempo continuo na comunidade de controle ou sistema

dinamico para matematica fisica e computacao.
3.1.1 Introducao ao estudo de Espacos de Estados de Modelos

A discussao nesta secao estd fundamentada na teoria de probabilidades. O objetivo é
fornecer uma transicao do modelo da equagao diferencial algébrica para o modelo de

espaco de estados. Consideram-se apenas modelos em tempo discreto.

O modelo do sistema é um modelo dinamico que descreve a evolucao de suas variaveis de
estado no decorrer do tempo. Uma propriedade fundamental relacionada ao modelo do

sistema ¢é a propriedade de Markov, definida a seguir.

Um processo estocdstico em tempo discreto {x;} é dito possuir uma propriedade de

Markov se

P(Trsr|re, oy ) = p(Tes|a) (3.6)

ou seja, a realizagao do processo no tempo t contém todas as informacoes a respeito do
passado que é necessaria para calcular o comportamento futuro do processo. Entao, se
a realizacao presente do processo é conhecida, o futuro é independente do passado. Esta
propriedade é as vezes referida como o principio da casualidade generalizada: o futuro
pode ser predito do conhecimento do presente (JAZWINSKI, 1970). O modelo do sistema

pode entao ser descrito como

Top1 ~ Po(Teg1|T1, o, 1) = po(Tegr|ay) (3.7)

em que na equacao 3.7 utilizou-se a propriedade de Markov. A notacao py(z) é usada
para descrever uma familia de funcoes de densidade de probabilidade parametrizada por
0. A fungao densidade de probabilidade py(x;i1|z;) descreve a evolugdo das varidveis
de estado no tempo. Em geral, esta pode ser nao-gaussiana e incluir nao linearidades.
Assume-se que o estado inicial pertence a uma fungao densidade de probabilidade pg(xo),
comumente denominada de probabilidade a priori. Além disso, o sistema do modelo pode
ser parametrizado por um vetor de parametro estacionario §, como indicado em 3.7. Se

o vetor 6 nao é conhecido, ele deve ser estimado antes do modelo ser usado para seu
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objetivo proposto. A tarefa de encontrar este vetor de parametros baseado nas medidas
disponiveis é conhecido como o problema de identificacao de sistema. Neste trabalho, a
atencao nao esta voltada para o problema de identificacao de sistemas, que é tratado em
Aguirre (2000) e Schon (2006). O objetivo aqui é o de determinar as condigoes iniciais
necessarias para executar os modelos numéricos de previsao, o que consiste no problema

denominado como Assimilacdo de Dados.

Seja {z;} um processo de Markov nao observével diretamente. A informagao a respeito
desse processo é indiretamente obtida das medidas y, (observagoes) de acordo com o

modelo de medida

Yt ~ po(Yi| 1) (3.8)

O processo de observacao {y; } é assumido ser condicionalmente independente do processo

das varidveis de estado {x;}, isto é

po(ye|T1, oy xn) = po(ye|zy), Vi, 1<t<N (3.9)

Além disso, assume-se que as observacoes sao mutuamente independentes do tempo, isto

é

N
pe(yt|$17---,$z\/) = Hpg(yﬂxt,...,x]v)
i=1
N
= [Ipewile), vt, 1<t <N (3.10)

1=t

em que a equacao 3.9 é usada para obter a igualdade anterior. A discussao acima é
resumida pelo Modelo oculto de Markov que segundo Doucet et al. (2000), é definido
por:

Tey1 ~ DPo(Tig1|Tt) (3.11a)
Yi ~ po(Yelze) (3.11b)

em que # é usado para indicar um vetor de parametro estacionario. Uma classe restritiva
de um modelo é assumir expressoes explicitas tanto para o modelo do sistema, quanto

para o modelo de medida, resultando no chamado modelo de espaco de estados.
3.1.2 Espaco de Estado de Modelos

De acordo com Monteiro (2006) o espago de estados, ou espago de fases, é um espago m-
dimensional, cujos eixos coordenados sao o eixo-z1, €ixo-Ts, . . . ,eixo-x,,. Entao, a variavel

de estado serd representada como um ponto de coordenadas x1(t), z2(t), ..., T, (t) nesse
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espaco. A medida que o tempo passa, o ponto se move, sendo que a evolucao temporal é

determinada pelas m equacoes diferenciais de primeira ordem:

Ty = Fy (l't,b T2y« Tt,my t)
Tro = Fo(x1,202,. .., Tem,t)
(3.12)
jfam = Fm($t,17 Tt2, -5 Tt,m, 75)
O vetor de estado x; = |41 X2 ... $t7m]T contém todas as informacoes que se precisa

saber sobre o sistema até o tempo ¢, de tal forma que seja possivel determinar o compor-
tamento futuro do sistema, dado o sinal de entrada. Além disso, espagos de estados de
modelos constitui um caso muito importante do modelo de equacao diferencial algébrica,
que é amplamente estudado nas areas de processamento de sinais e teoria de sistemas de
controle (SCHON, 2003).

3.1.2.1 Espacos de Estados de Modelos Nao-Lineares

O objetivo desta secao é fornecer uma introducao sobre espaco de estados de modelos nao-
lineares e nao-gaussianos. Ilustra-se o tema com o uso de modelo em tempo discreto como
um caso especial do modelo de equagoes diferenciais algébricas. As expressoes explicita

para o modelo do sistema e o modelo de medida em 3.11a e 3.11b sao
T = [, we, 0,1) (3.13a)

Yy = h(w, €4, 0,1) (3.13b)

em que w; e e; sao variaveis aleatorias independentes, comumente definidas como o ruido
do processo e ruido de medida, respectivamente. A funcao f em 3.13a descreve a evo-
lugao das varidveis de estado e h em 3.13b descreve a evolucao das medidas. O modelo
¢ geralmente simplificado, considerando que o ruido do processo ¢é aditivo, representado
matematicamente por:

Tyr = f(24,0,1) + wy (3.14a)

Yo = h(z,0,t) + e (3.14b)

em que w; e e; sao assumidos serem processos de ruidos mutuamente independentes. As
equacoes 3.14a e 3.15b podem ser escritas na forma do modelo oculto de Markov, de

acordo com
Po(Tr41|2e) = pu (T2 — (@1, 0,1)) (3.15a)

Po(Ye|rt) = e, (yr — h(4,0,1)) (3.15Db)
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H4 teoremas disponiveis descrevendo como obter relacoes similares quando o ruido nao é

aditivo. Para mais detalhes a respeito este topico, veja Jazwinski (1970).

A hipétese de que as observagoes sao mutuamente independentes no tempo 3.10 traduz-se

na independéncia mutua do ruido da medida e; no tempo,
N

Po(Yes s Yn |2t oy TN) = Hpo(yi\%‘)
i=t

= [Ipev: = hiw:0.0) (3.16)

Além disso, usando a probabilidade condicional e a propriedade de Markov, tem-se:
N-1
Po(Tt, oy TN) = H Po(Tit1|Ts)
i=t

N-1
= ]I pu(@ir = f(a1,0.4) (3.17)

Conseqilientemente, o ruido do processo w; também serd mutuamente independente no
tempo. A discussao anterior explica na realidade como a hipétese traduz o uso do ruido

branco, definido no Apéndice A, no modelo em tempo discreto com o ruido aditivo.

Para sistemas gaussianos e lineares, é suficiente que o processo seja nao correlacionado de

acordo com:
E(w; — Bw)(ws — Ews) =0, com t # s (3.18)

desde que para este caso apenas os dois primeiros momentos estatisticos, isto é, a média
e a variancia, importam. Porém, para o caso de sistemas nao-lineares e nao-gaussianos,
momentos de altas ordens também devem ser calculados, motivando a necessidade de
independéncia. A definicao de ruido branco implica que todas as entidades do processo
{w;} sdo mutuamente independentes. Entdao, ndo hé informagao a respeito das realiza-
¢oes futuras do processo do ruido branco presente nas realizagoes do passado, implicando
que ruido branco é totalmente imprevisivel. Quando todas as informagoes sistémicas sao
conhecidas, estas sao em geral incorporadas as equacgoes do modelo. O fato é que ruido
branco é totalmente aleatorio, sem correlacao temporal, implicando que este fornece um
bom modelo para estes efeitos (SCHON, 2006).
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3.1.2.2 Espacgo de Estado de Modelos Lineares

O caso especial mais importante de modelos em tempo discreto com ruido aditivo é prova-
velmente o modelo de espago de estados lineares, isto é, f e h sao fungoes lineares sujeitas
a ruidos gaussianos. A razao para isto é o trabalho fundamental de Kalman (1960) sobre
previsibilidade e controle quadratico linear, baseado neste modelo. O modelo de espaco

de estados lineares com ruido gaussiano ¢ dado por:
Tir1 = Atl't + Btut -+ wy (3193)

yr = Cyxy + Dyus + €4 (3.19b)

em que w; ~ N(0,Q;), e ~ N(0, R) e E{wsel} = 0.

Uma propriedade importante do modelo linear 3.19a e 3.19b é que todas as funcoes de
densidade envolvidas sao gaussianas. Isto se deve ao fato de que uma tranformacao linear
de uma variavel aleatéria gaussiana resultara em uma nova variavel aleatoria gaussiana
(SCHON, 2006). Além disso, uma funcao densidade gaussiana é completamente parametri-
zada por dois parametros, o primeiro e o segundo momento estatistico, ou seja, a média

e a variancia.
3.2 Estimacao de Estado Nao-Linear

Nesta secao, trata-se da teoria de estimacao recursiva de estados nao-lineares. O problema
de estimacao de estados esta voltado para uma estrutura probabilistica, como visto na
secao anterior. Mais especificamente, a aproximacao é muito influenciada pela visao Baye-
siana da estimagao. Isto implica que a solu¢ao completa para o problema de estimagao é
fornecida pela fun¢ao densidade de probabilidade p(z;|Ys), sendo que {Y,}'_, representa
um conjunto de medidas até o instante ¢. Esta funcao de densidade contém toda a infor-
magao disponivel a respeito a varidvel de estado (SCHON, 2006). Dependendo da relagao

entre t e s em p(x;|Ys), trés problemas de estimagao diferentes sdo obtidos

e O problema de filtragem, ¢t = s.
e O problema de previsao, t > s.
e O problema de interpolacao, t < s.
Os itens acima indicam a estimacao das variaveis de estado no presente, futuro e passado,

respectivamente. Quando a representagao para p(x;|Ys) é obtida, esta pode ser usada para

estimar o valor esperado de alguma fungao g das varidveis de estado, I(g(z;)) de acordo
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CO1:

g(e)) = Byegroa(@)) = [ glwoplaclY)dz, (3:20

R
3.2.1 Solucao Conceitual

Aqui concentra-se no problema de determinar as funcoes densidade de probabilidade per-
tinente ao problema de estimacao. A discussao é bem geral, utilizando modelos em tempo

discreto com ruido aditivo, isto é
Terr ~ P(Tepa|me) (3.21a)

Ye ~ p(ye|ze) (3.21Db)

As ferramentas necessarias sao: o Teorema de Bayes e a propriedade de Markov discutida
na Subsecao 3.1.1. Considerando duas varidveis estocasticas x e y, usando o teorema de
Bayes para funcoes densidades de probabilidade, tem-se que:

plyle)p(z) _ ply,x)

p(zly) = OO (3.22)

Considere a densidade de filtragem,

p(yelwe, Yio1)p(ae]Yi-1)
x|Yy) = plxly, Yio1) = 3.23
P( t’ t) p( t|yt t 1) P(yt|Yt—1) ( )

em que o denominador de normalizagao p(y|Y;_1) pode ser calculado de acordo com
plVio) = [ plunadYiods,
R"e
= / p(elze, Yio1)p(24]Yio1)d
R"e

- /R  pllep(a Vi) do (3.24)

Além disso, derivando a expressdo para um passo de predigdo da densidade p(x;1|Y}),

integra-se a seguinte equagao em relacao a xy,

P(2e41|Y2) = p(Tig1 |20, Yo)p(20|Yy) = p(@pga|2) p(20]Y7) (3.25)

resultando na seguinte expressao:

pleen Vi) = / penleop(a] V) dz, (3.26)
Rne
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A equagao 3.26 é denominada de equagdo de Chapman-Kolmogorov (JAZWINSKI, 1970).
A atualizacao no tempo ¢é feita de acordo com a equacao 3.23, e a recursao ¢ iniciada por
p(zo|Yi—1) = p(zo) denominada de fungao densidade de probablidade a priori. Para uma
descrigao mais detalhada, veja Jazwinski (1970) e Schon (2006).

Ha entretanto, um problema com esta solugao. Quando se trata de integrais de varias
dimensoes, a solucao analitica existe apenas em poucos casos. A maior parte das solugoes
analiticas descritas ocorre quando o modelo dinamico é linear e os ruidos sao gaussianos.
Isso tem sido intensivamente objeto de estudos nas tltimas décadas (ARULAMPALAM et al.,
2002; DOUCET, 1998; GORDON et al., 1993). Uma vez que, todas as fungoes de densidades
envolvidas no problema sao gaussianas e executam somente operacoes lineares, a fungao
densidade das varidveis de estado do sistema também terao sua distribuigao gaussiana e
a solugao étima é fornecida pelo filtro de Kalman (KALMAN, 1960).

3.2.2 Estimativa Pontual

A tarefa de encontrar uma estimativa pontual pode, em termos abstratos, ser pensado
como o problema de encontrar uma transformacao m;, que faca uso da informacao das

medidas e do sinal de entrada conhecido para produzir estimativas dos estados de interesse.
my: Us x Y, — R™ (3.27)

Todas as informacoes disponiveis nas medidas devem ser processadas e inferidas na funcao
densidade p(z|Y;). Normalmente, na pratica ndo se precisa conhecer a func¢ao densidade
de probabilidade. Ao invés disso, precisa-se conhecer como os valores das variaveis de es-
tado evoluem no tempo. Também precisa-se avaliar a qualidade desses valores. E razodvel
afirmar que uma estimativa é inttil se nao for possivel avaliar quao boa ela é. Desde que
uma estrutura probabilistica é empregada, esta permite o uso de ferramentas disponi-
veis na teoria de probabilidade e estatistica para se ter acesso a qualidade da estimativa
(SCHON, 2006).

Esta secao esta voltada para um dos mapeamentos mais comuns presentes na literatura
representado pela equacao 3.27. A maioria das estimativas sao de fato baseadas na apro-
ximacao da funcao densidade de probabilidade p(x;|Ys), mas a estimativa também pode
ser baseada sobre consideragdes deterministicas (ANDERSON; MOORE, 1979; JAZWINSKI,
1970).

Do ponto de vista probabilistico, uma estimativa pontual atraente é fornecida pela escolha

de valores que minimizam a variancia do erro de estimac¢ao, denominada como a estimativa
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de minima variancia (MV):

MY = argmin E{||e — ||y} (3.28)

sendo ||z||? = 2T z. E possivel derivar uma expressio explicita para esta estimativa. Tem-se

que:

E
min E{||Z — z|*|y} <= % =0 (3.29)
Como,
E{llz —z|Ply} = E{(z—2)"(z—2)ly}
= EB{aTzly} — 22" E{aly} + 272
= |z — E{z|y}]* + E{||=|Ply} — [|E{z]y}]|* (3.30)
Entao,
oE 0
= t—F 4+ B 2y} —||E 2 31
55~ o |18 = Bl HI+ B2l Py}~ | E{ly (3.31)
a b

Os termos a e b da equacao 3.31 sao independentes de z. Entao,

0
oz

1 — E{aly}? =0 (3.3
Assim,
M = Blaly) = [ aplaly)da (3.33)

O célculo acima explica o nome, erro minimo quadratico médio (MMSE) do inglés mi-
nimum mean square error, que ¢ comumente usado como um nome alternativo para a

estimativa 3.33.

Outra estimativa pontual é a estimativa de maxima a posteriori (MAP), dada por:

@47 = argmax p(]y) = arg max p(y|z)p(z) (3.34)

Na segunda igualdade da equacao 3.34 é empregado a regra de Bayes, considerando que

a minimizacao é executada em relacao a x.
3.2.3 Sistemas Nao-Lineares

Geralmente, os problemas encontrados na pratica sao de natureza nao-linear. Isto implica
na necessidade de resolver problemas de estimacao no contexto de sistemas nao-lineares.

H& uma grande quantidade de representacoes disponiveis para esses sistemas. Porém, uma
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representacao comum ¢ através de um modelo em tempo discreto com ruido aditivo, dado

pelo sistema de equagoes 3.14a-3.15b, repetido a seguir por conveniéncia
Tiy1 = f($t7 t) -+ wy (335&)

Yy = h(xe,t) + e (3.35b)

com wy ~ N (0,Q;) e e, ~ N(0, R;). Freqiientemente, nao existe solugao analitica para o
problema de estimacao recursiva nao-linear. Entao, é necessario obter solugoes aproxima-
das para o problema. Nas secoes a seguir, apresentam-se duas classes de aproximacoes, a

aproximacao local e global.
3.2.3.1 Aproximacgao Local

A idéia empregada no método local é aproximar o modelo nao-linear por um modelo linear
e gaussiano. Este modelo é apenas vélido localmente, podendo ser aplicado o Filtro de
Kalman (KF). A aproximagao local é obtida pela lineariza¢ao do modelo nao-linear 3.35a
e 3.35b por aplicagao da expansao em série de Taylor de primeira ordem em torno da

estimativa atual, isto é

flxe,t) = f(Zye, t) + %ﬁ’t) A (e — Tyye) (3.36a)
a=iy),
h(xe, t) & h(ige 1, t) + 8hé:;, t) (= ge) (3.36b)
a=dy,_
Usando esta aproximagao em 3.35a e 3.35b tem-se que:
Tyy1 = (&, t) — Fiye + Froy + wy (3.37a)
Yr = W(Zye1,t) — Higer + Hiwe + € (3.37b)
em que F; = W . e H, = th;, t) .

A aproximacao do modelo dado nas equagoes 3.37a e 3.37b é linear e sujeito a ruidos
gaussianos em x; o que significa que o FK pode ser aplicado. O resultado é o Filtro de
Kalman Estendido (EKF), descrito no algoritmo apresentado na tabela 3.1. Considerando
o modelo linear em tempo discreto com ruido aditivo, uma aproximacao subdétima para
a fungao densidade de probabilidade p(z;|Y;), obtida pela linearizagao, é recursivamente
dada de acordo com o algoritmo apresentado na tabela 3.1 (ANDERSON; MOORE, 1979) e
(JAZWINSKI, 1970).
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Tabela 3.1 - Algoritmo: Filtro de Kalman Estendido

Algoritmo: Filtro de Kalman Estendido
p(ae]Y;) = N($|ft|ta Pt\t)
P(wea]Ye) = N (@10, Pryape)
em que:
Togrpe = f(Zye)
P = FtPt|tFtT + Qy
K = B|t—1Hg(HtRs|t—1Hg + Ry)™!
Tye = Typ—1 + Ko (e — h(Zyp—1, 1))
Py = Py — KiHi Py

3.2.3.2 Aproximacao Global

A solugao para o problema de estimagao recursiva foi apresentado na Subsegao 3.2.1. Uma
das primeiras aproximacoes baseadas em um conjunto de parametros ¢ a aproximacao por
somas de gaussianas (SORENSON; ALSPACH, 1971). A densidade é aproximada usando uma

soma de gaussianas de acordo com:

N

plarnl¥y) ~ th iR, Yd =1 g 0w (339)

=1

Uma outra aproximagao ¢ fornecida pelo filtro point-mass originalmente sugerido por Bucy
e Senne (1971), o que como o préprio nome sugere, aproxima a densidade de filtragem

por um conjunto de pontos sobre uma grade,

Pz |Vy) ~ th (a — 2" Zq; =1, ¢’ >0,V (3.39)

A idéia tem sido refinada nos tltimos anos usando-se, por exemplo, aproximacgoes cons-
tantes lineares por partes e interpolacao splines (SCHON, 2006). Uma aproximacao, que
pode ser interpretada como uma extensao do filtro point-mass é o fornecido pelo método
Seqiiencial de Monte Carlo, referido na literatura como Filtro de Particulas (GORDON et

al.,, 1993). Este é explanado na Secao 3.3.
3.2.4 Filtragem e Predigao

O caso especial obtido assumindo um modelo gaussiano e linear 3.19a e 3.19b permite
uma solucao explicita para as expressoes apresentadas na Subsecao 3.2.1. A filtragem e
um passo de predigao é dado pelo KF, introduzido por Kalman (1960), Kalman e Bucy
(1961). O KF ¢ freqiientemente usado em controle e problemas de estimagao. Depois

de suas aplicagoes na area espacial (JAZWINSKI, 1970), ele tem sido aplicado em diversos
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ramos da ciéncia, por exemplo, meteorologia e oceanografia (DALEY, 1993; KALNAY, 2003).

A seguir apresenta-se o Filtro de Kalman.

Introduz-se a seguinte notagao, s, que representa a estimativa do estado x no tempo ¢

usando a informagcao disponivel, ou seja, as medidas até o instante s. Em outras palavras,
Tis = E{%D@}

Filtro de Kalman

Considere as equacoes 3.19a e 3.19b, assume-se que o estado inicial é distribuido como
xo ~ N (%o, Py). Entdo, a estimativa para a funcdo densidade de filtragem e um passo

avancado de predi¢ao da fungao densidade de probabilidade sao ambas normal, de acordo

com:

p(xe|Yy) = N(@|Zye, Pye) (3.40a)
P(e41|Y2) = N(@|Zeg1p2, Pryape) (3.40b)

em que:
Ty = f(Zye) (3.41a)
Py = FPyFl + Q (3.41b)
Ky = Py HI (H, Py HE + Ry)™ (3.41c)
Ty = Ty + Ke(ye — M@y, 1)) (3.41d)
P, = Pyy — K.H, Py (3.41¢)

com valores iniciais 2o = g e Py = Fp.

Existem diferentes formas para a prova deste resultado. Em Anderson e Moore (1979)
encontram-se demonstragoes alternativas. Em Harter (2004) o Filtro de Kalman é obtido
da solucao recursiva do problema de minimos quadrados ponderados, baseado no trabalho
de Sorenson (1970).

A atualizacao da medida é dada pelas as equacoes 3.41d e 3.41e. Nestas equacoes é que
a informacao da medida atual y; é incorporada dentro da estimativa. A equacao 3.41d
mostra que a estimativa do estado é ajustada como uma média ponderada da estimativa
anterior e a nova informagao disponivel em y;. As incertezas sao reduzidas em 3.41e como
uma consequéncia direta do fato de que uma nova informagao foi adicionada. Além disso, a
atualizacao no tempo corresponde a predicao, implicando em aumento de incerteza 3.41b.
Devido ao fato de que o processo de ruido wy, por definicao, nao é previsivel, a evolucao

da variavel de estado é obtida pelo uso da parte deterministica do modelo dinamico, como
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em 3.41a.
3.3 Meétodo Seqiiencial de Monte Carlo (Filtro de Particulas)

O método Seqiiencial de Monte Carlo ou Filtro de Particulas trata com o problema de
estimar recursivamente a funcao densidade de probabilidade p(z;|Y;). De acordo com o
ponto de vista Bayesiano p(x;|Ys), contém todas as informagoes estatisticas disponiveis a
respeito a variavel de estado z; baseado nas informacoes contidas nas medidas Y. Esta
funcao densidade de probabilidade pode ser usada para formar vérias estimativas das

variaveis de estados, de acordo com:

I(g(zy)) = E{g(z,)|Ys} = - g(ze)p(|Ys)day (3.42)

A idéia fundamental, base do método seqiiencial de Monte Carlo, é representar a funcao
densidade de probabilidade por um conjunto de amostras com seus pesos associados. Este
conjunto de amostras é denomindo de particulas, entdo o nome Filtro de Particulas. A
fungao densidade de probabilidade p(z;|Y;) é aproximada por uma fungao de densidade

empirica (nota-se a similaridade com a equacao 3.39):

M M
p(zY)) = > g0 — =), Y " =1, ¢ <0, Vi (3.43)
=1 =1

em que §(.) ¢ a fungao delta de Dirac! e éjf) denota os pesos associados a cada particula
(i)
t|s
distribuicoes complexas. A aproximacao 3.43 pode também ser obtida usando-se a idéia

de integracao estocastica (SCHON, 2006).

x, .. Para se obter esta aproximagao, exige-se a habilidade em gerar niimeros aleatérios de

Na Subsecao 3.3.1 apresenta-se uma suposi¢ao nao realistica de que se pode gerar amostras
de uma funcao de densidade alvo (“target”). O objetivo é ilustrar a idéia da amostragem,
e motivar a préxima secao. Apresenta-se a solucao de amostragem e reamostragem por

importancia, a qual ¢ usada para derivar o Filtro de Particulas.
3.3.1 Amostragem Perfeita

O objetivo ¢é calcular estimativas para a equacao 3.42 baseado na hipotese de que se tem

acesso a M amostras independente e identicamente distribuidas (i.i.d), {z®}M,, de uma

'A funcao Delta de Dirac, heuristicamente, pode ser representada:

0 se x#az®,

+oo
F(z®) = / F(z)d(x — 2D)dz, em que §(z — 2)) = {oo o = 2
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fungao densidade alvo (target density) t(z). Do ponto de vista pratico, esta hipGtese é
nao realistica (DOUCET, 1998). Apesar disso, ilustra a idéia fundamental, base do método
Seqiiencial de Monte Carlo. Usando amostras {:1:(Z M uma estimativa empirica da funcao

densidade t(x) pode ser estabelecida de acordo com:

i ! §(x — 20 (3.45)

=1

Usando esta densidade empirica, uma estimativa de I(g(z)) é obtida de
I(g(w)) = E{g(x)|Y} =

E{g(2)|Y}

Il
—
=N
&
[]=
—_
=
8
|
E%/_\

Bg@lY) = ;3 [ o)t - o)z
Blo@lV} = 573 ga®) (3.46)

em que 0(z —z) indica a funcdo delta de Dirac em z(V, que vale zero para todo 2V # z.

Esta estimativa é sem viés, e de acordo com a lei forte dos grandes ntimeros? (SCHON,
2003), tem-se que:
lim 1(g(x)) = I(9(x)) (3.47)

M—o0

a.s. . . A~ . .« A .
em que —> indica convergéncia “quase certa” (almost sure). Assume-se que a variancia
02 = I(g*(z)) — I*(g(x)) < oo e o teorema do limite central possa ser aplicado, resultando
em:

lim VM (I(g(x)) = I(g(x))) < N(0,07) (3.48)

M—oo

em que -5 indica a convergéncia da distribuigao segundo Doucet et al. (2001). Assim,
usando um nimero grande de amostras {2 }M, pode-se estimar uma quantidade I(g(z))

de acordo com a equagao 3.46.

A hipétese fundamental discutida aqui é a possibilidade de se obter amostras independen-
tes e identicamente distribuidas de uma distribuigao ¢(z). No entanto, na prética esta hipd-

tese é raramente valida (SCHON, 2003). Para utilizar as idéias discutidas acima, precisa-se

2A lei forte dos grandes niimeros é um teorema em probabilidades que descreve a longo prazo a
estabilidade de uma varidvel aleatéria (PAPOULIS, 1984).
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de habilidade para gerar nimeros aleatérios de distribuicoes de densidades complexas.
Tem-se feito muitas pesquisas em relacao a este problema, e diferentes métodos tem sido
usados para tratd-lo (ARULAMPALAM et al., 2002; GORDON et al., 1993).

Uma solucao classica para este tipo de problema consiste em utilizar o método de amos-

tragem por importancia (importance sampling), o qual é descrito na Subsegao 3.3.2
3.3.2 Geracao de Numeros Aleatérios

Com a necessidade de representar fungoes densidades de probabilidades por um con-
junto de amostras aleatorias, exige-se a habilidade em gerar niimeros aleatérios. Porém,
desde que nao se pode gerar amostras diretamente da fun¢ao densidade t(z), a idéia
¢ empregar uma densidade alternativa, da qual seja possivel extrair amostras, denomi-
nada de densidade de amostragem s(x). A tnica restrigao imposta sobre s(x) é que se
Va € R™, t(x) > 0= s(x) > 0. Quando uma amostra = ~ s(x) é extraida, a probabi-
lidade de que esta foi de fato gerada pela funcao densidade alvo pode ser calculada. Esse
valor calculado pode entao ser usado para se decidir se  deve ser considerado ou nao
uma amostra de ¢(z). Essa probabilidade é denominada de probabilidade de aceitagao,

expressa por ¢(Z) e definida pela seguinte relagao:
t(z) < q(z)s(x) (3.49)

Os vérios tipos de métodos de Monte Carlo existentes na literatura dependem de como
essa probabilidade de aceitacao ¢(z) é calculada. Os métodos mais comuns sao brevemente
descritos a seguir. Para mais detalhes a respeito a geragao de niimeros aleatorios, consultar

Rubinstein (1981).
3.3.2.1 Importancia da Amostragem e Reamostragem

O algoritmo SIR (Sampling Importance Resampling) é uma extensdo da amostragem por
importancia. Assim, comega-se a exposigao sobre o algoritmo SIR com uma explicagao
do algoritmo de Amostragem por Importancia. Na discussao desta técnica, a densidade
de amostragem s(z) é conhecida como densidade proposta (proposal density), funcao de
importancia (importance function) ou densidade amostral por importancia (importance
sampling density) (ARULAMPALAM et al., 2002; DOUCET, 1998).

A amostragem por importancia consiste em se introduzir uma fun¢ao densidade de pro-
babilidade alternativa, que seja conhecida e facil de se extrair amostras para a estimacao
de I(g(z)), em oposigao a distribui¢ao de probabilidade de t(x), que é considerada dificil

de se extrair amostras, (veja ilustragao na figura 3.1).
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Figura 3.1 - llustragdo da amostragem por importancia. t(x) é a PDF verdadeira, representada pela linha cheia
e s(x) é a distribuicdo proposta (ou de importincia) representada pela linha pontilhada.

Na amostragem por importancia, a integral na forma da equagao 3.42 pode ser escrita

I(g(x)) = E{g(z)|Y} = g(x)_—3s(@)dze (3.50)

em que s(z) é a fungao de importéancia.

O método de Monte Carlo via amostragem por importancia objetiva utilizar um nimero

M de amostras independentes extraidas de s(x) para obter uma soma ponderada para

aproximar 3.50, sendo que ¢(z) = 2((2)) é chamado de peso de importancia, ou taxa de

importdncia. Baseado na discussao feita na segao 3.3.1 e de acordo com Rubinstein (1981)

a estimativa para I(g(z)) pela geraciao de M > 1 amostras {@}M, de s(x) é

I(g(x)) = % Z q(z)g(z") (3.51)
em que: o
o(29) = z((i())) i=1,..,M (3.52)

q(z™) é chamado de peso de importancia. Na maioria das aplicacoes para estimacdo
de variaveis de estados com o procedimento de amostragem por importancia, o fator de
normalizacao na densidade alvo nao é conhecido. A normalizacao para os pesos é dada

por:

| 0
g2 = % (3.53)
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em que q(x) é definido em 3.52. Esta normalizacio para M finito introduzird uma
polarizacao na estimativa. Porém, da lei forte dos grandes niimeros a estimativa é assinto-
ticamente nao polarizada. Assim, a funcao densidade alvo pode ser aproximada de acordo

COoIml:

ty(z) = Z Gz (x — 2@) (3.54)

Os pesos de importancia contém informagoes a respeito de quao provavel a respectiva
amostra associada é gerada a partir da funcao densidade alvo. Portanto, o peso de im-
portancia pode ser utilizado como uma probabilidade de aceitacao, que permite gerar
aproximadamente amostras independentes {#(¥}M, da funcdo densidade alvo. A aproxi-
macdo t(x) dado em 3.54 é definida usando-se um ntimero finito de amostras {z(®}M, .
Logo, o processo de geracao de amostras da funcao densidade alvo é limitado para estas
amostras. Mais especificamente, isto é realizado pela reamostragem entre as amostras, de

acordo com:
Pr(E" =g7) = g(z©), i=1,..,M (3.55)

O passo de reamostragem é fundamental para garantir a convergéncia do método. Isto foi

primeiramente realizado por Gordon et al. (1993) e serd descrito em Subsecao 3.3.3.
3.3.2.2 Aceitagao e Rejeicao de amostras

O problema inerente ao algoritmo SIR é que as amostras produzidas sao apenas aproxi-
madamente distribuidas de acordo com a densidade alvo. Na amostragem por aceitacao e
rejeicao, as amostras produzidas serao exatamente distribuidas de acordo com a densidade

alvo. No entanto, este algoritmo sofre de outras desvantagens.

Se existir uma constante L > 0 tal que:
t(r) < Ls(z), Ve, (3.56)

entao, pode-se usar o algoritmo a seguir para gerar M amostras da densidade alvo.

Tabela 3.2 - Aceitagdo e Rejeicdo de Amostras

Algoritmo:Aceitacao e Rejeicao de Amostras

t(z)

Ls(7)

2. Aceita-se Z como uma amostra de t(x) com probabilidade ¢(Z), isto é,
Pr(z® = &) = ¢(%) se & nao for aceito volta para o passo 1.

3. Repete o passo 1. e 2. parai =1,.... M

1. Gera~se um numero aleatério, & ~ s(x) e calcula-se ¢(%) =
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O algoritmo mostrado na tabela 3.4 é um método eficiente de amostragem no sentido de
que as amostras extraidas de ¢(z) sdo mutuamente independentes e exatas. De qualquer
forma, como mencionado acima, o algoritmo sofre de algumas limitagoes. A primeira
de todas, é que se deve encontrar um limite superior L, o que pode ser dificil. Além
disso, uma vez que esse limite superior tenha sido encontrado, pode ser provado que

Pr(Z aceitavel) = %, que tipicamente é um numero muito pequeno.
3.3.3 Filtro de Particulas

Considere o problema de filtragem, em que a densidade alvo é dada pela densidade de
filtragem, t(z;) = p(z:|Y:). Para usar a idéia esbogada nas se¢oes anteriores, faz-se neces-
sario escolher uma funcao densidade de amostragem apropriada s(z;) e uma probabilidade
de aceitagao correspondente. Utilizando o teorema de Bayes e a propriedade de Markov,
tem-se:

_ P(Ye|ze)p(4] Y1)

p(@d]Y:) = p(xe|ye, Yio1) = (e Yi1) o< p(ye|we)p(we| Y1) (3.57)

que sugere as seguintes escolhas

p(z:]Ye) o< p(ye|ze) plae|Yi-1) (3.58)
(zt) (zt) (zt)
t(rt q(xt s(x¢

A equagao 3.58 é semelhante a equacao 3.49, entao, pode-se empregar os algoritmos discu-
tidos na Subsecao 3.3.2 para se obter amostras da densidade alvo. O filtro de particulas é
tipicamente originado do sistema da amostragem por importancia. Para outras derivagoes
do filtro veja (DOUCET, 1998; ARULAMPALAM et al., 2002; SCHON, 2003). Considerando
que o filtro é derivado da técnica de amostragem e reamostragem por importancia, tem-se
que a probabilidade de aceitacao {cj(i)}i]‘il é calculada de acordo com:
0 q(xirz_ly _ p(ytmifz_l.)
Zj]\/il q(xz(eft)ﬂ) Z]Ail p(ye ’*’L’ETE—J

(3.59)

(%) (4)
tt—1 tt—1

dindmico, e as particulas filtradas geradas do instante de tempo anterior {z

)M, sao geradas do modelo
(2) ) M
t—1jt—1)Ji=1"

em que x ~ p(z]Y;_1). As particulas preditas {z

Os detalhes podem ser compreendido do calculo a seguir, que é resultado do uso da
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atualizacao do tempo 3.23.

s(xy) = p(:vt!Yt_l)=/p(:tt\:vt_l)p(:vt_lIYt_l)d:vt_l

M
1 i
~ /p($t|$t—1)ZM5(l’t—1 —I,E_)l‘t_l)dﬂl?t—l
=1
M
1 0
= ZM/ (2| 2-1)0 (201 — L 1)t 1)d$t 1
=1
My 4
= Y @) (3.60)

i=1

Portanto, as particulas preditas sao obtidas pela passagem das particulas filtradas através

do sistema dinamico.

De acordo com a equacao 3.59, a probabilidade de aceitacao qt depende da funcao de
probabilidade p(y|xy¢—1). Isso faz sentido, pois a probabilidade revela quao provéavel a
medida obtida esta relacionada ao estado presente. Quanto melhor uma certa particula
explicar a medida recebida, é alta a probabilidade de que esta particula tenha sido extraida

da funcao densidade de probabilidade real.

Um novo conjunto de particulas {:c M. que aproxima p(z;|Y;) é gerada pela reamostra-

1t
gem em substituicao entre as partlculas preditas, pertencendo a densidade de reamostra-
gem

Prizy) =2 =4, i=1,.M (3.61)

Se este procedimento é recursivamente repetido no tempo, a seguinte aproximagao

p(z|Y;) = Z M(S Ty — ZL’t|t) (3.62)

¢ obtida e tem-se de fato derivado o Filtro de Particulas introduzido por (GORDON et al.,
1993). O filtro de particulas é inicializado pela extragao de amostras da fungao densidade
de probabilidade a priori p,,(zo). Na atualizagdo da medida, a nova medida é usada para
designar uma probabilidade, representada pelo peso de importancia normalizado, para
cada particula. Esta probabilidade é calculada usando a funcao de probabilidade que des-
creve o quao provavel é obter uma medida dado a informacao disponivel na particula. O
peso de importancia normalizado e a particula correspondente constituem uma aproxi-
macao da densidade de filtragem. O passo de reamostragem retornara particulas que sao
igualmente provaveis. A atualizacdo no tempo é uma forma de predizer novas particulas

de acordo com o sistema do modelo. A seguir, descreve-se o algoritmo para o método,
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apresentado na tabela 3.3.

Tabela 3.3 - Algoritmo do Filtro de Particulas

Algoritmo: Filtro de Particulas

1. Inicializagao: Para ¢ = 1, ..., M inicializa-se as particulas

{11 1 ~ Pay (0)
xo ~ N(0,5) , as particulas iniciais sao extraidas de:

w? ~ Puw, (W) 0 ruido do processo

com w; ~ N(0,1)
2. Atualiza a medida: Para:=1,.... M
Calcula o peso de importancia {qgl)}f‘il de acordo com:

g = plulay))_,),

em que:
0" = plylayy ) = pal)
com:
z; =y — h(wy, t)
1 —(z=2)*
e 2%  com

Pet = 1\/%

2 _

(ops

normaliza g@ — —Qt 5
q

]_
3. Reamostragem: Para i = 1,..., M (Andlise)
extrair M particulas, com substituicao, de acordo com:
Pr{xifg = $§|]t)71} =q”, i=1,..M
esse passo € explicado na Subsubsecao 3.3.3.1.
4. Préoximo passo de integracao no tempo: Parai=1,.... M

prediz novas particulas de acordo com
"Egut = f(xghg, t) + w§|t) em que f é dado pela equagao 3.15a.
5. Calcula-se a estimativa, que é a média das novas particulas

T = E{'rt-i-l\t}
6. Itera para o passo 2.

3.3.3.1 Algoritmo de Reamostragem

O passo de reamostragem consiste da extracao de um novo conjunto de particulas {x

M
tlt

com substltmgao das partlculas anteriores {Jctlt M, de modo que a probabilidade de

extrair {x

it M. ¢ dada por qt , de acordo com

}%um ml}_aﬂ i=1,..,M (3.63)
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Figura 3.2 - llustracdo do passo de reamostragem do filtro de particulas.

Um modo de fazer isso é usar o algoritmo de reamostragem aleatoria simples ilustrado
na figura 3.2. A idéia é selecionar o novo conjunto de particulas pela comparagao de um
conjunto ordenado de nimeros aleatérios distribuidos uniformente ¢(0,1) com a soma
acumulativa dos pesos de importancia normalizados. O passo de reamostragem pode de
fato ser realizado do acordo com esta idéia. No entanto, existem varios algoritmos de
reamostragem disponiveis na literatura. A eficiéncia do método é determinada pela qua-
lidade da reamostragem e a complexidade computacional. A qualidade da reamostragem

¢ importante para a qualidade global da estimativa.

O algoritmo de reamostragem sistematica apresentado na tabela 3.4 é considerado um dos

mais apropriados, segundo Arulampalam et al. (2002).

Tabela 3.4 - Amostragem Sistematica

Algoritmo: Amostragem Sistematica

1. Gera-se M numeros ordenados de acordo com

k—1)4+u _
uk:%> u~U(0,1)

2. As particulas reamostradas sao obtidas pela producao
n; cépias da particula 29, em que

n; = o numero de u; € (Z;;ll c]t(s), 22:1 (jt(s)
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Mesmo com pesquisas extensivas sobre as técnicas de reamostagem, nao se pode fugir do
fato de que a reamostragem introduz uma dependéncia entre as diferentes particulas. Isto
se deve ao fato de que as particulas associadas a valores de probabilidades maiores sao
selecionadas muitas vezes, pois a reamostragem ¢ feita a partir de uma fun¢ao densidade
de probabilidade discreta, ao invés de uma continua. Este problema é comumente citado
na literatura como o problema de empobrecimento de amostras. Uma solucao foi proposta
por Gordon et al. (1993), que consiste em adicionar um ruido aleatdrio nas particulas para

que elas possam diferir umas das outras.
3.3.3.2 Um exemplo para aplicacao do Filtro de Particulas e Filtro de Kalman

O objetivo desta secao é apresentar o desempenho do Filtro de Kalman e do Filtro de

Particulas. A aplicacao é feita no sistema de equacoes dado a seguir:

x 2bx
Tyy = Et + T ;? + 8 cos(1, 2t) + wy (3.64a)
zf
Yy = % + € (3.64b)

O algoritmo apresentado na tabela 3.3 sera aplicado para a estimacao das varidveis de
estado do sistema. A estimativa do Filtro de Kalman é fornecida com o algoritmo dado na
tabela 3.1. A equacao 3.64a representa o sistema do modelo e a equacao 3.64b representa o
sistema de medida, sendo zo ~ N(0,5), w; e e; sdo ruidos gaussianos, com w; ~ N (0, 10)
e ¢, ~ N(0,1). Este problema é nao-linear, variante no tempo, com ruido aditivo, o
qual tem sido utilizado em muitos artigos como um problema teste (GORDON et al., 1993;
ARULAMPALAM et al., 2002).

A implementacao foi feita no Matlab. Foram usados os seguintes parametros: a variancia
do erro de observacao R = 1, do erro de modelagem B = 10. Para o filtro de parti-
culas utilizou-se 1000 particulas. As condigoes iniciais (denominadas particulas) foram
geradas usando a funcao randn do matlab, a qual gera nimeros aleatorios normalmente

distribuidos, ilustrado na figura 3.3.
No passo 2 do algoritmo apresentado na tabela 3.3 o peso de importancia qfi) é calculado

usando a funcao de probabilidade de acordo com:

0 = p(yi|1) = per(yr — h(x4, 1)) (3.65)

65



NUmeros Aleatérios Distribuicdo de Probalidade das Particulas
4 T T T T T T T T T 90 T T T T T T T

L ° o o ]
@ o o o o
o o
) o o 5 o o o o ° o %08 oO o 4
008@ ®0 0 ©q oo o(%@%) O@Qo og

5 %8
9 250
®

frequéncia

-3F 0o A

" L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 3.3 - (a): particulas iniciais (nimeros aleatérios); (b): distribui¢do de probabilidade das particulas ini-
ciais.

2
em que y; € dado pela equacgao 3.64b e h = g—o e

1 x?2

Pet = —rexp(——) (3.66)

212 2

Uma vez calculado qt(i) normaliza-o conforme a equacgao 3.53. O passo de reamostragem é
feito conforme o algoritmo apresentado na tabela 3.4. A idéia é selecionar as novas par-
ticulas pela comparagao de um conjunto ordenado de ntimeros aleatérios uniformemente
distribuidos entre U (0, 1) com a soma acumulativa dos pesos de importancia normalizados.
Na figura 3.4 ilustra-se o passo de reamostragem. Pode-se ver que a particula de indice
130, por exemplo, foi escolhida uma vez, ja as particulas de indice 140, 160 e 190 nao foram
escolhidas, enquanto que a particula de indice 210 foi escolhida 18 vezes. Este é um dos
problemas desta técnica, pois, havera particulas que serao selecionados varias vezes. Este
problema é denominado de empobrecimento de amostras. Uma alternativa para a solucao

deste problema, como dito anteriormente, é adicionar um ruido aleatorio nas particulas.

Na figura 3.5(a) e 3.5(b) tém-se a aplicagao do Filtro de Kalman e do Filtro de Particulas,
respectivamente. Na figura 3.6(a) e 3.6(b) apresenta-se o erro dos métodos. Nota-se que

o FP obteve o menor erro, sendo qua a média do erro para o KF foi de 8,1966 e para o

FP de 2,9690.

Segundo (GORDON et al., 1993) as tnicas exigéncias para a aplicacdo desta técnica sao

que:

e p(x) esteja disponivel para amostragem.

e a probabilidade p(y;|z;) é uma fungao de forma conhecida.
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(a) Gréfico da soma acumulativa do peso.
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(b) Histograma do peso acumulativo.

Figura 3.4 - llustracdo do passo de reamostragem do filtro de particulas.

Aplicagéo do KF
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(a) aplicagao do Filtro de Kalman
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(b) aplicagao do Filtro de Particulas

Figura 3.5 - curva azul: verdade; curva vermelha: estimado.

e p(w;) estd disponivel para amostragem.
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Figura 3.6 - Graficos dos erros em escala semilogaritmica. Logaritmica no eixo y e linear no eixo x.
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4 METODO VARIACIONAL

A assimilagao de dados variacional também é um método de estimacao de parametros para
modelos matematicos de previsao. A estimativa é feita por otimizacao do ajuste entre a
solugao do modelo de previsao e o conjunto de observagoes. Neste capitulo, apresenta-
se o Método Variacional para estimacao de condicoes iniciais de modelos numéricos de

previsao. Primeiramente, sera feito uma breve introdugao sobre calculo variacional.
4.1 Procedimento Variacional

O célculo variacional envolve a determinagao de pontos estaciondrios (extremos) de ex-
pressoes integrais, que sao conhecidas como funcionais. Pode-se pensar em um funcional
como uma transformagao ¢[.] em que a entrada é uma funcao e a saida é um nimero. Isto
é?

f(x) #lr) ycomy € R (4.1)
Uma fungao f(z,y), sendo x e y varidveis independentes, tem um valor estaciondrio no
ponto (xo,yo) se, em uma vizinhanga infinitesimal em torno do ponto, a taxa de variagao

da funcao em cada direcao possivel deste ponto é zero.

O conceito de valor estacionario pode ser examinado pelo uso de um operador variacional
J, primeiramente introduzido por Lagrange (DALEY, 1993). Este operador é em muitas
formas similar ao operador diferencial ordinario d, mas ha uma sutil diferenca. O operador
diferencial d refere-se ao deslocamento infinitesimal real, enquanto o operador variacional
0 refere-se ao deslocamento infinitesimal virtual. A diferenca entre deslocamento real e
virtual pode ser compreendida através de um exemplo simples. Considere uma bola que
estd em repouso no ponto mais baixo do interior de uma cavidade parabdlica. A bola nao
se moverd (veja figura 4.1). No entanto, se deseja descobrir como a energia potencial varia
quando a bola é deslocada de sua posigao de repouso (equilibrio). Para isso, pode ser feito
um deslocamento exploratério na vizinhanca de sua posicao de repouso. O deslocamento

exploratério é virtual, e ¢ denominado de variacao da posicao.

Matematicamente, o operador § é usado para avaliar a vizinhanga do ponto (z,yo).
Suponha um pequeno deslocamento virtual a partir do ponto (xg,3o), dado por (dx, dy).

A variacao da funcao 0 f pode ser expressa como:

_ 05, 9 (4.2)

0f é chamada de primeira variacao da funcao f. As variagoes dx e dy sao escritas em
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Figura 4.1 - llustracdo de uma bola (circulo vermelho) em estado de equilibrio. Os circulos pontilhados repre-
sentam o deslocamento virtual.

termos de seus cosenos diretores:
dr =ca, e 0y =cqy (4.3)

em que o, € ay sao cosenos diretores da diregao virtual, € ¢ um parametro pequeno que

tende a zero. A taxa de variacao da funcao na direcao especificada é dada por:

af _of af
== axax+ 8yay (4.4)

Para o ponto (g, yo) ser um valor estaciondrio, 0f /e deve ser zero para qualquer deslo-

camento virtual, independentemente da direcao. Conseqiientemente,

of of

—=0e —=0 4.5
ox oy (4.5)
A condicao que toda derivada parcial da funcao f seja nula em um ponto é uma condigao

necessaria e suficiente para a funcao f ter um valor estacionario no ponto.

A segunda derivada pode ser usada para determinar se o valor estacionario é um ponto
de méximo, ou de minimo, ou nem um deles (cela). Assim, em uma dimensao o ponto

estacionario x = xg é um ponto de maximo ou minimo se:

& f
3 (4.6)

T=x0

¢ menor ou maior que zero, respectivamente.

Para se determinar o valor estacionario ou extremo de uma funcao, é necessario especificar
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o dominio em que ele serd encontrado. A fungao sin(x), por exemplo, tem um nimero in-
finito de valores estaciondrios e extremos, conforme ilustrado na figura 4.2(a). No entanto,
para o dominio z, < x < x3, onde x, = z, + 7, havera apenas um valor estacionario de

sin(z) , conforme figura 4.2(b).

o g 0 15 20 25 3 9.5 10 105 11 15 12 125 13

(a) Funcdo com vérios méximos e minimos. (b) Funcao seno com um minimo para o intervalo 9 <
r <13

Figura 4.2 - Grafico da fungdo seno.

Em muitos problemas do calculo variacional ocorrem restricoes. Se deseja encontrar o
valor estacionario da funcao f(x,y) sujeita a condigao auxiliar, g(z,y) = 0, hé casos em
que é possivel reescrever essa condigao como y = h(x). Desse modo, determinar o ponto
estacionario de f(x,y) é equivalente a encontrar o ponto estacionério de f(x, h(x)). Assim,
reduziu-se o problema bidimensional com restricoes a um problema unidimensional sem

restrigoes.

No entanto, nem sempre é possivel descrever o problema com restricoes da forma descrita

acima. Entao, utiliza-se o método de multiplicadores de Lagrange para esses casos.

Toma-se a variagao da fungao f(x,y) com restrigdo g(x,y) = 0, ou seja,

—géyﬁ—g

of = ox dy

oy (4.7)

Formando um novo funcional f; = f + Ag, onde A é uma fun¢ao ainda nao determinada.

A primeira variacao da nova funcao f; é

Sfi=0(f +\g)=06f + g+ go\=6f (4.8)
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pois o operador d obedece as mesmas regras de multiplicacao e adicao que o operador

diferencial d. A funcao g = 0, g = 0, df; é uma funcao de x,y e A, e pode ser escrita

como:
_ Sy, Ohs . Of
ofy = 590 5 ——Jy +5/\5)\
_ (df of
ofy = (6x+)\5x)5x+(5y+>\5y)5y (4.9)
Com%:g:().
O\

O ponto estacionario de f ocorre quando 6f = 0. De 4.8, um ponto estacionario de f; é
também um ponto estacionario de f. Entao a condicao para um ponto estacionario de f7,

sujeito a restri¢ao g(x,y) =0 é

of of
+ /\— =0, + /\ =0 4.10
oz ox (5 oy (4.10)
As duas equacgoes de 4.10 mais a restricao podem entao ser resolvidas para encontrar o
valor estacionario. O multiplicador de Lagrange A\ pode ser interpretado como uma medida

da sensibilidade do valor da funcao f em funcao da restrigao.

Em N dimensdes, (z1,...,2y), um ponto estacionério da funcao f(z1, ..., zx) sujeito a M
restrigoes g1(x1,...,xn) = 0,...,gm(x1,...,zx) = 0 pode ser encontrado da mesma forma

descrita acima. O resultado equivalente a equacgao 4.10 neste caso é dado por:

M
ai (f—i—Z/\mgm):O, 1<n<N (4.11)

m=1

4.2 Valor estacionario de uma Integral Definida

I é dito ser um funcional da fungao u(x) em um intervalo (x,,x;) quando este depende

de todos os valores u(x), com z, < x < x;, (DALEY, 1993). Exemplos de funcionais sao:

mn
de: ,_d_u n_du
onde: v’ = s ut = —.

dx dx™

O dominio de um funcional é um conjunto de fungoes admissiveis, ao invés de uma regiao

72



do espago cartesiano. Por exemplo, o dominio de um funcional pode ser o conjunto de
todas as fungoes positivas (DALEY, 1993).

O problema fundamental do calculo variacional é: Dado um dominio de funcoes admis-
siveis, determinar a fungdo u(z) de um funcional I(u(z)), que € um valor estaciondrio
desse funcional. Um problema simples do célculo variacional é determinar a funcao u(x)

que minimiza o funcional:
Tp
I(u(z)) = / F(z,u,u)dz

sujeito as condigoes de contorno x, = o e x, = 3. Aqui, a e [ sao fixos e assume-se que
u é continua e possui derivada de segunda ordem. Esse problema foi resolvido por Euler,
porém uma solucao elegante foi dada por Lagrange (DALEY, 1993). Suponha que u(x)

minimiza o funcional. Considere esta funcao levemente modificada, isto é
(z) = u(z) +en(z) (4.13)

onde n(z) é uma fungao diferencidvel e arbitraria, com n(z,) = n(zy) = 0 e € é um valor

pequeno que tende a zero.

\ 4

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
X

Figura 4.3 - llustracdo de u(z),i(z) e en(x) usado na derivacdo das equacdes de Euler-Lagrange.

Fonte: adaptada de Daley (1993, 247)

A figura 4.3 descreve esquematicamente as fungoes u(z), u(z) e en(x). A diferenca entre

u(z) e u(x) é chamada de variacao da funcao u:
du = u(x) —u(z) = en(x) (4.14)

A diferenca entre o operador variacional § e o operador diferencial d estda agora mais
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claro, pois du e du sdo ambos mudancas diferenciais da funcao u. Entretanto, du se refere
a mudanga infinitesimal de u(z) causada pela variagao infinitesimal do argumento dzx,
enquanto du ¢ uma varia¢ao infinitesimal de u(z) que produz uma nova fungao u(z)+en(x).
No processo de variacao, u se altera, enquanto a varidavel x nao se altera. No entanto, se

as condigoes de contorno estao predeterminadas, entao esses valores nao podem variar:
dr =0, dul,, =0, duly,, =0 (4.15)

O operador § comuta com o operador de derivada normal e integral:

d d dn u du du
dx(6u> dx (en()) gdx dr dx 0 (dm) (4.16)
Analogamente,
Tp Tp
5/ F(z,u,u")dz = / OF (z,u,u")dx (4.17)

Considerando a variagao do integrando F'(z,u,u’)

OF (z,u,v') = F(x,u+du,u +ou') — F(x,u,u)
= F(z,u+enu +en')— F(x,u,u) (4.18)

Expandindo F' em série de Taylor em torno de u e u' e desprezando os termos de ordem

superior, pois € é pequeno, tem-se:

(4.19)

OF (z,u,u') =€ (8F or ')

" o

Considerando a variagao da integral [

o o v (OF  OF ,
5]—5La Fdx—/xa (5Fdx—5/za (% —1—% )dw (4.20)

Integrando o segundo termo por partes:

* (OF  d OF OF
ol = 5/ n (— - ——u) dx + 8’)7(:6‘)%

01 é chamado de primeira variacao do funcional I. Para determinar o ponto estacionario

(4.21)

¢ analogo a 4.1, 55_1 = 0. Visto que, n(z) = 0 para © = x, e x = x;, e n(z) é arbitrério, a

integral 4.21 deve se anular para qualquer funcao n(z). Isso ocorre se

oF d OF
%—@%:meagxgxb (4.22)
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A condigao 4.22 é necessaria e suficiente para anular 6/ e é chamada de equacao de Fuler-
Lagrange. Tomar 6] = 0 é uma condigao necessaria, mas nao suficiente para um extremo
de I. A funcdo u(z) que satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange ¢ denominada de func¢do

estaciondria. Para uma abordagem generalizada do problema consultar (DALEY, 1993).
4.3 Andlise Variacional

Na pratica, o funcional a ser minimizado pode ser substituido por uma forma discreta,
representado, de modo geral, pela equagao 4.23. Essa equagao contém o termo que mede
a distancia entre a estimativa a priori e o somatoério no tempo da fungao custo para
cada incremento observacional calculado com respeito ao modelo integrado no tempo da
observacao (KALNAY, 2003).

O objetivo desta técnica é encontrar condigoes iniciais (), de um modelo tal que mi-
nimize alguma quantidade escalar J, conhecida como uma fungao custo ou funcao de
penalidade (penalty). O funcional J é definido como (BANNISTER, 2001; LAWLESS, 2004;
KALNAY, 2003):

Tlx(t0) = 5 (xt0) — (1)) B (xt0) — (1)

x % (4.23)
45 D007 — Hx)) Ry — Hix)

em que J, é o termo de modelagem e J, é o termo de observacao. B é a matriz de
covariancia do erro de modelagem, R é a matriz de covariancia do erro de observacao,
y° é o vetor de observacoes e H é o operador nao-linear que representa o sistema de

observagao.

O vetor de estado x e x°

existe no espaco do modelo e consiste de N elementos. O
significado de cada elemento depende do tipo de modelo e como este representa o campo
meteoroldgico. No modelo de grade, os vetores conterao informagoes pertinentes aos valores
de cada campo (u,v, 0, p e ¢, que representam vento zonal, vento meridional, temperatura,

pressdo e vapor de dgua, respectivamente) em cada posi¢ao da grade.

A variagao da fungao custo 4.23 quando, a varidvel de controle x(¢y) ¢é alterada por uma

pequena perturbagao dx(ty) é dada por:

} ' x(to) (4.24)

5.7 = Tlx(ts) + ox(to)] — Jix(to)] = { 07

9x(to)
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em que o gradiente da funcgao custo [%] = 6x8_—‘(]t0) é um vetor coluna. Para obter o
j J
minimo do funcional J por um método iterativo, é necessario integrar o modelo adjunto

MZ-T, que é o transposto do modelo tangente linear (M;), descrito na secao 4.4.

O gradiente do primeiro termo J, do funcional 4.23 com respeito a x(¢y) é dado por:

an 1 b
—— =B [x(ty) —x(t 4.25
iy = Babelto) ~ (o) (1.25)
O gradiente do segundo termo J, de 4.23 é mais complicado, devido a x; = M;[x(tp)], em
que M representa o modelo de previsao. Se se introduz uma perturbacao ao estado inicial,

entao dx; = L(t, t;)dxo, assim que:

O(H(x:)—y?) _ OHOM

aX(to) B ang_x(]
0
= H; [] Lt tj1) (4.26)
j=i—1
- ~ . ~ . . . oH
Como indicado na equagao 4.26, as matrizes H; e L; sao Jacobianas linearizadas R
X

oM . . . . y
a—. L é a matriz que propaga uma perturbacao inicial ao tempo final de integracao
X0

(modelo tangente linear) (LORENZ, 1965).

Portanto, o gradiente do termo de observagao ¢ dado por:

[ 0J,

5X(to)] - ; L(ti, to) H/ R [H(x:) — 7] (4.27)

A equagao 4.27 mostra que cada iteracao de minimizagao desse funcional requer o calculo
do gradiente, ou seja, o cédlculo do incremento [H(x;) — y?] no tempo de observagao t;
durante a integragao avancada, multiplicando-o por HiTR; ! e integrando esses incrementos
ponderados do tempo final ao tempo inicial usando o modelo adjunto (transposto do
modelo tangente linear). Desde que a integracao adjunta é comum em vérios intervalos
de tempo, o somatério 4.27 pode ser rearranjado mais convenientemente. Assume-se, por
exemplo, que o intervalo de assimilagao é de 00 h a 12 h, e que ha observacao a cada 3
horas (conforme figura 4.4). Calcula-se durante a integracao avancada os incrementos de

observagao negativos, de acordo com:

d; = HR;'[H(x;) — 7] = ~H/R'[y{ - H(x;)] (4.28)
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O modelo adjunto LT(ti,ti_l) = Lﬁl aplicado sobre o modelo avancado é de t; a t;_;.

Entao, escreve-se 4.27 de acordo com o exemplo ilustrado na figura 4.4 como:

0J,

8X:&+wmﬁmﬂhug@+£&m (4.29)

Das equacoes 4.25 e 4.27 ou 4.29 obtém-se entao o gradiente da funcao custo e o algoritmo
de minimizacao modifica apropriadamente a varidavel de controle x (). Depois desta mu-
danca, uma nova integragao avangada e o novo incremento observacional é calculado e o

processo ¢ repetido.

00 03 06 09 12

® L4 @ L4 ]
L L L 54

3

C!' 0 dl d: d3 dn4

Figura 4.4 - Esquema do célculo do gradiente da fungdo custo relativo a observacao para o periodo de 12 horas,
observacdes a cada 3 horas e o modelo adjunto é integrado para tras dentro de cada intervalo.

Fonte: adaptada de Kalnay (2003, 183)

4.4 Modelo Tangente Linear e Modelo Adjunto

Considere um modelo nao-linear. Uma vez que esse modelo tenha sido discretizado no es-
paco, por exemplo, usando diferencas finitas, o modelo pode ser escrito como um conjunto

de n equacgoes diferenciais acopladas:

dx_

pri F(x), x

I
@
£
I

(4.30)

Esse é o modelo na forma diferencial. Um modelo atmosférico consiste de um sistema de
equacoes de diferenca, que, por exemplo, usando o método de Crank-Nicholson podem ser

descritas da forma: N ntl
ﬂﬂzﬂ+am(£%§—) (4.31)

Uma solucao numérica para 4.30 comecando do tempo inicial ¢y pode ser obtida pela

integracao numérica do modelo usando 4.31 entre o tempo inicial e final. Isso fornece uma
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solugao do modelo nao-linear que depende apenas das condigoes iniciais:
x(t) = M[x(to)] (4.32)

em que M ¢ a integracao no tempo do método numérico da condicao inicial ao tempo t.

Uma pequena perturbagao y(t) pode ser adicionada na integracao do modelo x(t):

Mix(to) +y(t)] = Mlx(to)] + 22 y(to) + Oly(to)?

= x(t) + y(t) + Oly(to)’] (4.33)
Em algum dado tempo, a evolugao linear da perturbacao y(¢) serda dada por:

dy _

=J 4.34
o=y (4.34)

OF
em que J = — ¢ o Jacobiano de F.

ox

Esse sistema de equacao diferencial ordinaria é um modelo tangente linear na forma dife-
rencial. A solugao entre ¢y e t pode ser obtida por integracao de 4.34 no tempo usando o

mesmo método de diferenca finita usado para o modelo nao-linear 4.30, entao

y(t) = L(to. 1)y (to) (4.35)

Aqui L(t,t) = 22 ¢ uma matriz conhecida m X m como a matriz do modelo tangente
linear, que propaga uma perturbagao inicial do tempo ty até a tempo final ¢. Lorenz (1965)
introduziu o conceito de modelo tangente linear de um modelo atmosférico, que o obteve

diretamente de 4.33, desconsiderando os termos quadraticos de alta ordem na perturbacao
y:
Mx(to)] + L(to, t)y(to) = x(t) + y(t) = M[x(to) + y(to)] (4.36)

Acrescentando um pequena perturbagao de tamanho e no vetor y,(tg) = ce; e aplicando

em 4.36 e subtraindo de 4.32 obtém-se a matriz que define o modelo tangente linear:

Lto,)[eer, . .., en] = eL(to,t) = [y1 (1), - ..y, (1)] (4.37)

A norma Euclidiana de um vetor é o produto interno do vetor com ele mesmo:

Iyll> =y"y = (v,y) (4.38)
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A norma Euclidiana de y(t) estd relacionada a perturbagao inicial por:

ly(D1* = (Ly(to))"Ly(to) = (Ly(to), Ly(to)) = (L' Ly(to), y(to)) (4.39)

O adjunto de um operador K é definido pela propriedade (x, Ky) = (K'x,y). Neste caso,
o adjunto do modelo tangente linear L(ty,t) é simplestemente o transposto do modelo

tangente linear.

Agora assumindo que se separa o intervalo de tempo (to,t) em dois intervalos de tempo

sucessivos, por exemplo, se tg < t; < t, tem-se:
L(to, t) = L(t1,t)L(to, t1) (4.40)

Desde que o adjunto do modelo tangente linear é o transposto dele, a propriedade da

transposta do produto também é valida, isto é:
L7 (to,t) = L' (t, t,)L7 (t1,1)] (4.41)

A equagao 4.40 mostra que o modelo tangente linear pode ser calculado como um produto
de matrizes do modelo tangente linear correspondendo a integracoes curtas. A equacao
4.41 mostra que o adjunto do modelo pode ser separado dentro de um tnico passo de
tempo, mas ele é calculado para tras no tempo, comecando do tutlimo passo de tempo ¢ e

terminando com o primeiro passo de tempo em ty. Para mais detalhes, consultar Kalnay
(2003).
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5 REDES NEURAIS

Algumas questoes a respeito o cérebro humano sao fatos desafiadores para a ciéncia. Ques-
toes do tipo: Como o cérebro processa informagoes? Como ele é organizado? Quais sao
os mecanismos envolvidos no funcionamento cerebral? Segundo Arbib (1987), citado por
Haykin (2004), o sistema nervoso humano pode ser visto como um sistema de trés es-
tagios, como exemplificado no diagrama da figura 5.1. No entanto, o estudo do cérebro
tornou-se mais facil através do trabalho pioneiro dos neurologistas espanhéis Raymon e
Cajal no ano de 1911, que introduziram a idéia dos neuronios como constituintes estrutu-
rais do cérebro, ou seja, os neuronios sao unidades béasicas de processamento do cérebro.
Analogamente, modelos simplificados dos neuronios bioldgicos, os denominados neuronios

artificiais constituem as unidades basicas de processamento das redes neurais artificiais

(RNA).

estimulo Rede resposta

—| Receptores |/ —*| Atuadores |
+——| Neural [¢——

Figura 5.1 - Representacdo do diagrama em blocos do sistema nervoso.

O cérebro é especialista em desempenhar fun¢des como reconhecimento de padroes, con-
trole motor, percepcao, inferéncia, intuicoes e etc. Entretanto, o cérebro também é impre-
ciso, realiza generalizacoes incorretas e, acima de tudo, é geralmente incapaz de explicar
suas préprias agoes (ZUBEN; CASTRO, 2000). De acordo, com Haykin (2004) o cérebro
é um computador (sistema de processamento de informagoes) altamente complexo, nao
linear e paralelo. Entao, uma rede neural artificial é uma maquina que é projetada para
modelar a maneira como o cérebro realiza uma tarefa particular ou uma funcao de inte-
resse. O objetivo aqui estd voltado para a classe das redes neurais artificiais que realizam
computacao tutil através de um processo de aprendizagem. Portanto, uma definicao para
RN de acordo com Haykin (2004) é:

Uma RNA € um processador macissamente paralelamente distribuido, constituido de uni-
dades de processamento simples, que tém a propensao natural para armazenar conheci-
mento experimental e tornd-lo disponivel para uso. Ela se assemelha ao cérebro em dois

aspectos:
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1. O conhecimento é adquirido pela rede a partir de seu ambiente por meio de um

processo de aprendizagem.

2. Forcas de conexdo entre os meuronios, conhecidas como pesos sindpticos, sao

utilizadas para armazenar o conhecimento adquirido.

O procedimento utilizado para realizar o processo de aprendizagem é denominado de
algoritmo de aprendizagem, cuja fungao é modificar os pesos sinapticos da rede de uma
forma ordenada para alcancar um objetivo de projeto desejado. Uma rede neural artificial

¢ um arranjo de unidades caracterizado por:

e um conjunto de unidades de processamento (neurénios).

e um conjunto de pesos, que sao as conexoes entre as unidades de processamento,

onde o conhecimento da rede é armazenado.

e altamente paralelo, controle distribuido.

5.1 Neurodnio Biolégico

Aqui descreve-se um neuronio bioldgico, ressaltando suas partes principais, com o objetivo
de mostrar uma analogia entre a funcionlidade de um neurénio biolégico com um neuronio

artificial.

De acordo com (KOVACS, 1996) o neur6nio ou célula nervosa ilustrado na figura 5.2 aparece
de diferentes formas e tamanhos no cérebro humano, o qual é composto basicamente
por dentritos, axonios, sinapses e nicleo ou soma, o qual contém os cromossomos. Os
axonios tem a funcao de transmitir informagoes para outros neuronios, ja os dentritos
de receber informacoes em forma de sinais, que sao pulsos elétricos conhecidos como
impulsos nervosos ou potenciais de ag¢ao; as sinapses, grosso modo, pode-se dizer que
sao regioes eletroquimicamente ativas, compreendidas entre duas membranas celulares: a
membrana pré-sindptica, por onde chega um estimulo proveniente de uma outra célula,
e a membrana pds-sinaptica, que ¢ a membrana do dentrito. Nesta regiao intersinaptica,
o estimulo nervoso que chega a sinapse é transferido para a membrana dentrital através
de substancias conhecidas como neurotransmissores. O resultado dessa transferéncia é
uma alteracao no potencial elétrico da membrana pds-sindptica. Dependendo do tipo
de neurotransmissor, a conexao sinaptica serd excitatoria ou inibitoria, sendo que uma
conexao excitatoria provoca uma alteracao no potencial da membrana que contribui para
a formacgao de um impulso nervoso no axonio de saida, enquanto uma conexao inibitéria

age no sentido oposto.
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Figura 5.2 - Representa¢ao de um neurdnio biolégico.

5.2 Neuronio Artificial

Segundo Haykin (2004) um neurénio artificial é uma unidade de processamento de infor-

macoes que é fundamental para a operacao de uma rede neural. Pode-se identificar trés

elementos bdsicos do modelo neural artificial.

e Um conjunto de sinapses, cada uma das quais é caracterizada por um peso

correspondente. Especificamente, um sinal z; na entrada da sinapse ¢ conectada

ao neuronio k é multiplicado pelo peso sinaptico 6;;;

e Um somador para somar os sinais de entrada, ponderados pelas sinapses respec-

tivas de cada neurodnio;

e Uma funcao de ativacao para limitar a amplitude de saida do neuronio. Nor-

malmente, a faixa de amplitude da saida de um neurdnio é o intervalo [0, 1] ou

[—1,1].

No modelo de um neuronio artificial, exemplificado na figura 5.3, esta incluido um limiar
ik, que tem o efeito de acrescentar um grau de liberdade a cada neuronio. A unidade
de processamento em uma rede neural é uma combinagao linear com varios pesos de

entrada, seguido por uma funcao de ativagao. O k-ésimo neuronio pode se descrito pelo o
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Figura 5.3 - Representa¢ao de um neurdnio artificial.

acoplamento de duas equagoes:

U = Zéijj (51)
=1
Vi = (ug + bi) (5.2)

em que Xi, ..., X, sao sinais de entrada; y,,...,0, sao os pesos sinapticos do neurdnio
k; uy, é a saida do combinador linear devido aos sinais de entrada; by, é o viés; p(-), é a
funcao de ativacao e y; € o sinal de saida do neuronio. O uso do viés ou limiar by tem o
efeito de aplicar uma transformacao afim a saida u; do combinador linear do modelo da
figura 5.2, conforme

Vp = Ug + bk = Z@ijj -+ bk (53)

j=1
5.2.1 Funcoes de ativacao

A funcao ¢(.) representa a func¢ao de ativacdo, a qual restringe a amplitude do sinal na
saida de um neurénio. O papel da fungao de ativacao é simular caracteristicas nao lineares
de um neurdnio biol6gico (ABELEM, 1994). A seguir, identificam-se trés tipos basicos de

funcao de ativagao:

1. fungao degrau: é uma funcgao utilizada para valores binarios. O primeiro neurénio
usando um dispositvo binério foi introduzido por McCulloch e Pitts (1943), no
qual a saida é pulso ou nao pulso, sendo que suas entradas tém ganho arbitra-
rio, podendo ser excitatorio ou inibitério. Para determinar a saida do neurénio,
calcula-se a soma ponderada das entradas com os respectivos pesos como fatores

de ponderagao, positivos, nos casos excitatorios, e negativos, nos casos inibito-
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rios. Se esse resultado for maior ou igual a certo limiar, entao a saida do neuronio
é pulso, e caso contrario é nao pulso. Matematicamente a funcao é representada
por:

1 sev>0

o(v) = (5.4)
0 sev<0

2. fungao tangente hiperbdlica: é uma funcao sigmdide que varia entre [—1,1], a

qual foi utilizada na implementacao da camada oculta PMC, é dada por:

¢(vj) = tanh (%) ; paraa =1 (5.5)

3. func¢ao exponencial

)2
o(vj) = exp (——(0]2 2M) ) ;como=1, p=0 (5.6)
o

O valores nas entradas devem ser normalizados para valores restritos ao intervalo da
funcao de ativacao utilizada e, posteriormente, deve ser feito o processo inverso para que

as variaveis estimadas voltem ao intervalo da fungao original.
5.3 Funcionamento das Redes Neurais

Uma rede neural artificial, segundo Fausett (1994), é caracterizada por:

1. o padrao de conexao entre os neuronios, o que determina a arquiteura da rede.

2. 0 método de determinagao dos pesos sobre as conexoes (chamado de treinamento ou

algoritmo de aprendizagem).

3. a funcao de ativagao

Os neuronios podem ser dispostos de tal maneira a formar uma ou mais camadas. Neste
texto, as entradas da rede sao denominadas de camada de entrada, a primeira camada
sem contato com o meio externo é chamada de camada escondida e os valores na saida da

rede sao chamados de camada de saida.

Nas redes onde o sinal de entrada projetam-se diretamente sobre a camada de saida, a rede
é denominada de feed-forward (alimentagao para frente). Quando hd uma realimentagao

entre uma das camadas da rede, ela é chamada de rede recorrente.
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Figura 5.4 - Exemplos de fun¢des de ativacdo mais utilizadas: (a) tangente hiperbdlica; (b) exponecial; (c)
funcdo degrau.

O funcionamento de uma rede neural é realizado através de duas fases: a fase de aprendi-
zagem, também conhecido como treinamento, e a fase de ativagao. No processo de apren-
dizagem um conjunto de exemplos sao apresentados a rede, a qual extrai as caracterisitcas
necessarias para representar a informacao fornecida. Essas caracteristicas sao armazena-
das nos pesos sinapticos, os quais sao utilizados posteriormente no processo de ativacao
da rede, gerando assim respostas para o problema. Neste trabalho a resposta fornecida

pela rede é o sinal estimado.

Um fato importante na fase de treinamento das RNA é adotar um critério de parada.
Normalmente, a rede é treinada até que um numero méaximo de “€pocas” de treinamento,
definido a priori, seja atingido. Defini-se uma época de treinamento como sendo a apre-
sentacao de todo um conjunto (ou padroes) de treinamento da rede. O critério de parada
em funcao do erro objetivo pode ser aplicado com paradigma de aprendizagem supervisio-
nada, o qual defini-se mais adiante. Uma definicao de aprendizagem, adaptada de Mendel
e McLaren (1970), no contexto de redes neurais disnponivel em (HAYKIN, 2004) é:

Aprendizagem € um processo pelo qual os parametros livres de uma rede neural sao adap-

tados através de um processo de estimulagao pelo ambiente no qual a rede esta inserida. O
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tipo de aprendizagem € determinado pela maneira pela qual a modificacao dos parametros

da rede ocorre.
5.4 Regras de Aprendizagem

Algoritmo de aprendizagem é um conjunto de procedimentos bem definidos para adap-
tagao dos parametros de uma rede neural para que a mesma possa aprender uma deter-
minada funcao. Os tipos de aprendizagem sao: supervisionados ou nao-supervisionados.
Na aprendizagem supervisionada, tanto a entrada quanto a saida da rede sao conhecidas,
sendo que a rede opera no sentido de encontrar pesos que minimizem a diferenca entre a
entrada e a saida desejada em um sentido estatistico, geralmente o erro médio quadratico.
Ja na aprendizagem nao-supervisionada somente os padroes de entrada estao disponiveis
na rede. A partir do momento em que a rede estabelece uma harmonia com as regula-
ridades estatisticas da entrada de dados, desenvolve-se nela uma habilidade de formar
representacoes internas para codificar caracteristicas da entrada e criar novas classes ou

grupos automaticamente (BRAGA et al., 2000).

As regras usualmente aplicadas para o processo de aprendizagem supervisionado sao:
correcao de erros e a regra delta, o qual foi generalizado para o treinamento do perceptron
de muiltiplas camadas, conhecido como algoritmo de retropagacao do erro. Na secao a

seguir, descreve-se o algoritmo de retropagacao segundo (HAYKIN, 2004).
5.5 Algoritmo Backpropagation ou de Retropagacao

1. Iniciar os pesos: assumindo que nenhuma informacao prévia esta disponivel,
0s pesos sinapticos e limiares sao iniciados com numeros aleatorios que seguem

uma distribuicao uniforme.

2. Apresentacao dos exemplos de treinamento: apresenta-se uma época de
exemplos de treinamento a rede. Para cada exemplo do conjunto de treinamento

executa-se os passos 3 e 4 apresentados a seguir:

3. Propagacao: sendo um exemplo do conjunto de treinamento representado por
(z(n),d(n)), com um vetor de entrada x(n) aplicado a camada de entrada de nés
sensoriais e o vetor resposta desejada d(n) apresentado a camada de saida de
nos computacionais, calcula-se os campos locais induzidos e os sinais funcionais,
camada por camada da rede. O campo local induzido v](l) (n) para o neurénio j

na camada [ é dado por:
v Z 0\ (n)y\ " (n) (5.7)
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-1 L . A :
em que y(- )(n) ¢ o sinal de saida do neuronio ¢ na camada anterior [ — 1,

j
na iteracao n, e Qj(ll)(n) é o peso sinaptico do neuronio j da camada [, que é
alimentado pelo neurdnio i da camada (I — 1). Para i = 0, temos y(()l_l)(n) =+1
e y(-g) (n) = bglo)(n) é o vies aplicado ao neurénio j na camada [. O sinal de saida

do neurdnio j na camada [ é:

Yy = o(v;(n)) (5.8)

Se o neurdnio j estd na primeira camada oculta (i.e., | = 1), faz-se yj(o) (n) =
z;(n), z;(n) é o j-ésimo elemento do vetor de entrada x(n). Se o neurénio j na
camada de saida (i.e., [ = L em que L é denominado a profundidade da rede),

se faz yj(-L) = 0;(n).

Calcula-se o sinal do erro

) ) _ o) 59)
onde dg-n) é 0 j-ésimo elemento do vetor resposta desejada d(n).

4. Retropagacao: Calcula-se os gradientes locais da rede definidos por:

el (n)<p§./)(vl(L) (n)) para o neurdnio j na camada de saida L,
(

5 =1 ",
gog- )(vl(L) n)> ok 5,(;“)(71)0,(6?1)(71) para o neurdnio j na camada oculta /.

(5.10)

/7
onde o apostrofo gog )() representa a diferenciacao em relacao ao argumento. As-
sim, ajusta-se os pesos sinapticos da rede na camada [ de acordo com a seguinte

regra, conhecida como regra delta generalizada.

(n+1) _ p(n) (n) (n—1) 0] (I-1)

0, =05 +ald;’ =0, +nd (n)y; ' (n) (5.11)
onde 7 ¢é a taxa de aprendizagem e « é a constante de momento.

5. Iteragao: repete-se os passos 3 e 4, apresentado a rede novos exemplos de trei-

nameto até que o critério de parada seja satisfeito.

5.6 Perceptron de Miltiplas Camadas

Em uma rede multicamadas sao identificadas a camada de entrada, uma ou mais camadas

ocultas e a camada de saida de nés computacionais, ilustrada na figura 5.5. A camada de
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entrada é formada por padroes que serao apresentados a rede durante a fase de treinamento
(também chamados de conjuntos sensoriais ou nés de fonte). O sinal de entrada se propaga
para frente através da rede, camada por camada. Segundo Haykin (2004), a PMC tem

trés caracteristicas distintas:

e 0 modelo de cada neurénio da rede inclui uma funcao de ativacao nao linear,

sendo que esta funcao de ativacao deve ser diferenciavel em todos os pontos;

e a rede contém uma ou mais camadas de neurdnios ocultos. Estes neuronios ocul-
tos capacitam a rede a aprender tarefas complexas extraindo progressivamente

as caracteristicas mais significativas dos padroes de entrada;
e a rede exibe alto grau de conectividade, determinada por sua sinapses.
Os valores na entrada devem ser normalizados para valores restritos ao intervalo da fungao

de ativacao utilizada e, posteriormente deve, ser feito o processo inverso para que as

variaveis estimadas voltem ao intervalo da fungao original.

i

) zrn,

Figura 5.5 - llustragdo da Rede Perceptron de Multiplas Camadas
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, sao apresentados os resultados obtidos com as técnicas de assimilagao de
dados abordadas neste trabalho. Essas técnicas foram aplicadas ao sistema dinamico de
Lorenz, que tem sido utilizado por muitos pesquisadores como um problema teste, por ser
um sistema que possui reconhecidas similaridades com o fluido atmosférico. Apresenta-se

o sistema de Lorenz e em seguida os resultados com as respectivas técnicas de assimilacao.
6.1 Sistema de Lorenz

Lorenz (1963) percebeu o fato de que a atmosfera, como qualquer sistema dindmico com
instabilidades, tem um limite finito de previsibilidade, que ele estimou ser em torno de
duas semanas, mesmo se o modelo de previsao seja perfeito e as condigoes iniciais sejam
conhecidas quase que perfeitamente. A partir de seus experimentos numéricos, identificou
que apesar do sistema ser deterministico, era impossivel prever com precisao o tempo no
futuro baseado em informacoes no presente a partir de medidas tomadas com limite finito
de precisao. Entao, Lorenz revelou o teorema fundamental da previsibilidade (KALNAY,
2003): Sistemas instaveis tém um limite finito de previsibilidade, enquanto, os sistemas

estdaveis sao infinitamente previsiveis, desde que eles sejam estaciondrios ou periodicos.

O movimento de uma camada de fluido, como o da atmosfera terrestre, que é mais quente
na base do que no topo, ¢ um importante problema em meteorologia e em outras aplicagoes
da dinamica dos fluidos. Se a diferenca de temperatura vertical AT for pequena, ha uma
variacao linear de temperatura com a altura, mas nao ha movimento convectivo da camada
fluida. No entanto, se AT for suficientemente grande, o ar mais quente se eleva, deslocando
o ar mais frio que esta por cima e provoca um movimento convectivo permanente. Se a
diferenca de temperatura aumentar ainda mais, o escoamento convectivo permanente é
perturbado e se instala um movimento turbulento, mais complicado (BOYCE; DIPRIMA,

1998).

O matematico e meteorologista Edward N. Lorenz em 1963, investigou esse problema
e propos um sistema de equacoes para modelar esse fenomeno. Esse sistema é relativa-
mente simples, mas resultam em um padrao de complexidade infinita: o Atrator de Lorenz

(LORENZ, 1963), ilustrado na Figura 6.1.

O fluido aquecido formado na parte mais baixa tende a elevar-se e possuir um movimento
cilindrico, criando correntes de conveccao. Se o calor é suficientemente intenso, a con-
vecgao acontece de uma maneira turbulenta e irregular. Esse fenomeno também ocorre
na atmosfera terrestre e, baseando-se na propriedade de sensibilidade das solugoes das

equagoes de Lorenz (veja Figura 6.2), em que uma pequena alteragao em relacao as condi-
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¢oes iniciais pode gerar grandes e drasticas mudangas no comportamento do sistema. Esse
fenomeno ilustra a impossibilidade de se fazer previsao do tempo a longo prazo. O modelo
de Lorenz é governado por um sistema acoplado de equacoes diferenciais ordinarias de
primeira ordem, nao-linear de trés variaveis. Essas equacoes foram derivadas das equagoes

de Saltzman (1962),

d

% = o(y—2)

d

d—z = pr—y—az (6.1)
d

d_j' = zy— Bz

em que o, p, (3 sao parametros do modelo, neste caso correspondem aos seguintes valo-
res 10, 28 e 8/3 , respectivamente. A solugdo numérica deste modelo resulta no atrator

ilustrado pela Figura 6.1.

y(®) x(t)

Figura 6.1 - Atrator de Lorenz cadtico com condi¢des iniciais (—1, 5; 1, 5; 20) e sua projecdes nos eixos xy, Tz,
e yz.

Nas equagoes 6.2 as componentes , y e z sao dependentes do tempo para 7 = m2H (1 +
a*)kt sendo que H é a altura (ou profundidade) da camada, a é o niimero de onda,

k ¢ a condutividade térmica e t é o tempo. Os parametros o, p, e 3 correspondem

1

o = kv é o ntimero de Prandtl; p = R;'R, é o nimero de Rayleigh com R, =

93/

mta=2(1 + a®)® e R, = gaH30Tv k! sendo que as constantes g, « e v representam,
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respectivamente, a aceleracao da gravidade, o coeficiente de expansao térmica e viscosidade

7 . ;. , 4
térmica, ressaltando que o valor minimo para R, é % quando a?® = %; e por fim g =
4(1+a*)~h

As componenentes x, y e z para esse sistema correspondem a: x é proporcional a inten-
sidade do movimento convectivo, y é proporcional a diferenca de temperatura entre as
correntes ascendentes e descendentes e z é proporcional ao perfil de temperatura vertical.
Os sinais similares de x e y significa que o fluido quente esta em movimento ascendente e
o fluido frio estd em movimento descendente. A componente z é proporcional a perturba-

¢ao do perfil de temperatura vertical, sendo que valores positivos indicam forte gradiente
proximo a fronteira (LORENZ, 1963).

O sistema de Lorenz foi discretizado com o método de Runge Kutta de 2a. ordem com

passo numérico At = 1072, o qual é dado pelo conjunto de equacoes a seguir:

oA\t

Tp+l = Ty + 7[2(3/” —xp) — oA (Y — T) + DNLPTr, — Y — Tn2n)]
At
Yn+1 :?Jn+7[p£€—y—:vZ+p(x+0At(y—a:) —y—At(p$—y—x2)
—(x+0At(y — x))(z + At(xy — 52))] (6.2)

Znil = Zn + %(xy — Bz + (z+ oty — 2))(y + At(pr —y — x2))—
Bz + At(zy — fz))

Na Figura 6.2, tem-se as séries temporais das componentes z e z. O grafico azul foi gerado

20

50

15 () 451 (b)

-

40
10

35

30

componente x
e

componente z

51

—10l

151

-20
0

. .
15 20 25 30
tempo

Figura 6.2 - Figuras exemplificando a sensibilidade das condi¢des iniciais do modelo de Lorenz; figura (a): série
temporal da componente x, curva continua 2(0) = 1 e a curva tracejada 2(0) = 1, 05; figura (b):
série temporal da componente z, curva continua z(0) = 1 e a curva tracejada z(0) = 1, 05.
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com a condigao inicial z(0) = 1, enquanto o grafico vermelho foi gerado adicionando-se
uma pequena perturbacao dx = 0,05 na condicao inicial. Nota-se que com o passar do
tempo, ocorre o desacoplamento das dinamicas das séries para ambas as componentes do

sistemas, aqui ilustrado para a componente = e z.

A seguir, sao apresentados os desempenhos das técnicas de assimilagao: Filtro de Kalman,

Filtro de Particulas, Método Variacional e Redes Neurais Artificiais.
6.2 Resultados com a Rede Neural emulando o Filtro de Kalman

Para a implementacao do Filtro de Kalman foi usado as seguintes matrizes: Q, =
0.1I; R; = 0,5I; H = I, matriz de covariancia do erro de modelagem, matriz de
covariancia do erro de observacao e o operador que representa o sistema de observacao,

respectivamente. A matriz de covariancia do erro de previsao é inicializada por:

f .
pl — { 10(z))? parai=j (6.3)

0 parai # j

As observagoes assimiladas neste trabalho foram geradas artificialmente. Os dados foram
gerados a partir da integracao do sistema de Lorenz, adicionando-se um ruido aleatorio de
variancia 0.5. Assim, a curva de referéncia para o método de assimilacao é a curva obtida
a partir da integracao do sistema de Lorenz sem ruido, o que significa que quanto mais
proximo as estimativas obtidas com os métodos de assimilacao estiverem da dinamica do

sistema, melhor sera a estimativa obtida por eles.

Os métodos foram testados variando-se a freqiiéncia com que as observacoes sao inseridas
no sistema. Notou-se que quanto mais observagoes sao inseridas, melhor é a qualidade da

estimativa (veja tabela 6.2).

Para o método proposto de assimilacao de dados, que emprega Redes Neurais Artificiais, a
determinagao do dado de analise (condigao inicial) pode ser descrita pela seguinte equagao
(HARTER, 2004)

x;, = Fry (X7, y7) (6.4)

onde Fry representa a RNA descrita no Capitulo 5. Conforme visto naquele capitulo a rede
Perceptron de Multiplas Camadas é uma rede que exige o treinamento supervisionado,
isto é, que seja apresentado a ela a saida desejada, ou o denominado “alvo” da rede.
Logo, a rede foi treinada com os seguintes “alvos”: as estimativas do Filtro de Kalman,
resultados apresentados nesta segao; Filtro de Particulas (Segao 6.3) e Método Variacional
(Secao 6.4). A Figura 6.3 mostra os conjuntos de padroes que sdo necessarios para o

treinamento da rede. A fase de treinamento da rede consiste em determinar os melhores
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pesos que mapeia os dados de entrada aos dados da saida desejada (“alvo” da rede).

Dados do Modelo
Matematico

Dados de
observacgio

Figura 6.3 - Diagrama esquematico ilustrando a fase de treinamento da RNA. S3o apresentados os padrdes de
treinamento: dados do modelo matematico, dados de observacdo e a saida desejada, ou o “alvo”
da rede, que é a estimativa obtida pelo FK, FP e o Método Variacional.

A rede é treinada com 2000 exemplos e 333 dados sdo usados na validagao cruzada.
Esta quantidade de padrdes foi determinada empiricamente por Harter (2004) e Nowosad
(2001), sendo considerada uma quantidade de padroes necessérios e suficientes para que

a rede possa “aprender”. O erro de treinamento é dado por:

2000

2000 Z \/ alvo __ xrede) (65)

Os 333 dados para a validagao cruzada foram considerados, segundo Harter (2004), uma

quantidade suficiente para analisar graficamente se a rede estd conseguindo generalizar,
isto é, obter a melhor estimativa com os dados nao pertencentes ao conjunto de treina-

mento. O erro para a validagao cruzada é dado por:

333

333 Z \/ alvo __ rede) (66)

A arquitetura da rede utilizada foi composta por uma camada de entrada com 3 neurénios,

uma camada oculta com 2 neuronios e uma camada de saida com 3 neurdnios, conforme
ilustrado na Figura 6.4. A funcao de ativagao implementada nos neurdnios foi a fungao
tangente hiperbdlica, p(x) = tanh(x). O algoritmo de treinamento utilizado foi o “back-

propagation” ou algoritmo de retropagacao do erro, descrito no Capitulo 5. Os parametros
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usados na implementacao da rede estao apresentados na Tabela 6.1, com constantes de
momento «y, na camada escondida e ag (# = x,y, 2) na camada de saida. De modo ana-
logo, para a taxa de aprendizagem tem-se, 7, na camada oculta e ng (8 = z,y, 2) na

camada de saida. A taxa de aprendizagem e constante de momentos sao parametros da

Tabela 6.1 - Parametros da RNA

neuronios oy @ oy 0y Ny N My i
2 06 06 06 0,6 0,001 0,001 0,001 0,001

rede, que devem ser ajustados para se determinar pesos precisos, que sao calculados de

acordo com a equacao 5.11, repetida a seguir por conveniéncia.
n+1 n n n—1 l -1
0 =65+ alg? — 65 )+ e ()l () (6.7)

De acordo com Haykin (2004), quanto menor for a taxa de aprendizagem 7, menor serdo
as variagoes dos pesos sindpticos (#) da rede, de uma iteragao para a outra, o que pode
acarretar a uma taxa de aprendizagem lenta. Por outro lado, se a taxa de aprendizagem
for um valor grande, acelerando o processo, ocasiona grandes modificacoes nos valores dos
pesos, tornando a rede instavel. Um método simples de aumentar a taxa de aprendizagem,
evitando o perigo de instabilidade é usar a constante de momento «, que geralmente varia
entre 0,5 e 0,9. Para o problema apresentado neste trabalho, os valores contidos na tabela

6.1 proporcionaram resultados satisfatorios.

Camada de entrada

[x,x°]

Camada de saida

Camada oculta 7

Figura 6.4 - Figura esquematica ilustrando o modelo da rede neural com uma camada oculta, contendo 2
neuronios. Para a rede feed-forward, a informacdo é propagada dos neurGnios da camada de
entrada para os neurdnios na camada de saida.
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O algoritmo do Filtro de Kalman no contexto de assimilacao de dados é mostrado no
diagrama esquematico apresentando na Figura 6.5. O modelo de Lorenz dado pelo sistema
de equacoes 6.2, linearizado através de funcoes de série de Taylor de primeira ordem,

resulta na seguinte matriz:

1—oAt oAt 0
F=|Atlp—2) 1-ALt —alt (6.8)
y\t xA\t 1 —BAt

~

Previs&o a partir do modelo

> L
PL=F, PIF+Q,

n+l

J

Calculo da matriz de covariancia Célculo do Ganho de Kalman

a T T -1
Bly=U-K. H, )Pk K,,H =P/ Hn+1(H PIH +Rn+1)

n+l A+l ptl S atl

s

Calculo da estimativa

a

—xP o 78
Kyt = Xy +K(yn+l _Hn+1Xn+1)

-

Figura 6.5 - Diagrama esquemdtico do Filtro de Kalman Linear.
Fonte: (TODLING, 1999).

Uma vez feita a linearizacao do modelo, o Filtro de Kalman apresentado na Figura 6.5
pode ser aplicado. Na Figura 6.6 tem-se as estimativas das séries temporais =,y e z,
resultado da assimilacao realizada com o FK e com o Perceptron de Multiplas Camadas.
As observagoes foram inseridas a cada 50 passos de tempo; a curva tracejada (vermelha) é
a estimada com o FK e a curva cheia (azul) é a referéncia de verdade. Na coluna a direita,
tem-se o resultado da assimilacao com RNA “emulando” o FK, representada pela curva

tracejada (verde), nota-se que a rede obteve um boa estimativa.

O FK é uma técnica eficiente ao realizar assimilacao de dados. Uma vantagem desta

técnica em relacao as apresentadas no Capitulo 2 é que, além de estimar as matrizes de
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T T
verdade
= = = estimado pmc| |
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0
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Filtro de Kalman
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Multilayer Perceptron
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60

50

componente z

T
verdade
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componente z
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©
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Figura 6.6 - Assimilacdo de dados com o Filtro de
As observacbes foram inseridas a cada

5
tempo

8 9 10

4 5
tempo

Kalman e com RNA Perceptron de Miiltiplas Camadas.
50 passos de tempo. Graficos a direita: curva tracejada

(vermelha) estimado pelo FK, curva cheia (azul) referéncia de verdade. Analogamente, graficos a
esquerda, curva tracejada (verde) estimado pela RNA, curva cheia (azul) referéncia de verdade.

covariancia do erro de propagacao e de andlise, ele as atualiza a cada passo de tempo,

fornecendo assim, uma melhor estimativa. No entanto, o seu algoritmo sofre desvantagem
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em relacao a complexidade computacional, devido as varias operagoes com matrizes, como
por exemplo, multiplicacao e inversa, que sao realizadas a cada iteragao, tornando-o um

método computacionalmente caro.

As Figuras 6.7 a 6.10 mostram a assimilacao realizada a cada 500 passos de tempo. Em 6.7
e 6.8 apresenta a evolugao temporal da componente x, estimativas obtidas com o Filtro
de Kalman e a RNA Perceptron, respectivamente. Analogamente, em 6.9 e 6.10 mostra a
evolucao temporal da componente z. A estimativa obtida com o Filtro de Kalman, neste
caso, pode-se ver que sua trajetéria (curva tracejada vermelha) na regidao demarcada
pelo retangulo e ampliada na Figura 6.7(a), tem-se que a dindmica contém um certo
desacoplamento da curva de referéncia. Isso ocorre para ambas as componentes do sistema

de Lorenz, aqui ¢ ilustrado para a componente z em 6.7 e componente z em 6.9.

Filtro de Kalman Filtro de Kalman
25 ! ! ! ; ; 25 ! ! : : ; , ,

verdade verdade
estimado |- 20

stimado | 4
!

e

componente x
componente x

25 L I I I I I L I L 25 . . . L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 7 8 9 10 11 12 13 14 15

tempo tempo

(a) Evolugdo temporal da componente x. (b) Ampliagao da regido do retangulo.

Figura 6.7 - Assimilagdo de dados a cada 500 passos de tempo, estimativa obtida com o FK: curva tracejada
(vermelha) estimado, curva cheia (azul) referéncia de verdade.

No entanto, a assimilagao com a RNA Perceptron de Mutilplas Camadas mostrado nas
Figuras 6.8 e 6.10, nota-se claramente que a sua estimativa, neste caso, foi mais eficiente
que a obtida pelo Kalman, conforme Figuras 6.8(b) e 6.10(b) para as componentes x e z,

respectivamente, onde ocorre o afastamento da dinamica apenas no instante ¢ ~ 14.

Foram feitos experimentos variando a freqiiéncia com que as observacoes sao inseridas no
sistema, de acordo com a Tabela 6.2. Esta contém os resultados dos erros individuais para
cada componente do sistema de Lorenz e a média global, que ¢ ilustrada na Figura 6.11,
o grafico vermelho é a média do erro obtido com Kalman e o grafico azul é o obtido com

a RNA, nota-se que a RNA obteve menor erro. Para observacoes inseridas a cada 250
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componente x

Multilayer Perceptron
25 T T T T T T

T T
verdade
= = = estimado pmc| |

n
8 10

12
tempo

(a) Evolugao temporal da componente z.
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componente x
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25 T T T T T

201

T
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(b) Ampliagao da regiao do retangulo.

Figura 6.8 - Assimilacdo de dados a cada 500 passos de tempo, estimativa obtida com o Perceptron de Miil-
tiplas Camadas: curva tracejada (verde) estimado, curva cheia (azul) referéncia de verdade.

componente z

Filtro de Kalman
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verdade
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40
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Filtro de Kalman
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1‘1
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10 12

(b) Ampliagao da regido do retangulo.

Figura 6.9 - Assimilagdo de dados a cada 500 passos de tempo, estimativa obtida com o Perceptron de Miil-
tiplas Camadas: curva tracejada (verde) estimado, curva cheia (azul) referéncia de verdade.

passos de tempo o erro foi compativel com o resultado do Filtro de Kalman.
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(a) Evolugao temporal da componente z.
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(b) Ampliacao da regiao do retangulo.

Figura 6.10 - Assimilacdo de dados a cada 500 passos de tempo, estimativa obtida com o Perceptron de

Multiplas Camadas: curva tracejada (verde) estimado, curva cheia (azul) referéncia de verdade.

Tabela 6.2 - Erros de Assimilagcdo: Filtro de Kalman e RNA Perceptron.

FK RNA PMC
freq x Y z (x+y+2)/3 x Y z (x+y+2)/3
12 10,3391 0,3862 0,9757 0,5670 0,3781 0,3423 0,3850 0,3685
50 | 0,4437 0,5802 1,2510 0,7583 0,3851 0,4060 0,3941 0,3951
100 | 0,4758 0,7821 11,2682 0,8420 0,3820 0,5070 0,5297 0,4729
250 | 0,8102 11,3174 11,4309 1,1862 09171 1,3602 1,2934 1,1902
500 | 1,9877 3,0699 2,9388 2,6655 2,1839 29151 2,8290 2,5745

T T
—©— Kalman
—©— RN-PMC

h
SO

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
frequéncia das observacdes

Figura 6.11 - Média global do erro (z +y + z)/3 de assimilagdo para as técnicas do FP e RNA Perceptron de

Miiltiplas camadas (PMC), eixo = é a freqiiéncia das observag3es e o eixo y é o erro.
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6.3 Resultados com a Rede Neural emulando o Filtro de Particulas

Nesta secao sao apresentados os resultados da assimilacao de dados com o Filtro de Par-
ticulas, que foi descrito no Capitulo 3, e a RNA “emulando”esta técnica. O Filtro de
Particulas pode ser pensado como uma técnica que se inicializa com um conjunto de
condicoes iniciais, denominadas particulas, e o método selecionara aquelas que produzem
trajetérias mais préximas da trajetoria de referéncia. Em oposicao ao Filtro de Kalman,
o FP trabalha com o problema na sua forma nao-linear, fornecendo uma solugao aproxi-
mada para o problema real. Na implementacao do Filtro, foram usadas 1000 particulas
(amostras) aleatdrias, que foram amostradas diretamente do espago de estados do sistema
de Lorenz. Considerando-se que o ruido nas observacoes é ruido branco com variancia
o = 0,5, tem-se que a distribuicao de probabilidade da observagao dado a variavel de

estado do sistema é dado por:

1 (v — HX)z}

plole) = ——exp |- (6.9)

Para a assimilacao da RNA “emulando” o FP foi utilizado a mesma arquitetura da rede
usada para o Filtro de Kalman, ilustrado na Figura 6.4 com parametros apresentados
em 6.1. Para o treinamento foram usados 2000 padroes tanto para os dados do modelo,
observagoes e “alvo” (estimado pelo FP) da rede. Na Tabela 6.3 tem-se os resultados do
erro para assimilagao variando-se a freqiiéncia da insercao de observacgoes, para o Filtro
de Particulas e para a RNA Perceptron. Na Figura 6.12(b) nota-se que a assimilagao

com o FP possui erro menor em relacao ao FK. A desvantagem em se trabalhar com o

Tabela 6.3 - Erros de Assimilacdo: Filtro de Particulas e RNA Perceptron.

FP RNA PMC
freq x y 2 (x+y+2)/3 x Y z (x+y+2)/3

12 | 0,1872 0,2543 10,2378 0,2264 0,3453 0,3609 0,4088 0,3717
50 | 0,2542 0,3710 0,3314 0,3189 0,3609 0,4504 0,3753 0,3955
100 | 0,3201 0,4647 0,4391 0,4080 0,4574 10,6244 0,5484 0,5434
250 | 0,4987 0,7316 0,6232 0,6178 1,0392 1,5009 1,3734 1,3045
500 | 0,9587 1,4057 1,2134 1,1926 2,1043 2,8108 3,0328 2,6493

Filtro de Particulas é sua complexidade computacional. O passo de reamostragem desta
técnica, que o torna um método custoso computacionalmente, pois a cada iteracao do
método sao selecionadas novas particulas para serem propagadas através do sistema do

modelo, sendo que a estimativa é dada pelo cdlculo da média dessas particulas. Em Chorin
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(a) curva verde: erro da RNA Perceptron; curva ver- (b) curva vermelha: erro do FP; curva azul: erro do
melha: erro do FP FK

Figura 6.12 - Média global do erro (z + y + z)/3 de assimilagdo; eixo x é a freqiiéncia das observag¢des e o
eixo y é o erro.

e Krause (2006) é proposto uma estratégia para a reducao de dimensao na implementagao

do Filtro. A estratégia utilizada é sugerida por alguns trabalhos como predi¢ao étima.

Na Figura 6.13 sao apresentados os resultados da assimilacao com este método e para
RNA “emulando” esta técnica. A assimilacao foi realizada a cada 500 passos de tempo,
na Tabela 6.3, apresenta-se os erros para cada componente do sistema de Lorenz, com
assimilagao realizada a 12, 50, 100, 250 e 500 passos de tempo, em todos os casos a assi-
milagao com o FP obteve erro menor. A RNA Perceptron emulando o Filtro de Particulas
é eficiente em fazer assimilagdo de dados (FURTADO et al., 2008). No entanto, a aborda-
gem para assimilagao de dados com redes neurais possui vantagens no seguinte aspecto:

o algoritmo é altamente paralelizavel e permite implementagao em hardware.
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Figura 6.13 - Assimilagdo de dados com o Filtro de Particulas e com RNA Perceptron de Miiltiplas Camadas.
As observacdes foram inseridas a cada 500 passos de tempo. Graficos a direita: curva tracejada
(vermelha) estimado pelo FP, curva cheia (azul) referéncia de verdade. Analogamente, graficos
a esquerda, curva tracejada (magenta) estimado pela RNA, curva cheia (azul) referéncia de
verdade.
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6.4 Resultados com a Rede Neural emulando o Método Variacional

Nesta se¢ao apresenta-se os resultados com o Método Variacional descrito no Capitulo 4.
Para a RNA foi usado a mesma arquitetura ilustrada pela Figura 6.4 com parametros
apresentados na Tabela 6.1. A aplicacao da técnica variacional utiliza o funcional 4.23,
denominado de fungao custo, que contém o termo de observagao J, e o termo de mode-

lagem J,. Neste trabalho utilizou-se apenas o termo de observacao J,, isto é, o funcional

da forma:
N

J(x(to)) = % Z(Y? —H(x;))" R (y{ — H(x:)) (6.10)

J/

-~

Jo
em que R é a matriz de covariancia do erro de observacao; y o vetor de observagoes;
H=I e x é o vetor da variavel de estado do sistema dinamico. O método determina o
melhor ajuste entre os dados do modelo e dados de observacao no periodo de assimilacao.
As Figuras 6.14 e 6.15, mostram os resultados da assimilacdo com esta técnica para as
componentes z e z, respectivamente. As observacoes foram inseridas a cada 12 passos de
tempo. Nas Figuras 6.16 tem-se o grafico do erro em escala logaritimica e a curvas de
convergencia da funcao custo e da norma do seu gradiente. Em 6.17 mostra-se o resultado

com a assimilagao realizada a cada 500 passos de tempo, na Figura 6.18 tem-se o erro e
o grafico da convergéncia.
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Figura 6.14 - Série temporal da componente z. Assimilacdo de dados a cada 12 passos de tempo, estimativa
obtida com o método variacional: curva vermelha estimado, curva azul referéncia de verdade.
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Solucao da variavel z
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Figura 6.15 - Série temporal da componente z. Assimilagdo de dados a cada 12 passos de tempo, estimativa
obtida com o método variacional; curva vermelha: estimado; curva azul: referéncia de verdade.
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(a) Gréfico do erro em escala logaritmica.
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Figura 6.16 - (a) Grafico do erro das componentes z e y do modelo de Lorenz, para assimilagdo realizada a
cada 12 passos de tempo; (b) Graficos de convergéncia da fun¢do custo e da norma do gradiente.

Nas Figuras 6.14, 6.15 e 6.17 a janela de assimilagao corresponde a 3 mil passos de tempo,

a partir dai, tem-se a previsao. Nota-se que para a janela de assimilacao com observagoes

inseridas a cada 12 passos de tempo (Figuras 6.14 e 6.15), se obteve uma boa previsao em
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Figura 6.17 - Série temporal da componente z. Assimilagdo de dados a cada 500 passos de tempo, estimativa
obtida com o método variacional; curva vermelha: estimado; curva azul: referéncia de verdade.

Convergéncia da funcéo custo
T

10 10 T T T T T T T
x
Q
- j=}
g 10" + R % 10" J
§ o
(=}
£ g
S .5 e, 2
S 10 — 5107 E
@
10’10 L L L L L L 10’3 T
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
passo de tempo Iteragédo
o B Convergéncia do Gradiente
10 T T T T T T 10 T T T T T T T T
N o)
Q <
=1 (7}
g K 10° |
g 1¢° i 5>
£ <
3 s 10° | |
e E
® 2
10’5 L L L L L 10’2 L L L L L L L L
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
passo de tempo Iteragdo
(a) Gréfico do erro em escala logaritmica. (b) Convergéncia da funcéo custo e da norma do gra-
diente.

Figura 6.18 - (a) Gréfico do erro das componentes = e y do modelo de Lorenz, para assimilagdo realizada
a cada 500 passos de tempo; (b) Graficos de convergéncia da func3o custo e da norma do
gradiente.

torno de 12 mil passos de tempo, enquanto para a janela de assimilacao com observagoes
a cada 500 passos de tempo, em torno de 10 mil passos de tempo. Isso indica que quanto
mais observagoes melhor sera a qualidade da previsao. Em 6.19 apresenta-se os resultados
da assimilacao realizada a cada 12 passos de tempo para componente x do modelo de

Lorenz com o método variacional e com a rede neural. Nota-se que a rede foi eficiente ao
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“emular” o método Variacional, como pode-se ver por meio do grafico do erro. Na Figura

6.20 é a diferenca absoluta entre a verdade e o estimado e na Figura 6.21 tem-se o erro em

escala semilogaritimica. Na Figura 6.22 pode-se visualizar o desempenho da assimilacao

Figura 6.19 -

25

0.5

Figura 6.20 - Grafico do erro da componentes = do modelo

componente x

verdade

— — estimado 4d-var|

20

.
componente x
°

verdade

- = estimado pmc

tempo

tempo

Série temporal da componente x. Assimilacdo de dados a cada 12 passos de tempo. fig. a direita:
estimativa do método variacional; fig. a esquerda: estimativa da RN.

I
erro

15

2 3 4 5 6 7
tempo

tempo

de Lorenz, para assimilacdo realizada a cada 12

passos de tempo; fig. a direita: variacional; fig. a esquerda: RN.

de dados, por meio do grafico do erro, para as metodologias abordadas neste trabalho.

As observagoes foram inseridas a cada 12 passos de tempo, e calculo do erro foi feito

pela diferenca absoluta entre a verdade e o estimado, nota-se que a rede neural foneceu

resultados satisfatorios ao “emular” ambas as metodologias, do Filtro de Kalman, Filtro

de Particulas e Método Variacional.
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Figura 6.21 - Erros em escala logaritmica; fig. a direita: variacional; fig. a esquerda: RN.
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Figura 6.22 - Gréafico dos erros, com observacdes a cada 12 passos de tempo.
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7 CONCLUSOES

U

Neste trabalho avalia-se a eficiéncia da rede Perceptron de Multiplas camadas em “emular’
o Filtro de Kalman, Filtro de Particulas e o Método Variacional, em um contexto de
assimilacao de dados em dinamica nao linear. O sistema de Lorenz em regime cadtico foi

utilizado como o problema teste.

O diferencial deste trabalho em relagao as pesquisas de Nowosad (2001) e Harter (2004)
foi treinar a rede com conjuntos de padroes (exemplos) providos de outros métodos de
assimila¢do, como o Filtro de Particula (GORDON et al., 1993) e o Método Variacional
(KALNAY, 2003).

”

Um resultado significativo, obtido nesta pesquisa, foi que a rede neural PMC, “emulando
o Filtro de Particulas, é eficiente em fazer assimilagdo com observacoes inseridas a cada
500 passos de tempo, enquanto o Filtro de Kalman perde a capacidade de estimagao para

essa freqiiéncia de observagoes.

Uma vantagem em utilizar RNA é que essa apresenta uma menor complexidade compu-
tacional em relagao ao Filtro de Particulas, a abordagem Variacional e o Filtro Kalman.
Outros pontos importantes a serem mencionados sao que as RNAs possuem a caracteris-
tica de serem um algoritmo intrinsicamente paralelo e serem propicias a implementagao
em hardware, ou seja, neuro-computadores (CAMPOS VELHO et al., 2007b). Isso poderd ser
uma solucao ao desafio da Assimilacao de Dados em um cendrio onde se tem uma quan-
tidade crescente de observagoes disponiveis e onde os modelos de previsao estao sempre

evoluindo em termos de quantidade de pontos de grade computacional.

Para o treinamento da RNA implementou-se a técnica conhecida como correlagao cruzada
(cross-validation), o que permite que se conheca a superficie de erros de treinamento e
de validacao, permitindo que se obtenha o melhor conjunto de pesos para o problema
estudado. Essa técnica explorada no treinamento das redes representa um avanco em
relagdo a metodologia de treinamento da RNA em Assimilagao de Dados (HARTER, 2004).

Os resultados aqui apresentados mostram que a Rede Neural PMC é uma metodologia

eficiente para se fazer assimilacao de dados.

Como sugestoes para trabalhos futuros tem-se o uso da técnica de Redes Neurais para
assimilagao de dados no Modelo de Agua Rasa em duas dimensoes (TODLING; GHIL, 1994;
GHIL; TODLING, 1996) (j4 em desenvolvimento) e a investigacao da aplicagao da rede recor-
rente de Hopfield (RH) (HOPFIELD, 1982). A resposta na RH é obtida quando se alcanca

um estado estaciondrio de um sistema de equagoes diferenciais (cada equagao diferencial
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representa o comportamento dindmico de um nerdnio). Isso caracteriza o treinamento nao-
supervisionado. Dessa forma, a andlise é obtida como a solucao de estado estacionario de
um sistema dinamico a cada ciclo de assimilagao. Esse tipo de rede dispensa a aplicacao

de qualquer outra técnica de Assimilacao de Dados.
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A CONCEITOS BASICOS EM PROCESSOS ESTOCASTICOS
A.1 Probabilidade Condicional

Se A e B sao dois eventos e P(B) # 0, a probabilidade condicional de A dado B é definida
como (TODLING, 1999):
P(A|B) = P(An B)|P(B) (A.1)

Os eventos A e B sao estatisticamente independentes se P(A|B) = P(A). Consequente-
mente P(AN B) = P(A)P(B). Analogamente,

P(BN A)

P(BIA) = =57

¥ P(A) £ 0 (A.2)

Combinando as duas relagoes acima tem-se que:

_ P(BJA)P(A)
O que é denominado como regra ou (teorema) de Bayes para probabilidades

A.2 Meédia e Covariancia

Uma determinada variavel aleatéria x € R", tem seu valor médio ou esperado dado por:

Ex]=x= / xf(x)dx (A.4)

Onde f ¢ uma funcao densidade de probabilidade de x. Os momentos em torno do valor

médio de x sao conhecidos como momentos centrais e podem ser representados por:
E[(x —x)"] (A.5)

sendo n a ordem do momento. A variancia, como é chamada para o caso unidimensional,
ja para o caso multidimensional recebe o nome de covariancia, ¢ importante na area de
processos estocdsticos, pois a variancia de uma variavel aleatéria indica em geral quao
longe seus valores se encontram do valor esperado. Assim, a matriz de covariancia de um

vetor x € R”, tém dimensao n X n é definido por:

cov[x] = B[(x — E[x])(x — E[x])"] (A.6)
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A.3 Variaveis Gaussianas

Uma variavel aleatéria x é chamada de gaussiana ou normal quando sua funcao densidade

de probabildade, é expressada por:

1 ~(2-3)°
fo(r) = ———e 202 AT
@)= — (A7
Sendo que 0 = y/cov[x] é o desvio padrao, T é a média que representam constantes reais.

A seguir tém-se um grafico ilustrando uma gaussiana de média zero, variando o desvio

padrao. A funcao gaussiana é uma boa aproximacao para a representacao de ruidos, pois

Gaussiana

f(x)

Figura A.1 - Func3o densidade de probabilidade gaussiana de média zero; ilustra-se distribuicdes alterando
o valor da variancia; 02 = 0.2 (azul), 02 = 1 (verde),0? = 5 (vermelho), 0% = 0.5 (azul
esverdeado).

sao necessarios apenas os momentos de primeira e segunda ordem, isto é, média e variancia.

A.4 Processo de Markov

Um processo estocéstico de parametro continuo ou discreto {x;,t € T'} é dito um processo

de Markov se, para algum conjunto de parametro finito {¢; : t; < t;11} € T e para cada A
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real (JAZWINSKI, 1970), tem-se:
Priz, (w) < Ay, -, } = Priz, (w) < Moy, } (A.8)

A propriedade A.8 diz que a lei de probabilidade do processo no futuro, independe do pas-
sado, depende apenas do estado presente. Esta propriedade é muitas vezes referida como
o principio da casualidade generalizada, isto é, o futuro pode ser predito do conhecimento
presente. Para o processo de parametro continuo, na equacao A.8 implica que para t; < to
e todo A,

Priz,(w) < Ma,, 7 <t1} =2, (w) < Aoy, } (A.9)

A propriedade A.8 pode ser escrita em termos de funcao de densidade
p(xe, Ty ooy T,y ) = P(T4, |20, ) (A.10)

Agora considere a func¢ao de densidade conjunta p(z,, x; .., Ty, ) por definigao da fun-

n—17"

cao densidade de probabilidade condicional pode-se escreve-la como:

p<mtn7 (A xt1) = p<mtn|$tn717 i mtl)p(l‘tnﬂv ) xt1) (A'll)

Unsando a propriedade A.9,

(Tt o Ty ) = (Tt [Tt )D(Tty_y 5 ons Tty ) (A.12)

Continuando esse processo obtém-se finalmente

p(xtn7 i} ':Ctl) = p(xtn |:Utn—1)p(xtn—1 |xtn—2)"'p(xt2 |$t1 )p(xt1) (A13)

Portanto, a lei de probabilidade de um processo de Markov pode ser especificada por
descrigao de p(x;) e p(x¢|z,) para todo t > 7 € T. A densidade de probabilidade condi-
cional p(x;|z,) é chamada de densidade de probabilidade de transigao de um processo de

Markov.
A.5 Ruido Branco

Um processo estocédstico em tempo discreto {w,} é dito ser branco se este é independente
no tempo, isto é
p(wy, ws) = plwy)p(ws), t# s. (A.14)

Esta definicao implica que todas as entidades do processo {w;} s@o mutualmente inde-

pendentes.
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