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A meus professores: André Fenili, Marcelo Lopez de Oliveira e Waldemar de Castro
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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo investigar a influência da flexibilidade
no desempenho do sistema de controle de atitude de um satélite Ŕıgido/Flex́ıvel.
Para isso é desenvolvido um modelo de um satélite constitúıdo por uma estrutura
ŕıgida central à qual estão ligados dois apêndices flex́ıveis. A lei de controle com o
melhor desempenho é projetada aplicando-se o método do Regulador Linear
Quadratico (LQR), do Regulador Linear Gaussiano (LQG), e do Regulador LQG
com Loop Transfer Recovery (LQG/LTR).

No modelamento utiliza-se a abordagem lagrangeana e aplica-se uma discretização
através do método dos modos assumidos. Obtidas as equações de movimento,
resolve-se o problema do autovalor associado obtendo-se as freqüências naturais
dos painéis. Em seguida o modelo é escrito na forma modal de variáveis de
estados. Os apêndices flex́ıveis são tratados como vigas unidimensionais na
configuração engastada-livre, considera-se os dois primeiros modos de vibração e
movimentos de rotação da estrutura nos eixos y e z.

A lei de controle baseada no método LQR mostrou-se com um bom desempenho
quando todos os estados são considerados na realimentação. Mas como esta
realimentação não é posśıvel na pratica, isto é, as coordenadas flex́ıveis e suas
taxas de variação temporal não são mensuráveis devido ao fato da não haver
sensores nas partes flex́ıveis do satélite, propõe-se utilizar um filtro de Kalman
para estimar estas coordenadas a partir de medidas do corpo ŕıgido (ângulo e
velocidade angular) e realimentar estes estados (técnica LQG). Para recuperar o
bom desempenho obtido com a lei baseada no LQR e degradado com a introdução
do filtro emprega-se então a técnica LQG/LTR. Os resultados obtidos nas
simulações numéricas mostram que esta técnica é bastante adequada para manter
e recuperar as boas propriedades de desempenho da lei de controle projetadas pelo
LQR. Para melhor entender a influência das matrizes de pesos envolvidas no
ı́ndice de desempenho dos métodos empregados, foram feitas simulações com
diferentes ponderações nos estados (matriz Q) e na ponderação da lei de controle
(matriz R), procurando um controlador que cumprisse os requisitos de
desempenho estabelecidos.

Finalmente, cabe ressaltar que não é do conhecimento do autor até o presente
momento, a utilização do filtro de Kalman para estimação de estados flex́ıveis não
mensuráveis à partir das medidas de corpo ŕıgido (ângulo e velocidade angular)
como a empregada neste trabalho, sendo, portanto esta investigação uma das
principais contribuições deste trabalho.





INFLUENCE OF THE FLEXIBILITY IN THE PERFORMANCE OF
A ATTITUDE CONTROL SYSTEM OF A RIGID/FLEXIBLE

SATELLITE

ABSTRACT

The main objective of this work is to investigate the influence of the flexibility in
the performance of the attitude control system of a Rigid/Flexible satellite. For
that is developed a satellite model constituted by a central rigid structure to
which are connected two flexible appendices. The control law with the best
performance is projected applying the Linear Quadratic Regulator (LQR)
method, the Linear Quadratic Gaussian (LQG) method, and LQG with Loop
Transfer Recovery (LQG/LTR).

The satellite model is built following the Lagrangean approach. A discretization is
applied using the assumed-modes method. Once defined the equations of motion
the associated eigenvalue problem is solved obtaining the natural frequencies of
the panels. Then the system is written in its modal state space form. The flexible
appendages are treated as unidimensional beams in a clamped-free configuration,
it is considered the first two modes of vibration and rotational movements of the
structure about the axes y and z.

The control law based on LQR method shows a good performance when all of the
states are considered in the feedback. But this feedback is not possible in the
practice, that is, the flexible coordinates and its rates of variation are not
measured due to the fact of not having sensors in the flexible parts of the satellite,
therefore, it is proposed to estimate these coordinates from measures of the rigid
parts (angle and angular velocity) and feedback these states (LQG method). To
recovery the good performance obtained with the law based in the LQR and
degraded with the introduction of the filter, it is employed the technique known as
LQG/LTR. The results obtained in numerical simulations have shown that this
technique is adequate enough for maintain and recuperate the good properties of
performance of the control law projected by the LQR. For a better understanding
of the influence of the weights matrix involved in the performance index of the
employed approaches, were done simulations with different weights in the states
(matrix Q) and in the control law (matrix R), in order to find a controller that
fulfilled the requirements of performance established.

Finally, it stands out that is not of the author’s knowledge until the present
moment, the use of the Kalman filter methodology to estimate nonmeasured
flexible states beginning with the measures of rigid body (angle and angular
velocities) as employed in this work, being, therefore, that investigation one of the
main contributions of this work.
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5.12 Sáıdas θz e θ̇z com diferente ponderação nos estados . . . . . . . . . . 90

5.13 Comparação das sinais de controle com varias ponderações na lei de
controle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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CAṔITULO 1

INTRODUÇÃO

Embora o uso de pequenos satélites artificiais tenha se mostrado um meio relativa-

mente rápido, simples e de baixo custo de alcançar o espaço em missões espaciais com

as mais diversas aplicações, é evidente que a conquista do espaço não será posśıvel

sem a construção de grandes estruturas espaciais com componentes ŕıgido/flex́ıveis,

como a estação espacial Alfa. Devido a grande diversidade de atividades das missões

espaciais em que estas estruturas estão envolvidas, estas empregam cada vez mais

um grande número de instrumentos, os quais exigem a utilização de panéis solares

cada vez maiores em face das exigências de consumo de potência, além da utilização

de manipuladores e antenas de dimensão maior que as até então empregadas. Estes

fatores, além da limitação de peso por parte dos foguetes lançadores, faz com que

a flexibilidade tenha um papel preponderante, não podendo ser desconsiderada du-

rante o projeto do Sistema de Controle de Atitude e Órbita (SCAO), (Silva e Souza,

1998).

Vários problemas associados ao estudo da dinâmica e do controle de estruturas

espaciais flex́ıveis têm sido investigados nos últimos anos. Exemplos são: o aumento

da complexidade na modelagem dinâmica de satélites com antenas e/ou painéis que

se estendem e das rotações de manipuladores flex́ıveis; e a questão do desempenho

do SCAO quando este precisa realizar manobras de atitude predefinidas, tendo que

em seguida manter uma precisão de apontamento e/ou amortecer posśıveis vibrações

estruturais remanescentes (Souza e Silva, 1999b). Este último, em alguns casos, visa

assegurar o ambiente de micro-gravidade, primordial para a realização de diferentes

experimentos no espaço, não podendo ser afetado por procedimentos de controle de

atitude (Olbrechts et al., 1996).

A posśıvel variação das caracteŕısticas f́ısicas de diferentes componentes de uma es-

trutura espacial flex́ıvel indica que a modelagem matemática de tais estruturas é

uma aproximação deste sistema real (Meirovitch, 1990), só podendo ser verificados,

em certos casos quando a estrutura encontra-se em órbita, uma vez que a resposta

da estrutura a perturbações é diferente sob a influência da gravidade. Além disso,

quando as estruturas espaciais flex́ıveis são tratadas como um sistema de parâmetros

distribúıdos, implica num número infinito de graus de libertade que conduz a um
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procedimento inevitável de redução de modelo (Craig e Su, 1990), para que a análise

dinâmica e o projeto do sistema de controle sejam fact́ıveis, em termos computa-

cionais. Entretanto, esta redução introduz um alto grau de incerteza no modelo,

uma vez que parte do modelo é ignorada, este tipo de incerteza é conhecido na

literatura como incerteza não-parametrica (Souza, 1996). Assim, observa-se que o

engenheiro espacial encontra-se diante do fato de não saber exatamente como se as-

segurar do modelo matemático da estrutura espacial ŕıgido/flex́ıvel para a análise e

o projeto do SCAO. Como resultado desta natureza incerta das estruturas espaciais

flex́ıveis, requisitos associados a sensibilidade e a robustez são cruciais para um bom

desempenho do SCAO. Uma forma de se obter um sistema de controle que leva em

consideração a modelagem de incertezas da estrutura flex́ıvel é através da utilização

de métodos como ”Linear Quadratic Gaussian”(LQG), LQG/”Loop Transfer Re-

covery”(LQG/LTR), e o ”Parameter Robust”/LQG; (Souza, 1997), (Doyle e Stein,

1981), (Joshi, 1989). Esses métodos melhoram a estabilidade do sistema e ao mesmo

tempo reduzem a sensibilidade deste em relação a variações de parâmetros.

Sistemas como grandes estruturas espaciais flex́ıveis, possuem caracteŕısticas que po-

dem variar rapidamente. Por exemplo, quando ocorre a reorientação de uma grande

antena numa estrutura espacial, este movimento pode rapidamente alterar as pro-

priedades f́ısicas do sistema. Os efeitos devido ao gradiente de temperatura (Inman

et al., 1996) e ao ambiente de microgravidade, também podem ser responsáveis por

mudanças na forma da estrutura , que por sua vez podem prejudicar o desempenho

de sistemas de controle, que em geral é projetado sem levar em consideração tais

efeitos. A incerteza introduzida no modelo devido a estas variações é conhecida como

incertezas paramétricas.

A validação do modelo dinâmico em vôo é uma forma de melhor compreender os

resultados obtidos nas simulações realizadas na Terra de missões espaciais futuras

com maior ńıvel de complexidade. Uma das maiores dificuldades na simulação do

controle do movimento de um painel flex́ıvel é devido ao acoplamento dinâmico entre

o movimento flex́ıvel e o movimento ŕıgido do satélite (Souza e Silva, 1999a), pois,

quando o painel se move este exerce forças no satélite, fazendo com que o mesmo

também se movimente. Este movimento pode ser grande dependendo das massas

relativas do satélite e do painel. Os efeitos devido ao acoplamento dinâmico e a

flexibilidade podem ser compensados através de um eficiente controle de atitude

(Correa et al., 1999), (Tredinik et al., 1999).
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A utilização de experimentos simples é uma forma de se familiarizar e de melhor

entender as dificuldades que surgem devido a uma modelagem complexa e com o

impacto desta na śıntese de controladores (Dichmann e Sedlak, 1998). É importante

destacar, que associado à necessidade de se obter um modelo representativo para

o desenvolvimento de algoritmos de controle, existe a dificuldade de se integrar e

qualificar equipamentos para vôos espaciais, principalmente, devido ao alto custo

envolvido em tais processos. Portanto, também é de fundamental importância a in-

vestigação das conseqüências e do impacto da escolha de diferentes componentes de

hardware e mesmo de software na implementação e no desempenho de um SCAO.

Por essas razões, é indicado utilizar formas econômicas de realizar tais investigações,

como por exemplo, através de protótipos simples, mas que, entretanto, sejam re-

presentativos do sistema real. Os efeitos decorrentes do movimento de ĺıquidos no

interior dos reservatórios (Pocha, 1986) e o impacto na atitude do satélite devido a

abertura dos painéis solares também devem ser considerados em investigações mais

detalhadas da dinâmica e do SCAO de estruturas ŕıgido/flex́ıveis.

Quando por razões diversas, tais como linearização de problemas não-lineares, va-

riação de parâmetros do sistema e redução do modelo são inerentes ao processo de

modelagem, uma solução é obter o modelo a partir da identificação de parâmetros do

sistema e da utilização de métodos confiáveis para sua redução (Inman, 1989), (Ju-

ang, 1997), (Mook e Lew, 1990). Neste ponto cabe ressaltar, que numa fase posterior

ao estudo anaĺıtico e da simulação computacional do comportamento dinâmico e do

sistema de controle é importante a validação experimental dos resultados obtidos

(Soarez et al., 1997).

O problema de se considerar incertezas na planta foi ignorada no inicio do desen-

volvimento dos métodos multivariáveis no espaço de estados mas com o passar do

tempo, verificou-se que esta representação era adequada a introdução de modelos

de incertezas, principalmente a não paramétrica. Desde então, uma serie de técnicas

tentaram estender os conceitos da metodologia que trata de sistemas SISO (Single

Input - Single Output) para sistemas MIMO (Multiple Input - Multiple Output). Em

particular, estendeu-se o conceito de estabilidade (Postlethwaite et al., 1981) e de

sensibilidade de sistemas (Rosenbrock, 1972). Em seguida, o conceito de valores sin-

gulares (Doyle e Stein, 1981) passou a ser um conceito chave para o desenvolvimento

do método LQG/LTR (Linear Quadratic Gaussian/ Loop Transfer Recovery) com

o objetivo de estender os conceitos do diagrama de Bode a sistemas multivariáveis.
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Embora técnicas modernas ocupam-se do projeto de controladores robustos,

mostraram-se eficientes no que diz respeito a incertezas não estruturadas, tais

como devido à dinâmica não modeladas. Técnicas de projetar controladores ca-

pazes de lidar adequadamente com incertezas paramétricas, em particular variação

de parâmetros, só se tornaram dispońıveis a partir do desenvolvimento do conceito

do valor singular estruturado (Doyle, 1982). Entretanto, os métodos baseados em

tal conceito, ainda mostram-se conservativos, como é o caso quando se considera

variação em parâmetros estruturais como freqüência natural e razão de amorteci-

mento.

O maior objetivo de se projetar um sistema de controle com realimentação é al-

cançar estabilidade e a especificação nominal de desempenho para o modelo de uma

determinada planta, e manter este desempenho independente dos erros existentes

entre o modelo de projeto e o modelo real e da larga variação dos parâmetros do

sistema. Entretanto, um procedimento confiável para o projeto do sistema de con-

trole torna-se uma tarefa dif́ıcil porque tais objetivos são propriedades conflitantes

(Safonov et al., 1981). Além disso, nem sempre é posśıvel incluir ambas as fontes de

erros, simultaneamente, no procedimento de projeto do sistema de controle. Uma

vez, que o primeiro é usualmente caracterizado por meio de modelos no domı́nio da

freqüência, e o segundo são melhor representados através de modelos representados

no espaço de estados.

O principal objetivo deste trabalho é investigar como a flexibilidade e suas ca-

racteŕısticas afetam o desempenho do sistema de controle de atitude de sistemas

ŕıgidos/flex́ıveis. Para tanto, no caṕıtulo 2 desenvolve-se o modelo da estrutura es-

pacial rigido/flex́ıvel. O modelo é desenvolvido para um sistema composto por um

corpo ŕıgido ao qual estão ligados dois apêndices flex́ıveis. Deste modo, o modelo é

equacionado de maneira genérica. Os apêndices são considerados como vigas unidi-

mensionais do tipo “engastada-livre”. Em nosso modelo considera-se que as sinais

de controle atuam nas coordenadas ŕıgidas, nenhum dispositivo de atuação ou de

medida foi considerado sobre as partes flex́ıveis. No caṕıtulo 3 são apresentados os

conceitos básicos da teoria de controle de sistemas multivariáveis. São dadas algu-

mas definições e a teoria é desenvolvida baseada na modelagem dos ganhos princi-

pais do sistema. No capitulo 4 apresenta-se o método LQG/LTR. Na primeira parte

desse caṕıtulo faz-se uma breve revisão da teoria LQG. Primeiramente o método é

apresentado de maneira geral, e depois, na segunda parte do caṕıtulo, é aplicado
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à estrutura apresentada no caṕıtulo 2. Os resultados são analisados no dominio da

freqüência e do tempo. No caṕıtulo 5 apresentam-se simulações que refletem a im-

portância da estimativa dos componentes flex́ıveis e a realimentação destes na lei

de controle, além de um detalhado estudo do método LQG/LTR. No caṕıtulo 6,

finaliza-se apresentando as conclusões e as sugestões para trabalhos futuros.

31



32



CAṔITULO 2

MODELAGEM DO SISTEMA ŔIGIDO FLEXÍVEL

2.1 Modelo Ŕıgido Flex́ıvel

Neste caṕıtulo, será desenvolvido o modelo matemático de um satélite composto

por um corpo ŕıgido ligado a dois apêndices flex́ıveis. Os apêndices são idênticos e

diametralmente opostos, sendo considerados como vigas engastadas na plataforma,

e sujeitos a dois movimentos planares rotacionais - vibracionais. A figura (2.1),

ilustra o sistema composto por um apêndice com seus respectivos deslocamentos

elástico. Para derivar as equações de movimento para este modelo, será empregada a

formulação Lagrangeana (Junkins e Kim, 1993), obtida a partir das energias cinéticas

e potencial.

O desenvolvimento do modelo matemático ŕıgido-flex́ıvel, apresenta uma maior com-

plexidade dinâmica, devido os diversos acoplamentos dinâmicos entre as parcelas

ŕıgidas e flex́ıveis. Quando se trabalha com modelos simplificados, muitas vezes

faz-se uma aproximação de um modelo flex́ıvel para um modelo ŕıgido, com esta

aproximação paga-se o preço de se ter sistemas com pouca precisão e mais distantes

da realidade. Quando maior é a precisão a ser obtida, maior será a necessidade de

se aumentar o conhecimento sobre o sistema a ser modelado aprofundando-se en

seus detalhes de modo a considerar fenômenos anteriormente desprezados, o que

resulta, inevitavelmente, em modelos mais complexos. Portanto, o processo de mo-

delamento é uma tarefa onde a representatividade e a complexidade precisam ter

um comprometimento com a realidade.

As hipoteses cinematicas são assumidas tal que os apêndices opostos são forçados,

por simplicidade, a ter uma defleção antisimétrica tal que o centro de massa do

sistema deformado sempre coincida com o centro do corpo ŕıgido. Para o apêndice

flex́ıvel, o modelo da viga de Euler- Bernoulli é empregado e assim, a inercia de

rotação seccional e a deformação de cisalhamento da viga são desconsiderados. É

assumido que o sistema de controle gera um torque que atua só sob as parte ŕıgidas.
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Figura 2.1: Modelo composto por um corpo rigido e apêndices elasticos.

2.1.1 Sistemas de Coordenadas

Agora, será estudado e analisado o modelo matemático mostrado na figura (2.1).

Neste modelo, o objetivo é estudar a influência da flexibilidade no comportamento

dinâmico do sistema. Considerando o modelo descrito pela figura (2.1), as variáveis

e sistemas de eixos são definidos a seguir:

n̂1, n̂2, n̂3 sistema de referência inercial com origem O.

b̂1, b̂2, b̂3 sistema de referência fixo no corpo ŕıgido, com origem O’.

r é o raio do corpo ŕıgido.

x é a coordenada de um elemento t́ıpico de massa medido ao longo da viga não

deformada (medida desde o extremo do raio do corpo ŕıgido ao longo do eixo b̂1).

R vetor posição de um ponto qualquer no apêndice, relativo ao sistema de referência

inercial.

Ṙ vetor velocidade de um ponto do apêndice, relativo ao sistema de referência iner-

cial.

Yy(x, t) vetor de deslocamento elástico medido ao longo do eixo b̂2.
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Yz(x, t) vetor de deslocamento elástico medido ao longo do eixo b̂3.

θz ângulo medido entre o eixo n̂1 e a projeção do eixo b̂1 sob o plano n̂1n̂2 em torno

do eixo n̂3.

θy ângulo medido entre o eixo n̂1 e a projeção do eixo b̂1 sob o plano n̂1n̂3 em torno

do eixo n̂2.

θ̇z taxa de variação do ângulo θz.

θ̇y taxa de variação do ângulo θy.

Orientação no Espaço

O vetor posição de um ponto qualquer no apêndice deformado, relativo ao sistema

de referência inercial é dado por:

R = Xb̂1 + Y b̂2 + Zb̂3 (2.1)

A expressão anterior é valida para pequenos deslocamentos, esto é, quando o sistema

inercial confunde-se com o sistema fixo no corpo. Achando-se a derivada temporal

do sistema de referência fixo no corpo ŕıgido em relação ao sistema de referência

inercial temos:

dR

dt
=
dX

dt
b̂1 +

dY

dt
b̂2 +

dZ

dt
b̂3 +X

db̂1
dt

+ Y
db̂2
dt

+ Z
db̂3
dt

(2.2)

considerando que:

db̂1
dt

= ω × b̂1
db̂2
dt

= ω × b̂2
db̂3
dt

= ω × b̂3

ω ×Xb̂1 + ω × Y b̂2 + ω × Zb̂3 = ω × R̂ (2.3)

O śımbolo × denota o produto vetorial. Substituindo as relações acima na expressão

(2.2), e compactando o termo, obtemos a velocidade de um ponto deformado do

apêndice:
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Ṙ =
d

dt
(R) + ω ×R (2.4)

Onde o primeiro termo denota a velocidade medida a partir do sistema de referência

do corpo ŕıgido e ω, é a velocidade angular do sistema de referência fixa no corpo

ŕıgido relativa ao sistema de referência inercial.

Conforme figura (2.1), o vetor posição de um ponto qualquer no apêndice deformado,

relativo ao sistema de referência inercial é dado por:

R = (r + x)b̂1 + Yy b̂2 + Yz b̂3 (2.5)

onde b̂1, b̂2 e b̂3 são vetores unitários, e ω é a velocidade angular do sistema de

referência fixa no corpo ŕıgido ao sistema de referência inercial, que em nosso caso

é igual a:

ω =

 0

−θ̇y b̂2

θ̇z b̂3

 (2.6)

Reescrevendo as equações (2.5) e (2.6) na equação (2.4), obtemos a expressão resul-

tante para a velocidade de um ponto deformado do apêndice flex́ıvel:

˙̄R = (ẋ− θ̇zYy − θ̇yYz)b̂1 +
[
Ẏy + θ̇z(r + x)

]
b̂2 +

[
Ẏz + θ̇y(r + x)

]
b̂3 (2.7)

2.2 Equação de Movimento

Nesta seção serão deduzidas as equações de movimento para um sistema constitúıdo

por um satélite com dois apêndices flex́ıveis, a partir da abordagem Lagrangeana.

Esta abordagem, é obtida, a partir das definições das energias cinéticas T e potencial

36



V . Os efeitos da flexibilidade são representados pelo método dos modos assumidos

(Junkins e Kim, 1993). A equação obtida, uma vez resolvido o problema do autovalor

associado, pode ser escrita na forma modal de variáveis de estado de modo a facilitar

as simulações.

Para o cálculo da energia cinética e potencial será utilizado o modelo de Euler-

Bernoulli, no qual a viga possui as seguintes caracteŕısticas:

• Uniforme ao longo de seu comprimento (extensão);

• Composto de um material elástico isotrópico, linear, homogêneo sem cargas

axiais;

• As secções planas permanecem planas após a deflexão.

• O plano de simetria da viga também é o plano de vibração, de forma que, a

rotação e translação são desacoplados.

A vibração da viga é na direção perpendicular ao comprimento considerado. Cada

vibração é chamada de vibração flexural.

2.2.1 Energia Cinética

Considerando deflexões anti-simétricas, serão assumidos v́ınculos cinéticos entre os

apêndices I e II, tais que, tenham o mesmo perfil de deflexão para cada grau de

libertade, ou seja, YI(x, t) = YII(x, t) = Yi(x, t). A energia cinética para esse modelo

será modelada separadamente. Primeiro, calcula-se a energia cinética do corpo ŕıgido

e após a energia potencial dos apêndices. Desta maneira, temos:

TTotal = TRig + Tapp (2.8)

onde

TRig =
1

2
J1θ̇

2
y +

1

2
J1θ̇

2
z (2.9)
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onde J1 é o momento de inércia rotacional do corpo ŕıgido.

Tapp = Tapp1 + Tapp2

Tapp =
1

2
ρ

∫ L

0

˙̄R · ˙̄Rdx+
1

2
ρ

∫ L

0

˙̄R · ˙̄Rdx = ρ

∫ L

0

˙̄R · ˙̄Rdx (2.10)

onde ρ representa a densidade linear de massa dos apêndices e L é o comprimento

dos apêndices.

Usando a equação (2.7) para calcular o produto escalar ˙̄R · ˙̄R de forma que:

˙̄R · ˙̄R =
(
ẋ− θ̇yYz − θ̇zYy

)2

+
[
Ẏy + θ̇z(r + x)

]2
+ . . .[

Ẏz + θ̇y(r + x)
]2

= ẋ2 + θ̇2
yY

2
z + θ̇2

zY
2
y − 2ẋθ̇yYz − 2ẋθ̇zYy + 2θ̇yθ̇zYyYz + . . .

Ẏ 2
y + 2Ẏyθ̇z(r + x) + θ̇2

z(r + x)2 + . . .

Ẏ 2
z + 2Ẏz θ̇y(r + x) + θ̇2

y(r + x)2 (2.11)

Reescrevendo as equações (2.10) e (2.9), obtemos a expressão da energia cinética

total:

TTotal =
1

2
J1θ̇

2
y +

1

2
J1θ̇

2
z + ρ

∫ L

0

ẋ2dx+ ρ

∫ L

0

θ̇2
yY

2
z dx+ ρ

∫ L

0

θ̇2
zY

2
y dx− . . .

ρ

∫ L

0

2ẋθ̇yYzdx− ρ

∫ L

0

2ẋθ̇zYydx+ ρ

∫ L

0

2θ̇yθ̇zYyYzdx+ . . .

ρ

∫ L

0

Ẏ 2
y dx+ ρ

∫ L

0

2Ẏyθ̇z(r + x)dx+ ρ

∫ L

0

θ̇2
z(r + x)2dx+ . . .

ρ

∫ L

0

Ẏ 2
z dx+ ρ

∫ L

0

2Ẏz θ̇y(r + x)dx+ ρ

∫ L

0

θ̇2
y(r + x)2dx (2.12)
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2.2.2 Energia Potencial

A energia potencial é inteiramente devida às deformações elásticas do sistema. Se-

gundo Euler-Bernoulli, a energia potencial é:

V =
1

2

∫ L

0

(EI)

(
∂2Yy

∂x2

)2

dx+
1

2

∫ L

0

(EI)

(
∂2Yz

∂x2

)2

dx (2.13)

onde E é o módulo de elasticidade (módulo de Young) e I é o momento de inércia

da área da seção reta transversal da viga em torno de seu eixo centroidal.

A energia potencial total do sistema, é caracterizada pela energia potencial de cada

apêndice, como se segue:

VT = Vapp1 + Vapp2

e considerando que a deformação de os paineis é a mesma sob os eixos b̂2 e b̂3 segundo

o grau de libertade correspondente, nossa energia potencial finalmente fica:

VT =

∫ L

0

(EI)

(
∂2Yy

∂x2

)2

dx+

∫ L

0

(EI)

(
∂2Yz

∂x2

)2

dx (2.14)

para um estudo detalhado da flexibilidade dos paineis será considerado um método

de discretização, denominado método dos modos assumidos (Junkins e Kim, 1993).

2.2.3 Método dos Modos Assumidos

No método dos modos assumidos, a deflexão elástica (deslocamento elástico) de es-

truturas elásticas cont́ınuas é modelada por uma série finita de autofunções (funções

admisśıveis) dependentes do espaço multiplicadas por coordenadas generalizadas

dependentes no tempo.

O deslocamento elástico de sistemas continuos é expandido como uma combinação

linear de N funções de forma. A deformação Y (x, t) é aproximada por:

39



Y (x, t) =
N∑

j=1

φj(x)qj(t) 0 ≤ x ≤ L (2.15)

onde φj(x) são as funções admisśıveis e qj(t) a coordenada generalizada. Convem

notar que Y (x, t) representa o movimento de vibração da viga, que pode ser descom-

posto em vários modos; φj(x) representa a forma de deformação do j-ésimo modo;

e qj representa a variação deste modo no tempo (movimento harmônico de cada

part́ıcula do sistema).

A função admisśıvel φj(x) da equação (2.15), é representada como se segue (Junkins

e Kim, 1993):

φj(x) = 1− cos

(
jπx

L

)
+

1

2
(−1)j+1

(
jπx

L

)2

(2.16)

Essas funções satisfazem dois tipos de condições de contorno, as condições de con-

torno geométricas e as condições de contorno f́ısicas (natural). O primeiro tipo, re-

flete por exemplo, o comprimento da viga, caracterizado de zero à L e as condições

de contorno naturais ou f́ısicas, reflete a força ou momento de curvatura.

Como nosso modelo sofre deformações em dois eixos, o movimento vibracional do

cada eixo esta representado por:

Yy(x, t) = φy(x)qy(t) Yz(x, t) = φz(x)qz(t)

Equações do Movimento

Reescrevendo as expressões de energia cinêtica com as considerações feitos pelos

modos assumidos temos:
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TTotal =
1

2
J1θ̇

2
y +

1

2
J1θ̇

2
z + ẋ2ρL+ θ̇2

yq
2
zρ

∫ L

0

φ2
zdx+ θ̇2

zq
2
yρ

∫ L

0

φ2
ydx− . . .

θ̇yqzρ

∫ L

0

2ẋφzdx− θ̇zqyρ

∫ L

0

2ẋφydx+ θ̇yθ̇zqyqzρ

∫ L

0

2φyφzdx+ . . .

q̇2
yρ

∫ L

0

φ2
ydx+ q̇yθ̇zρ

∫ L

0

2φy(r + x)dx+ θ̇2
zρ

∫ L

0

(r + x)2dx+ . . .

q̇2
zρ

∫ L

0

φ2
zdx+ q̇z θ̇yρ

∫ L

0

2φz(r + x)dx+ θ̇2
yρ

∫ L

0

(r + x)2dx (2.17)

definido as constantes:

Kzz =

∫ L

0

ρφ2
zdx Kzr =

∫ L

0

2ρφz(r + x)dx Kz =

∫ L

0

2ρẋφzdx

Kyy =

∫ L

0

ρφ2
ydx Kyr =

∫ L

0

2ρφy(r + x)dx Ky =

∫ L

0

2ρẋφydx

Kyz =

∫ L

0

2ρφyφzdx Krr =

∫ L

0

ρ(r + x)2dx

então, a equação (2.17) com os reemplazos correspondentes fica:

TTotal =
1

2
J1θ̇

2
y +

1

2
J1θ̇

2
z + ẋ2ρL+ θ̇2

yq
2
zKzz + θ̇2

zq
2
yKyy − θ̇yqzKz − . . .

θ̇zqyKy + θ̇yθ̇zqyqzKyz + q̇2
yKyy + q̇yθ̇zKyr + θ̇2

zKrr + . . .

q̇2
zKzz + q̇z θ̇yKzr + θ̇2

yKrrdx (2.18)

Escrevendo as expressões da energia potencial temos:

VT = q2
y

∫ L

0

(EI)
(
φ

′′

y

)2

dx+ q2
z

∫ L

0

(EI)
(
φ

′′

z

)2

dx

= q2
yKpy + q2

zKpz (2.19)

41



onde Kpy e Kpz são:

Kpy =

∫ L

0

(EI)
(
φ

′′

y

)2

dx Kpz =

∫ L

0

(EI)
(
φ

′′

z

)2

dx

As equações diferenciais ordinárias do movimento para θz(t), θy(t), qy(t) e qz(t), são

derivadas a partir da formulação Lagrangeana.

∂

∂t

(
∂T

∂ż

)
− ∂T

∂z
+
∂V

∂z
(2.20)

onde z representa uma coordenada generalizada quaisquer.

Então, achando a equação do movimento com respeito a θz temos:

∂T

∂θ̇z

= J1θ̇z + 2θ̇zq
2
yKyy − qyKy + θ̇yqyqzKyz + q̇yKyr + 2θ̇zKrr (2.21)

∂

∂t

(
∂T

∂θ̇z

)
= J1θ̈z + 2θ̈zq

2
yKyy + 4θ̇zqy q̇yKyy − q̇yKy + θ̈yqyqzKyz + . . .

θ̇y q̇yqzKyz + θ̇yqy q̇zKyz + q̈yKyr + θ̈z2Krr (2.22)

∂T

∂θz

= 0 (2.23)

∂V

∂θz

= 0 (2.24)

Constrúındo a equação de movimento para θz fica:

J1θ̈z + 2θ̈zq
2
yKyy + 4θ̇zqy q̇yKyy − q̇yKy + θ̈yqyqzKyz + . . .

θ̇y q̇yqzKyz + θ̇yqy q̇zKyz + q̈yKyr + θ̈z2Krr = τz (2.25)
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Na equação (2.25), τz representa os torques atuando sob os componentes ŕıgidos.

Nesta mesma equação, vamos considerar ẋ=0 o que implica Ky=0; aliás vamos

assumir que as coordenadas ŕıgidas e flex́ıveis são pequenas e que todo produto

destas é desprezivel. Aplicando estas considerações, a equação (2.25) fica:

θ̈z (J1 + 2Krr) + q̈yKyr = τz (2.26)

Aplicando o mesmo procedimento para a coordenada θy temos:

∂T

∂θ̇y

= J1θ̇y + 2θ̇yq
2
zKzz − qzKz + θ̇zqyqzKyz + q̇zKzr + 2θ̇yKrr (2.27)

∂

∂t

(
∂T

∂θ̇y

)
= J1θ̈y + 2θ̈yq

2
zKzz + 4θ̇yqz q̇zKzz − q̇zKz + θ̈zqyqzKyz + . . .

θ̇z q̇yqzKyz + θ̇zqy q̇zKyz + q̈zKzr + θ̈y2Krr (2.28)

∂T

∂θy

= 0 (2.29)

∂V

∂θy

= 0 (2.30)

Constrúındo a equação de movimento para θy fica:

J1θ̈y + 2θ̈yq
2
zKzz + 4θ̇yqz q̇zKzz − q̇zKz + θ̈zqyqzKyz + . . .

θ̇z q̇yqzKyz + θ̇zqy q̇zKyz + q̈zKzr + θ̈y2Krr = τy (2.31)

Na equação (2.31), τy representa o torque atuando sob o componente ŕıgido. Consi-

derando ẋ=0, então Kz=0; aliás considerando o produto das coordenadas ŕıgidas e
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flex́ıveis muito pequeno, a equação (2.31) fica reduzida à:

θ̈y (J1 + 2Krr) + q̈zKzr = τy (2.32)

Agora, trabalharemos com as coordenadas flex́ıveis, começando por qy(t):

∂T

∂q̇y
= 2q̇yKyy + θ̇zKyr (2.33)

∂

∂t

(
∂T

∂q̇y

)
= 2q̈yKyy + θ̈zKyr (2.34)

∂T

∂qy
= 2θ̇2

zqyKyy − θ̇zKy + θ̇yθ̇zqzKyz (2.35)

∂V

∂qy
= 2qyKpy (2.36)

onde a equação de movimento correspondente para qy(t) fica:

2q̈yKyy + θ̈zKyr − 2θ̇2
zqyKyy + θ̇zKy − θ̇yθ̇zqzKyz + 2qyKpy = 0 (2.37)

Fazendo as simplificações correspondentes obtêm-se a equação do movimento linear

para qy:

2q̈yKyy + θ̈zKyr + 2qyKpy = 0 (2.38)

Do mesmo jeito, trabalha-se com qz(t):

∂T

∂q̇z
= 2q̇zKzz + θ̇yKzr (2.39)

∂

∂t

(
∂T

∂q̇z

)
= 2q̈zKzz + θ̈yKzr (2.40)

∂T

∂qz
= 2θ̇2

yqzKzz − θ̇yKz + θ̇yθ̇zqyKyz (2.41)

∂V

∂qz
= 2qzKpz (2.42)
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onde a equação de movimento correspondente para qz(t) fica:

2q̈zKzz + θ̈yKzr − 2θ̇2
yqzKzz + θ̇yKz − θ̇yθ̇zqyKyz + 2qzKpz = 0 (2.43)

Fazendo as simplificações correspondentes obtêm-se a equação do movimento linear

para qz:

2q̈zKzz + θ̈yKzr + 2qzKpz = 0 (2.44)

Os termos das expressões (2.26), (2.32), (2.38) e (2.44) podem ser reagrupados na

forma matricial:
(J1 + 2Krr) Kyr 0 0

Kyr 2Kyy 0 0

0 0 (J1 + 2Krr) Kzr

0 0 Kzr 2Kzz

 ·

θ̈z

q̈y

θ̈y

q̈z

+ . . .


0 0 0 0

0 2Kpy 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2Kpz

 ·

θz

qy

θy

qz

 =


1 0

0 0

0 1

0 0


[
τz

τy

]
(2.45)

Definindo as matrices massa M , rigidez K e de controle N como:

M =


(J1 + 2Krr) Kyr 0 0

Kyr 2Kyy 0 0

0 0 (J1 + 2Krr) Kzr

0 0 Kzr 2Kzz

 (2.46)

K =


0 0 0 0

0 2Kpy 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2Kpz

 (2.47)

45



N =


1 0

0 0

0 1

0 0

 (2.48)

As equações linearizadas do movimento podem ser escritas como:

Mẍ+Kx = Nu (2.49)

Onde a matriz N indica que só se aplica controle sobre os componentes ŕıgidos.

2.2.4 Problema do Autovalor

Obtidas as equações de movimento, o passo seguinte será resolver o problema do

autovalor, obtendo-se as matrizes de autovalores e autovetores do sistema. Os auto-

valores estão relacionados com as freqüências naturais de vibração e os autovetores

com os modos de deflexão. Desconsiderando o controle da equação (2.49):

Mẍ+Kx = 0 (2.50)

A equação de movimento dada pela equação (2.50) determina o seguinte problema

do autovalor:

KΦ = MΦΛ (2.51)

onde Λ é a matriz dos autovalores λi e Φ é a matriz dos autovetores Φi. Neste

trabalho, as matrizes dos autovalores e autovetores são obtidas através da função

eign (Junkins e Kim, 1993).

2.2.5 Equações de Movimento na Forma Modal

Definindo-se as coordenadas modais η, tais que:

x = Φη (2.52)
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e sustituindo na equação de movimento (2.49) obtém-se,

MΦη̈ +KΦη = Nu (2.53)

Na equação (2.53), N representa as forças externas generalizadas, N pode represen-

tar tanto um torque como uma força. Multiplicando-se (2.53) por ΦT , obtém-se:

ΦTMΦη̈ + ΦTKΦη = ΦTNu (2.54)

M̃η̈ + K̃η = Ñu (2.55)

Achando as respectivas correspondencias entre as equações (2.54) e (2.55) se tem:

M̃ = ΦTMΦ = I K̃ = ΦTKΦ Ñ = ΦTN

onde M̃ é uma matriz identidade e K̃ é uma matriz diagonal e os valores de cada ele-

mento da diagonal são as freqüências naturais de vibração ao quadrado. Neste ponto

do equacionamento torna-se conveniente considerar os efeitos de forças dissipativas,

introduzindo na equação (2.55) o termo C̃ referente ao amortecimento:

M̃η̈ + C̃η̇ + K̃η = Ñu (2.56)

onde C̃ também é uma matriz diagonal e os valores da diagonal são o produto

da freqüência natural pelo coeficiente de amortecimento, finalmente escrevendo o

sistema na forma modal de variáveis de estado[
η̇

η̈

]
=

[
0 I

−K̃ −C̃

]
·

[
η

η̇

]
+

[
0

Ñ

]
u (2.57)

ẋ = Ax+ Bu (2.58)

47



Onde as matrizes A e B são dadas conforme a equação (2.57). Nas tabelas a conti-

nuação apresenta-se os valores das freqüências de vibração dos modos considerados

e a matriz de autovetores que é a base para a transformação modal.

Tabela 2.1: Parâmetros da configuração.

Parâmetros Simbolo Valor
Raio do corpo ŕıgido. r 0.90 m
Momento de inércia

rotacional do corpo ŕıgido. J1 2000 Kg*m2

Densidade da massa do apêndice. ρ 47,89 Kg/m
Comprimento do apêndice. L 6,135 m

Produto EI. EI 1010,1369 Kg2

Tabela 2.1: Valores das freqüências naturais de vibração.

Modos de Vibração Freqüência (rad/seg) Freqüência (Hz)
1 em Y e Z 0.8572 0.1364
2 em Y e Z 9.2646 1.4745

Tabela 2.1: Matriz de autovetores Φ.

θy 0.0087 0.0000 0.0165 0.0000 -0.0097 0.0000
q1y 0.0000 0.0000 -0.0249 0.0000 0.0796 0.0000
q2y 0.0000 0.0000 0.0004 0.0000 0.0285 0.0000
θz 0.0000 0.0087 0.0000 0.0165 0.0000 -0.0097
q1z 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0249 0.0000 0.0796
q2z 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0000 0.0285
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CAṔITULO 3

CONTROLE MULTIVARIÁVEL

Neste caṕıtulo, a partir das definições mais básicas e de alguns conceitos de controle

clássico, introduz-se a teoria de controle de sistemas multivariáveis, a qual está ba-

seada na utilização de conceitos tais como ganhos principais e matrizes sensibilidade

e sensibilidade complementar.

3.1 Conceitos Básicos

3.1.1 Definições Gerais

Apresentam-se aqui as definições de alguns termos usados nos caṕıtulos subsequen-

tes. Embora estes termos sejam de uso comun em engenharia de controle, convém

esclarecê-los de modo a uniformizar as idéias e conceitos que encerram.

• Função racional e própria (Maciejowski, 1989): Seja G(s) a matriz função de

transferência de um sistema. Então cada elemento gij(s) de G é uma função de

transferência relacionando a i-ésima sáıda com a j-ésima entrada do sistema.

G(s) é dita racional e própria se cada um de seus elementos forem racionais e

próprios, ou seja:

|gij| ∈ < |gij| <∞ (3.1)

• Realização de G(s) (Maciejowski, 1989): Dado o sistema cuja matriz função

de transferência é G(s), este pode ser escrito na forma de variáveis de estado:

ẋ = Ax+Bu y = Cx+Du (3.2)

sendo,

G = C(sI − A)−1B +D (3.3)

Denomina-se “Realização de G” (denotado por G(A,B,C,D)) o conjunto das

matrizes A, B, C e D.
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Figura 3.1: Sistema de Controle.

• Razão de retorno (Safonov et al., 1981): Seja o sistema da figura (3.1).

Denomina-se, respectivamente, “razão de retorno em y” e “razão de retorno

em u” as matrices:

Hy = GK (3.4)

Hu = KG (3.5)

Na figura (3.1), G(s) representa a função de transferência da planta, cujos

sinais de entrada e sáıda são, respectivamente u(s) e y(s), K(s) representa a

função de transferência do compensador, P (s) a função de transferência do

pré-filtro, r(s) representa o sinal de referência a ser seguido pela sáıda y(s),

e(s) representa o erro entre r(s) e y(s), d(s) representa as perturbações na

sáıda da planta e m(s) o rúıdo da medida. O conjunto formado por K(s) e

P (s), chamado de controlador, é o objetivo do projeto, calculado de maneira

a capacitar o sistema em suprir os requisitos que lhe são impostos.

• Diferença de retorno, (Safonov et al., 1981): Dado o sistema da figura (3.1),

denomina-se, respectivamente “diferença de retorno em y” e “diferença de

retorno em u”, as matrizes:

Fy = I +Hy Fu = I +Hu (3.6)

• Sistema internamente estável (Maciejowski, 1989): um sistema de controle,

cuja matriz função de transferência é G(s), é dito internamente estável se, e

somente se, a matriz G(s) é exponencialmente estável.

• Matriz exponencialmente estável (Maciejowski, 1989): uma matriz é dita ex-
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ponencialmente estável se, e somente se, ela é própria e não possui pólos no

semi plano direito (SPD).

• Estabilidade (Stein e Athans, 1987): é a habilidade de um sistema em apre-

sentar sáıdas limitadas para toda entrada e perturbações limitadas.

• Desempenho (Stein e Athans, 1987): é a habilidade de um sistema em seguir

a referência, a despeito das perturbações, mantendo pequeno o erro.

• Robustez (Stein e Athans, 1987): é a habilidade de um sistema em manter suas

caracteŕısticas de estabilidade e de desempenho na presença de incertezas no

modelo da planta.

• Freqüência de cruzamento de ganho (Maciejowski, 1989): ωc é a freqüência

para a qual o ganho de malha aberta é unitário (0 dB).

• Largura de faixa (Maciejowski, 1989): ωb definida como a menor freqüência

para a qual tem-se

|T (ωb)| =
1√
2
|T (0)| (3.7)

onde T é a função transferência de malha fechada do sistema, definida mais

adiante. A grosso modo, a largura de faixa é inversamente proporcional ao

tempo de resposta do sistema. Ou seja, diminuindo-se a largura de faixa ωb, o

sistema torna-se mais lento. Para sistemas de multiplas entradas e multiplas

sáıdas (MIMO), ωb é definida em relação ao menor valor singular de T . Em

geral ωb é próxima de ωc, valendo a relação:

ωc ≤ ωb ≤ 2ωc (3.8)

3.1.2 Ganhos Principais

Apresentam-se aqui os conceitos e propriedades dos ganhos principais de uma matriz.

Os ganhos principais, como se verá nos caṕıtulos seguintes, desempenham um papel

importante para controle de sistemas MIMO. De um modo geral, os ganhos de uma

matriz (que são uma grandeza escalar) estão relacionados a idéia do tamanho desta

matriz. Assim, uma matriz complexa será considerada pequena se o maior de seus
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ganhos principais for pequeno; da mesma forma, esta matriz será considerada grande

se o menor de seus ganhos principais for grande, Stein e Athans (1987).

Se ‖x‖ denota a norma euclidiana do vetor x, então a “norma espectral” ou “norma

de Hilbert” da matriz G é (Maciejowski, 1989):

σ̄ = ‖G‖s = sup
‖Gx‖
‖x‖

(3.9)

Onde σ̄2 é o máximo autovalor de GHG (ou de GGH conforme a dimensão de G). As

ráızes quadradas dos autovalores de GHG, σ, são chamadas de “valores singulares

de G”. Se, ao invés de G, tem-se G(s), então estes valores singulares (σ(s)) são

chamados de “ganhos principais de G(s)”. Algumas das principais propriedades dos

ganhos principais são apresentadas a seguir (Maciejowski, 1989):

σ(A) = σ̄(A−1)−1 (3.10a)

σ̄(A) = σ(A−1)−1 (3.10b)

σ̄(αA) = |α| σ̄(A) (3.10c)

σ̄(A+B) ≤ σ̄(A) + σ̄(B) (3.10d)

σ̄(AB) ≤ σ̄(A)σ̄(B) (3.10e)

max {σ̄(A), σ̄(B)} ≤ σ̄ ([A B]) ≤
√

2 max {σ̄(A), σ̄(B)} (3.10f)

n∑
i=1

σ2 = Tr(AHA) (3.10g)

max(0, σ̄(A)− 1) ≤ σ̄(A+ I) ≤ σ̄(A) + 1 (3.10h)

max(0, σ(A)− 1) ≤ σ(A+ I) ≤ σ(A) + 1 (3.10i)
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3.1.3 Normas ‖G‖2 e ‖G‖∞

Como visto no item anterior os ganhos principais de uma matriz G(s) dão uma

informação sobre o tamanho da matriz para um espectro de freqüências, ou sobre

o ganho asssociado a um canal de entrada e sáıda do sistema cuja função de trans-

ferência é a matriz G(s). No entanto, é util ter-se uma medida para que este ganho

seja independiente da freqüência (Maciejowski, 1989). Duas destas medidas são as

normas operadoras ‖G‖2 e ‖G‖∞ definidas a seguir:

‖G‖2 =

{
1

2π

∫ ∞

−∞
Tr(GHG)dω

}1/2

(3.11)

‖G‖∞ = sup
ω
σ̄(G) (3.12)

Estas normas são chamadas de operadoras porque, quando relacionadas à matriz

de função de transferência de um sistema, indicam a amplificação que este sistema

opera nos sinais de entrada ao transformá-los em sinais de sáıda. Considerando-se

o sistema definido por equação (3.2) e equação (3.3), supondo D = 0 e u um rúıdo

branco pode-se mostrar que, (Maciejowski, 1989):

E
{
yTy
}

= ‖G‖2 (3.13)

Ou seja, ‖G‖2 indica o ganho de potência de y. Quando esta norma é aplicada a um

sinal, por exemplo, substituindo-se G por u na equação (3.11) - u sendo um sinal

qualquer, tem-se (pelo Teorema de Parseval):

‖u‖2 =
1

2π

{∫ ∞

0

uTudt

}1/2

(3.14)

Ou seja, a equação (3.14) indica a energia do sinal u. O significado da ‖G‖∞ pode

ser entendido através da relação, (Maciejowski, 1989):

sup
ω

(
‖y‖2

‖u‖2

)
= ‖G‖∞ (3.15)
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sendo u limitado e G(s) assintoticamente estável, própria e sem pólos no eixo ima-

ginário. Ou seja, ‖G‖∞ indica o maior aumento de energia que pode ocorrer entre

a entrada e a sáıda de um sistema. O valor desta norma pode ser lido diretamente

num gráfico tal como mostrado na figura (3.2), ‖G‖∞ é o valor do pico indicado por

Mr.

Figura 3.2: Ganhos Principais de G.

3.2 Controle de Sistemas MIMO

3.2.1 Introdução

Pretende-se, neste item, estabelecer os fundamentos da teoria de controle necessários

para o entendimento mais completo dos métodos de projeto a serem aplicados no

controle de atitude do satélite. O sistema apresentado na figura (3.1) será tomado

como referência para as análises subsequentes.

Os requisitos de controle podem ser definidos como, Maciejowski (1989):

• Sensibilidade (minimizar os efeitos das perturbações d, minimizando o erro e);

• Rejeição a rúıdos (minimizar os efeitos dos rúıdos m);

• Acompanhamento do sinal de referência (maximizar a habilidade do sistema

em seguir r);
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• Minimização da energia do controlador.

O emprego de realimentação nos sistemas de controle, ou seja, o projeto de sistemas

de compensador K, visa satisfazer os três primeiros requisitos dados acima (Safonov

e Athans, 1977). Estas propriedades podem ser modificadas por alterações direita-

mente aplicadas sobre a malha aberta do sistema. As respostas a comando tais como

a função impulso, por exemplo, podem ser convenientemente acertadas através so

projeto do pré-filtro P . Na verdade, este projeto pode ser feito independiente do

projeto do compesador K. Como este trabalho visa as caracteŕısticas de malha fe-

chada do sistema (estabilidade, sensibilidade e robustez), a atenção é voltada apenas

para o compensador K. Sendo assim, o controlador da figura (3.1) é constitúıdo ex-

clusivamente pelo compensador K, razão pela qual no decorrer deste trabalho não

se faz distinção entre os termos “controlador”e “compensador”. Na análise subse-

quente considera-se que o rúıdo m e as perturbações d são desconhecidos. Em geral,

(Maciejowski, 1989) m é tratado como um processo estocástico com uma certa den-

sidade espectral de potência, restrita a um espectro de freqüência. Supõe-se que as

perturbações d representam as perturbações exógenas ao sistema e aquelas devidas

as imprecisões do modelo.

3.2.2 Relações Fundamentais

Com relação à figura (3.1) tem-se:

y = d+GK(Pr −m− y) (3.16)

Portanto

(I +GK)y = d+GK(Pr −m) (3.17)

Convém notar o aparecimento do termo (I + GK) que representa a diferença de

retorno na sáıda da planta. Definindo-se, Maciejowski (1989):

S = F−1 = (I +GK)−1 (3.18)

T = (I +GK)−1GK = SGK (3.19)
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sendo S a “função sensibilidade” e T a “função sensibilidade complementar” ou

função transferência de malha fechada, pode-se escrever equação (3.17) como:

y = Sd+ TPr − Tm (3.20)

Neste ponto pode-se ver que o projeto de pré-filtro relaciona-se apenas com os

parâmetros de malha aberta. Ou seja, o pré-filtro age diretamente nos comoando

de referência e não interfere nos efeitos das funções indesejadas d e m, pertinentes

na malha fechada. Em aplicações práticas (Maciejowski, 1989), considera-se primei-

ramente P = I e projeta-se K visando apenas as caracteŕısticas de S e T . Depois,

num segundo passo, projeta-se P para o compensador K já projetado. Daqui por

diante, considera-se então P = I no sistema mostrado na figura (3.1). Assim equação

(3.20) passa a ser,

y = Sd+ Tr − Tm (3.21)

De equação (3.18) e equação (3.19) vê-se que as funções sensibilidade S e sensibili-

dade complementar T são interdependentes, estando vinculadas por:

S + T = I (3.22)

Da figura (3.1) tem-se:

u = K(r −m− d−Gu) (3.23)

Considerando-se a diferença de retorno na entrada da planta dada por Fu = I+KG,

então equação (3.23) pode ser escrita como:

Fuu = K(r −m− d)

u = F−1
u K(r −m− d) (3.24)

Ainda da figura (3.1), considerando-se equação (3.18), tem-se:

e = r − d−Gu−m

e = S(r − d−m) (3.25)
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3.2.3 Requisitos de Controle em Termos de Ganhos Principais

Analisando-se as equações (3.21), (3.24) e (3.25), en função da teoŕıa exposta sob

ganhos principais, pode-se estabelecer os requisitos de projeto em termos de ganhos

principais das matrizes S e T :

a) Sensibilidade: Manter S pequena, ou seja, manter σ̄(S) pequeno.

b) Rejeição a rúıdos: Manter T pequena, ou seja, manter σ̄(T ) pequeno.

c) Acompanhamento do sinal de referência: Manter T grande, ou seja, manter

σ(T ) grande.

d) Minimizar a energia de controle: Manter F−1
u K pequena, ou seja, σ̄(F−1

u K)

pequeno.

Considerando-se o equilibrio que deve existir entre S e T dado por equação (3.22),

conclui-se que os requisitos acima são conflitantes: b) conflita com a); c) conflita

com b); e d) conflita com a) e c) - como será mostrado a seguir. A solução destes

conflitos consiste em moldar os ganhos de S e T convenientemente, de modo que S e

T sejam “grandes” ou “pequenas” em determinadas faixas de freqüência, mantendo

sempre válido o v́ınculo (3.22). A figura (3.3) mostra uma representação esquemática

desta solução. Usualmente, o espectro das perturbações d e do sinal de referência

r restringem-se a baixas freqüências, sendo portanto conveniente ter S pequena e

T grande nesta faixa (Maciejowski, 1989). Os rúıdos de medida, em geral, ocorrem

em altas freqüências, tornando conveniente que T seja feita pequena acima de uma

certa freqüência (largura de faixa).

A seguir os conflitos entre os requisitos serão analisados em detalhes. Em vários

pontos desta análise faz-se uso da relação:

A(I + A)−1 = (I + A)−1A = I − (I + A)−1 = (I + A−1)−1

a) Sensibilidade:

σ̄(S) = σ̄((I +GK)−1) = (σ(I +GK))−1
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Figura 3.3: Representação esquemática das formas desejadas para S e T ..

σ̄(S) ≤ (σ(GK))−1

σ̄(S) ≈ 0 se σ(GK) for grande (3.26)

b) Rejeição de rúıdos:

σ̄(T ) = σ̄(I − (I +GK)−1)−1 = (σ(I + (GK)−1))−1

σ̄(T ) ≈ 0 se σ̄(GK) for pequeno (3.27)

c) Acompanhamento da referência:

σ(T ) = σ(I − (I +GK)−1)−1

σ(T ) ≈ 1 se (I +GK)−1 ≈ 0 (3.28)

d) Energia de controle:

F−1K = (I +KG)−1K = σ̄(K)(σ(F ))−1

F−1K ≈ 0 se σ(F ) >> σ̄(K) o que implica em

(σ̄(K))−1 + σ̄(G) >> 1
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F−1K ≈ 0 se σ̄(G) ou σ̄(K) for pequeno (3.29)

Das expressoes anteriores pode-se resumir os requisitos de projeto em termos de

ganhos de malha aberta:

a) Sensibilidade: σ(GK) grande;

b) Rejeição a rúıdo: σ̄(GK) pequeno;

c) Acompanhamento da referência: σ(GK) grande;

d) Energia de controle: σ̄(K) pequeno.

Os conflitos entre os requisitos para malha aberta são tratados da mesma forma

que os de malha fechada. Para baixas freqüências faz-se GK grande para al-

tas freqüências faz-se GK pequeno. A figura (3.4) mostra uma representação es-

quemática destes requisitos.

Figura 3.4: Especificações t́ıpicas para um GK Multivariável.
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CAṔITULO 4

MÉTODO LQG/LTR

Neste caṕıtulo apresenta-se o método LQG/LTR. O método LQG é analisado, pri-

meiramente, formando a base para um melhor entendimento do método LQG/LTR.

Este último é tratado em detalhes, terminando com sua aplicação sobre no sistema

modelado. O controlador é projetado no domı́nio da freqüência, sendo seu desempe-

nho analisado no domı́nio do tempo.

4.1 Introdução

O método LQG/LTR baseia-se na teoria LQG, propiciando ao projetista a possi-

bilidade de moldar os ganhos principais da razão de retorno da planta (na entrada

ou na sáıda) objetivando satisfazer os requisitos de desempenho e de robustez es-

pecificados. Para que este metodo possa ser completamente entendido, faz-se uma

pequena apresentação do problema LQG e de sua solução. Este trabalho, restringe-

se apenas à apresentação das considerações e resultados mais importantes para a

apresentação do método LQG/LTR. Desde sua proposição original (Stein e Athans,

1987) o problema do LQG passou por uma importante evolução de interpretação.

Os diversos parâmetros envolvidos (covariâncias dos rúıdos e funções pesos), antes

manipulados de modo a se obter uma minimização de erros quadráticos, passaram a

ser interpretados como parâmetros “sintonizadores”, ou “dispositivos para moldar”

as funções de transferências tomadas em determinadas pontos da malha visando

obter as melhores caracteŕısticas de sensibilidade e desempenho.

4.2 O Problema do LQG

Dado o sistema da figura (4.1), onde G é a função de transferência da planta, o

problema do LQG pode ser colocado (Maciejowski, 1989) como sendo o de se calcular

uma lei de controle que mantenha o sistema estável e minimize um critério de erros

quadráticos. Embora em todas as figuras deste capitulo apareça o sinal de referência

r, este é sempre tomado como sendo nulo, ou seja, os sistemas de controle são do

tipo regulador.

61



Figura 4.1: Sistema Planta Controlador.

Assim sendo, dado o sistema da figura (4.1), representado na forma de variáveis de

estado, deseja-se minimizar a função custo:

ẋ = Ax+Bu+ Γν1 (4.1a)

y = Cx+ ν2 (4.1b)

J = limE

{∫ ∞

0

(
zTQz + uTRu

)
dt

}
(4.2)

onde

z = Mx (4.3)

Onde x é o vetor de estado, u o vetor de sinais de controle e y é o vetor de sáıdas

observadas corrompidas por ν2; ν1 e ν2 são rúıdos brancos (processos estocásticos

gaussianos com média zero) não correlacionados no tempo e não correlacionados

entre śı, tendo as covariâncias:

E
{
ν1ν

T
1

}
= W ≥ 0 E

{
ν2ν

T
2

}
= V > 0 E

{
ν1ν

T
2

}
= 0 (4.4)

Q ≥ 0 R > 0 (4.5)

O vetor z é uma combinação dos estados e Q e R são matrizes pesos. Estando o

sistema sujeito a incertezas e perturbações da planta e rúıdos na observação da sáıda,

62



a filosofia do projeto do controlador K pode ser estruturada (Athans, 1971) em três

passos:

• Projeto ou análise determińıstica do problema do controle;

• Projeto ou análise do problema de estimação estocástica do estado;

• Projeto de um sistema de controle estocástico.

Figura 4.2: Estrutura básica do Sistema de Controle LQG.

A figura (4.2) mostra a configuração básica do sistema do controle utilizado.

A solução do problema do LQG é conseguida pelo uso do prinćıpio da separação que

possibilita a separação do problema original em dois problemas:

• Problema 1.- Obter uma estimatima ótima x̂ do estado x de modo que

E
{

(x− x̂)T (x− x̂)
}

seja minimizado. Este “sub-problema” é resolvido pelo

uso de um filtro de Kalman-Bucy, ignorando-se completamente o problema do

controle.

• Problema 2.- Obter o controlador para o problema Linear quadrático deter-

mińıstico (daqui por diante chamado de “regulador linear quadrático” - LQR,

considerando-se a referência r=0), fazendo-se uso da estimativa x̂ como se esta

fosse a exata medida do estado x, ignorando-se completamente os aspectos
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estocásticos do problema. Ou seja, determinar a lei de controle que minimize

o custo determińıstico:

J =

∫ ∞

0

(
zTQz + uTRu

)
dt (4.6)

cujo v́ınculo é:

ẋ = Ax+Bu (4.7)

Figura 4.3: Estrutura do Filtro de Kalman-Bucy.

A solução do Problema 1 consiste na determinação da matriz ganho Kf . A estrutura

do filtro de Kalman-Bucy é mostrada na figura (4.3).

A matriz de ganho Kf é dada por (Athans, 1971):

Kf = PfC
TV −1 (4.8)

onde Pf satisfaz a equação algébrica de Riccati

PfA
T + APf − PfC

TV −1CPf + ΓWΓT = 0 (4.9)

Pf = P T
f ≥ 0

O Problema 2 consiste na determinação da matriz de realimentação do estado

(“state-feedback matrix”) Kc do LQR, cuja estrutura é apresentada na figura (4.4).
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Figura 4.4: Estrutura do Regulador LQR.

O LQR tem sua solução dada por (Athans, 1971):

u = −Kcx (4.10)

sendo a matriz de realimentação do estado Kc dada por:

Kc = R−1BTPc (4.11)

onde Pc satisfaz a equação algébrica de Riccati:

ATPc + PcA− PcBR
−1BTPc +MTQM = 0 (4.12)

Pc = P T
c ≥ 0

Pode-se notar da equação (4.9) que Pf não depende do problema do controle (isto é,

não depende das matrizes Q e R). Analogamente, da expressão (4.12) vê-se que Pc

não depende da parte estocástica do problema geral (relacionada as matrices W e V).

As matrizes Kf e Kc existem e o sistema em malha fechada é internamente estável se

as realizações no espaço de estados (A,B,Q1/2M) e (A,ΓW 1/2, C) são estabilizáveis

e detectáveis (Maciejowski, 1989), isto é, quaisquer modos não controláveis ou não

observáveis são assintoticamente estáveis. Numa aplicação comum do método LQG

os parâmetros W , V , Q e R são usados e especificados apriori, de acordo com seus

significados f́ısicos (rúıdo da dinâmica, rúıdo de medida, ponderação de estados e
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ponderação do controle) no funcional custo a ser minimizado. No método LQG/LTR

a otimização do funcional é substituida, como objetivo, pela busca do equiĺıbrio entre

as funções sensibilidade S e sensibilidade complementar T , sendo os parâmetros

citados acima manipulados livremente, independentes de seus significados f́ısicos.

4.2.1 Propriedades da Solução do LQG

Neste parágrafo analisa-se a solução LQG quanto as suas propriedades de estabili-

dade e de robustez. Cada um dos projetos associados aos dois sub-problemas (projeto

de estimador de estados e projeto do controlador determińıstico) é analisado sepa-

radamente. Então, as mesmas propriedades são analisadas para o sistema resultante

da junção destes projetos.

Estabilidade

Para a análise do LQR, substitue-se a equação (4.10) na equação (4.7) obtendo-se:

ẋ = (A−BKc)x (4.13)

que representa a equação de malha fechada do sistema. Pode-se mostrar (Kwaker-

naak e Sivan, 1972) que os autovalores de (A−BKc) estão no SPE, caracterizado o

sistema LQR como assintoticamente estável. Da figura (4.3) obtém-se a equação do

filtro de Kalman-Bucy:

˙̂x = (A−KfC) x̂+Bu+Kfy (4.14)

Pode-se mostrar (Kwakernaak e Sivan, 1972) que os autovalores de (A−KfC) estão

no SPE, caracterizando o filtro como sendo assintoticamente estável. Da figura (4.2)

e considerado-se os ruidos ν1 e ν2 conforme as equações (4.1a) e (4.1b) pode-se obter

a equação do sistema completo:

[
ẋ
˙̂x

]
=

[
A −BKc

KfC A−KfC −BKc

]
·

[
x

x̂

]
+

[
Γν1

Kfν2

]
(4.15)
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Definindo-se ε como o erro da estimação do estado:

ε = x− x̂ (4.16)

pode-se reescrever (4.15) como:

[
ẋ

ε̇

]
=

[
A−BKc BKc

0 A−KfC

]
·

[
x

ε

]
+

[
Γν1

Γν1 −Kfν2

]
(4.17)

Como o estado de (4.17) é obtido a partir de uma transformação linear das equações

de estado de (4.15), seus autovalores são os mesmos de (4.15). A equação carac-

teŕıstica do sistema (4.17) é dada por:

(A−BKc) (A−KfC) (4.18)

ou seja, é o produto das equações caracteŕısticas do controlador determińıstico ótimo

e do filtro de Kalman-Bucy. Assim, os autovalores do sistema completo (LQR + fil-

tro) são compostos pela união dos autovalores do filtro e do LQR (todos no SPE).

Portanto, Como os dois projetos são assintoticamente estáveis, então o sistema com-

pleto é, também, assintoticamente estável.

Robustez

Novamente analiza-se o filtro e o controlador determińıstico separadamente. Para o

controlador determińıstico, pode-se ver da figura (4.4), que a razão de retorno na

entrada Hc pode ser calculada como (r=0):

u = −Kcx sx = Ax+Bu+ y − Cx

no LQR, considerando sem a parte estocástica, y − Cx = 0 (pois, x̂ = x) de modo

que:

sx = Ax+Bu ou x = (sI − A)−1Bu

u = −Kc(sI − A)−1Bu
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Hc = Kc(sI − A)−1B (4.19)

Lembrando-se que a diferença de retorno na entrada da planta é Fc = I+Hc, então:

Fc = I +Kc(sI − A)−1B (4.20)

Definindo-se

Gc = M(sI − A)−1B (4.21)

sendo M dado conforme (4.2), então a equação (4.20) pode ser transformada (Ma-

ciejowski, 1989) em:

FH
c RFc = R +GH

c QGc (4.22)

R e Q conforme a equação (4.4). De onde pode-se ver que:

FH
c RFc ≥ R (4.23)

supondo-se (Safonov e Athans, 1977) que R = ρI, então a equação (4.23) passa a

ser dada por:

FH
c Fc ≥ I (4.24)

Ou seja,

σ(Fc) ≥ 1 (4.25a)

σ̄(F−1
c ) ≤ 1 (4.25b)

A partir da equação (4.25b) tem-se que:

σ̄
(
Hc (I +Hc)

−1) = σ̄
(
I − F−1

c

)
σ̄
(
Hc (I +Hc)

−1) ≤ 1 + σ̄
(
F−1

c

)
σ̄
(
Hc (I +Hc)

−1) ≤ 2 (4.26)

Para um sistema SISO, as expressões (4.25a) e (4.26) implicam, respectivamente:

|1 +Hc| ≥ 1 (4.27)
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∣∣∣∣ Hc

1 +Hc

∣∣∣∣ ≤ 2 (4.28)

A expressão (4.27) indica que o grafico de Nyquist do sistema passa fora do circulo

de raio unitário e centro em -1+j0. A expressão (4.28) significa que o gráfico de

Nyquist passa fora do ćırculo de M=2 (centro em -4/3+j0 e raio = 2/3). Ou seja,

o LQR tem margem de fase de 60 graus e margem de ganho de, pelo menos, 6 dB.

Com estas caracteŕısticas, pode-se concluir que o LQR possui boa robustez, quando

analizado separadamente. Considerando-se agora, o filtro de Kalman-Bucy tal como

apresentado na figura (4.3), obtem-se a razão de retorno Hf e a diferença de retorno

Ff na entrada da função Kf a partir das equações:

y∗ = Cx̂

sx̂ = Ax̂+Bu+Kfy
∗

Como no filtro, considerado sem a parte do controle, u=0, então:

x̂ = (sI − A)−1Kfy
∗

y∗ = C (sI − A)−1Kfy
∗

Portanto, a razão de retorno e a diferença de retorno, são respectivamente:

Hf = −C(sI − A)−1Kf (4.29)

Ff = I + C(sI − A)−1Kf (4.30)

Como as equações do filtro (4.8) e (4.9) são duais as equações do controlador (4.11)

e (4.12) e também (4.29) e (4.30) são semelhantes as equações (4.19) e (4.20),

procedendo-se da mesma forma que para o LQR pode-se concluir que o filtro de

Kalman-Bucy também possui boas caracteŕısticas de robustez, quando analizado

separadamente.

Como os dois projetos (filtro e controlador) quando considerados isoladamente apre-
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sentam boas caracteŕısticas de robustez, seŕıa de se esperar que o sistema formado

pela junção destes dois projetos também apresentarse robustez igualmente boa. No

entanto, como provado por Doyle (1978), o sistema completo, formado pelo filtro

de Kalman e pelo controlador determińıstico não mantém as boas caracteŕısticas de

robustez apresentadas isoladamente, pelo filtro e pelo controlador.

4.2.2 Recuperação das Propriedades de Robustez

O método LQG/LTR, através da manipulação dos parâmetros “sintonizadores”,

possibilita, para o sistema final (regulador + filtro), que as caracteŕısticas próprias

do regulador ótimo ou do filtro sejam recuperadas (pelo menos aproximadamente)

na sáıda ou na entrada da planta (Stein e Athans, 1987).

Considerando o sistema tal como apresentado na figura (4.1) vê-se que a razão de

retorno na entrada da planta (ponto 1) é dada por:

u = Ke e = y

u = Ky y = Gu (4.31)

u = KGu

R1R1 = KG (4.32)

A função de transferência da planta é dada por:

G = C(sI − A)−1B +D

Considerando-se a planta como estritamente própria, isto é, D=0, então G passa a

ser:

G = C(sI − A)−1B (4.33)

Ou seja,

y = C(sI − A)−1Bu (4.34)
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A função de transferência do controlador K é obtida considerando-se a figura (4.2):

u = −Kcx̂ (4.35)

sx̂ = Ax̂+Bu−Kf (Cx̂− y)

sx̂ = Ax̂−BKcx̂−KfCx̂+Kfy

x̂ = (sI − A+BKc +KfC)−1Kfy

u = −Kc(sI − A+BKc +KfC)−1Kfy (4.36)

Substituindo-se as equações (4.34) e (4.36) na equação (4.31) obtém-se a razão de

retorno na entrada da planta (ponto 1 da figura (4.2)):

R1R1 = KG = Kc(sI − A+BKc +KfC)−1KfC(sI − A)−1B (4.37)

No entanto, a razão de retorno calculada no projeto do controlador é aquela dada

por (4.19), que corresponde a razão de retorno tomada no ponto 2 da figura (4.2).

A expressão (4.19) representa a razão de retorno que encerra as caracteŕısticas de-

sejadas para o sistema de controle, enquanto a expressão (4.37) representa a razão

de retorno de fato exibida pelo sistema. Comparando-se (4.19) com (4.37) pode-se

ver que estas são bastantes diferentes. Em śıntese, o método LQG/LTR faz com que

a razão de retorno calculada no ponto 1 (razão de retorno real) se aproxime, tanto

quanto for posśıvel, da razão de retorno calculada no ponto 2 (razão de retorno

desejada).

Os passos que se seguem são aplicáveis somente para os seguintes casos: Quando as

propriedades de estabilidade querem ser garantidas na sáıda da planta, projeta-se

nossa função objetivo baseado no filtro de Kalman e é necessário assumir que o

modelo da planta é de fase não mı́nima e que têm pelo menos tantas sáıdas como

entradas. Alternativamente, se as propriedades de robustez querem ser garantidas

na entrada da planta, projeta-se primeiro o controlador LQR e também é necessário

assumir que a planta seja de fase mı́nima mas esta vez, a planta deve ter tantas
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entradas como sáıdas (Skogestad e Postlethwaite, 1996). Uma aplicação do método

LQG/LTR em sistemas de fase não mı́nima é apresentada em (Stein e Athans, 1987).

Definindo-se

φ = (sI − A)−1

ψ = (sI − A+BKc)
−1

as expressões (4.19) e (4.37) podem ser escritas (Maciejowski, 1989), respectiva-

mente, como:

Hc = KcφB (4.38)

KG = KcψKf (I + CψKf )
−1CφB (4.39)

Fazendo-se com que a matriz de covariância W (originalmente representado as per-

turbações da planta) seja dada por:

W = qI (4.40)

onde q é un parâmetro real positivo, e substituindo em (4.9) obtém-se:

PfA
T

q
+
APf

q
− PfC

TV −1CPf

q
+

ΓWΓT

q
= 0 (4.41)

Pode ser mostrado (Kwakernaak e Sivan, 1972) que:

lim
Pf

q
= 0 quando q →∞ (4.42)

A expressão (4.42) mostra que, com o aumento de q, a covariância do erro de es-

timação Pf aumenta menos que a covariância das perturbações do estado W , ou seja,

o filtro está seguindo a trajetória do estado relativamente bem. Fazendo-se Γ = B,
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então das equações (4.41) e (4.42) vê-se:

lim

(
PfC

TV −1CPf

q

)
= BBT quando q →∞ (4.43)

Ou seja, quando q tende a ∞ (Maciejowski, 1989) tem-se:

Kf = PfC
TV −1 =

√
qBV −1/2 (4.44)

Substituindo-se (4.44) em (4.39) pode ser mostrado (Maciejowski, 1989) que:

lim
q→∞

KG = −KcφB (4.45)

Ou seja, quando q é aumentado (teoricamente para grandes valores) a razão de

retorno apresentada pelo sistema (ponto 1 da figura (4.2)) tende à razão de retorno

desejada e previamente projetada (ponto 2 da figura (4.2)).

4.2.3 O Método LQG/LTR

O método LQG/LTR tal como apresentado em (Maciejowski, 1989) ou (Stein e

Athans, 1987) pode ser aplicado através de dois passos:

• Caso 1.- Razão de retorno desejada na entrada da planta:

Passo 1) Projetar o LQR isoladamente (isto é, sem considerar a parte es-

tocástica do problema), manipulandoas matrizes pesos Q e R de modo a atin-

gir a razão de retorno desejada (4.19) na entrada da planta. A razão de retorno

desejada é função dos requisitos de sensibilidade e robustez especificados. Este

projeto pode ser feito a partir da análise da malha aberta ou de malha fechada.

Passo 2) “Ajustar” um filtro de Kalman-Bucy, com Γ = B, V = I, W = qI,

aumentando-se q até que a razão de retorno de entrada da planta compensada

se aproxime à −Kc(sI−A)−1B sob um suficiente largo intervalo de freqüências.

Alternativamente pode-se fazer Γ = B, W = I, V = ρI, sendo o ajuste
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conseguido a través da diminuição de ρ.

• Caso 2.- Razão de retorno desejada na sáıda da planta:

Passo 1) Projetar o filtro de Kalman-Bucy manipulando as matrizes de co-

variância W e V de modo a obter a razão de retorno desejada na sáıda da

planta −C(sI − A)−1Kf de acordo comos requisitos de sensibilidade e robus-

tez especificados.

Passo 2) Ajustar o LQR, com M = C, R = I e Q = qI, aumentando-se q

de modo que a razão de retorno na sáıda da planta compensada se aproxime

suficientemente da razão de retorno desejada. Alternativamente pode-se fazer

M = C, Q = I e R = ρI sendo o ajuste conseguido pela diminuição de ρ.

Algumas considerações podem ser feitas sobre como as matrices W e V (ou Q e

R) podem ser ajustadas de modo que a razão de retorno desejada seja obtida (na

sáıda ou na entrada da planta). Tome-se como exemplo o Caso 2, razão de retorno

desejada na sáıda da planta (para o Caso 1 o racioćınio é análogo pois as equações

são duais). Seja, então, o filtro de Kalman-Bucy tal como apresentado na figura (4.3),

notando-se que r = 0 (sistema regulador) e u = 0 (filtro tomado separadamente).

Considerando-se o rúıdo de medida ν, tal como apresentado na figura(4.1), e M = C

na equação (4.2) o sistema pode ser representado tal como mostrado na figura (4.5a).

Figura 4.5: Filtro de Kalman con rúıdos de medida: a) Representação conforme
figura (4.3); b) Representação na forma de um sistema com reali-
mentação.
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Como o rúıdo ν é não correlacionado com o sinal γ, então as propriedades es-

tocásticas de γ não são alteradas se o sinal passa a ser tal como mostrado na fi-

gura (4.5b). Pode-se identificar, então, que a estrutura mostrada na figura (4.5b)

representa um sistema de realimentação, cuja referência é o sinal z (dado conforme

a equação (4.2)), estando sujeito aos erros de medida ν. Sabe-se que para aumentar

a largura de faixa deste sistema (ou seja, para aumentar a velocidade de resposta

de filtro) deve-se aumentar o ganho da malha fechada. Das equações (4.40) e (4.44)

tem-se:

KfK
T
f = ΓWΓTV −1 (4.46)

Ou seja, para que se obtenha um aumento (uma diminuição) no ganho Kf deve-se

aumentar (diminuir) W relativamente a V . Na prática, este ajuste faz com que o

filtro seja “acelerado” ou “desacelerado” no sentido de acompanhar o estado. No

entanto, as variações relativas de W e V modificam apenas a largura de faixa do

sistema (aumentando-a ou diminuido-a) influenciando muito pouco, a forma das

curvas dos ganhos principais.

A partir da equação (4.35) pode-se identificar a realização do controlador completo

(filtro + regulador) como sendo (Ak, Bk, Ck, Dk), onde:

Ak = A−BKc −KfC (4.47a)

Bk = Kf (4.47b)

Ck = −Kc (4.47c)

Dk = 0 (4.47d)
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CAṔITULO 5

SIMULAÇÕES

Neste caṕıtulo mostra-se a importância de se empregar uma lei de controle que

considere a realimentação dos componentes flex́ıveis do sistema. Para melhorar o

desempenho e a performance da lei de controle empregada utiliza-se a técnica de

controle Linear Quadratic Gaussian/Loop Transfer Recovery (LQG/LTR). A con-

figuração do satélite é composta de 2 apêndices flex́ıveis (tipo viga), sendo consi-

derado apenas os dois primeiros modos de vibração. Não esta-se considerando o

movimento de translação da estrutura, nosso interese é voltado ao controle de ati-

tude. A planta assim constituida possui duas entradas (torques que atuam sob as

acelerações angulares nos eixos “Y” e “Z”) e quatro sáıdas (deslocamentos angula-

res e suas respectivas taxas de variação nos eixos “Y” e “Z”). As condições iniciais

empregadas ao longo deste trabalho são θy0 = 3 graus, θz0 = 0 graus, θ̇y0 = 0.01 e

θ̇z0 = 0.02 graus/seg, os valores, certamente, são pequenos mas isso cumpre nossa

consideração feito no modelagem ( o modelo é válido só para pequenos angulos e

taxas de variação).

5.1 Importancia das Coordenadas Flex́ıveis

O controle de orientação de uma estrutura espacial flex́ıvel pode ser comprometido

se a lei de controle não considera os componentes flex́ıveis da estrutura, isto é, a lei

de controle só tem realimentação dos estados ŕıgidos (ângulo e velocidade angular).

A figura (5.1) mostra este fenômeno. Observa-se que pasados os 100 primeiros se-

gundos nenhum dos quatro estados alcança um estado estável. Observa-se que neste

caso utiliza-se a técnica, conhecida como LQR (Linear Quadratic Regulator) com

realimentação só de estados ŕıgidos.

Agora conhecendo o efeito que pode causar menosprezar a flexibilidade, vamos supor

que todos os componentes flex́ıveis estão dispońıveis para a realimentação, na figura

(5.2) nossa lei de controle utiliza estas coordenadas.

Neste caso, em um tempo menor de 50 segundos todos os estados alcançam seu

estado estacionario, mas devemos lembrar que o fato de que todos os estados estão
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Figura 5.1: Lei de controle considerando as partes rigidas só atuando sob a estru-
tura flex́ıvel.

dispońıveis é um caso irreal, não acontece na realidade. A figura (5.2) fica então

como uma referência de como seria o controlador ideal.

Afim de resolver o problema dos estados não dispońıveis (coordenadas flex́ıveis),

propõe-se a seguinte solução: baseado nas medidas dos componentes ŕıgidos, fazer

uma estimativa de todos os estados e estes novos estados estimados inseri-los na

realimentação como se fossem os estados reais e assim recair no caso anterior. O

resultado do controle com realimentação de estados estimados mostra-se na figura

(5.3). Neste caso os estados flex́ıveis foram estimados por um filtro de Kalman

que associado ao LQR anterior constitui a técnica conhecida como LQG (Linear

Quadratic Gaussian).

Note-se que com os estados estimados as respostas obtidas são um ponto medio

entre o primeiro e segundo casos, as sáıdas alcançam o estado estacionário mas a
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Figura 5.2: Lei de controle considerando as componentes ŕıgidas e flex́ıveis.

resposta é um pouco demorada e os valores maximos dos sobrepicos são maiores que

no segundo caso. Querendo melhorar a performance deste controlador, recorremos

ao método LQG/LTR.

5.2 Aplicação do Método LQG/LTR

Na aplicação do método LQG/LTR, adotou-se como um critério de projeto a

atribução de pesos unitarios as matrices Q e R, outros critérios empregados não

satisfazem nossas expectativas (obter uma largura de faixa em torno de 0.1 rad/seg

aproximadamente uma década abaixo da menor freqüência natural do sistema que

é 0.88 rad/s, trazia como conseqüência respostas demasiado demoradas). O sistema

deve apresentar boas caracteristicas de desempenho e de robustez. O projeto do

LQG/LTR considera as perturbações atuando na sáıda da planta, de modo que a

razão de retorno desejada é buscada na entrada da planta. Assim, a aplicação do
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Figura 5.3: Lei de controle considerando todos os estados estimados.

método se dará em seus dois passos:

1) Projeto do controlador LQR que forneça a razão de retorno desejada na en-

trada da planta. Isto será feito pela manipulação da matriz Q.

2) Ajuste da razão de retorno obtida na entrada de modo a recuperar as ca-

racteŕısticas de robustez da razão de retorno desejada (obtida no passo 1),

fazendo-se W = ρI, V = I (aumentando-se ρ até a recuperação satisfactoria).

5.2.1 Projeto do Controlador LQG/LTR

Os ganhos principais do sistema original são apresentados na figura (5.4), curva

c1. Observa-se que estas correspondem aos dois ganhos σ̄ e σ. Como se vê, estes

dois valores singulares são muitos próximos um do outro, conferindo ao sistema
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um comportamento similar ao de um sistema SISO. A matriz A do sistema apre-

senta autovalores nulos (pólos na origem do SPE). Estes pólos causam problemas no

estágio de recuperação das caracteŕısticas de robustez. Faz-se, então, uma pequena

alteração na matriz A, transportando seus autovalores nulos ligeiramente para a

esquerda do eixo imaginário. Assim dois elementos nulos da matriz A original são

substituidos por −ε. Os efeitos desta alteração para ε = 1× 10−9 são impercept́ıveis

nas curvas de ganho do sistema para a faixa de freqüências (entre 1× 10−4 e 1× 102

rad/seg), o intervalo de freqüências analiçado. Os ganhos do sistema alterado são

mostrados nas curvas c2 da figura (5.4).

Figura 5.4: Ganhos Principais de Malha Aberta.

Para o cálculo da matriz do ganho do controlador, a escolha das matrizes de pon-

deração são Q = I e R = I. Assim a matriz de ganhos é determinada por:

Kc = R−1BTPc (5.1)
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Onde Pc é a solução no regime estacionário da equação de Riccati. As curvas obtidas

para o regulador comKc são apresentadas na figura (5.4), identificadas por c3. Pode-

se observar as caracteristicas de sensibilidade em baixas freqüências (altos ganhos)

e isto ocorre porque na dinâmica da planta ja existem integradores puros, a inserção

de integradores adicionais não vai ser necessario.

5.2.2 Recuperação da Razão de Retorno na Entrada da Planta

Para o projeto do filtro de Kalman considera-se a matriz Γ como:

Γ =

[
06×1

16×1

]
(5.2)

a configuração da matriz Γ nos diz que esta-se inserindo somente ruidos nos ultimos

6 estados, ja que existe uma relação integral entre os 6 estados primeiros e os 6

ultimos.

A figura (5.5) mostra as curvas referenciais dos ganhos principais de malha aberta

(obtidas no passo 1, identificadas por c1) e as curvas obtidas no passo 2 para o valor

de q = 1000000000 (neste caso a ponderação para W ) identificadas con c2. Pode-se

ver que as curvas dos ganhos principais apresentados pelo sistema aproximam-se

bastante das curvas dos ganhos principais desejados.

Apresenta-se na figura (5.6) as curvas das funções S e T obtidas no projeto (curvas

finas) e as curvas da referência S∗ e T ∗ (curvas grossas). Deseja-se que a curva da

função “S” não exceda o valor de 2 dB garantindo assim propriedades de robustez

na sáıda frente à distúrbios ou perturbações.

As figuras (5.7) e (5.8), mostram a resposta no tempo do sistema e a figura (5.9)

apresenta as sinais de controle empregadas por cada eixo, para as condições iniciais

anteriormente especificadas.

Como esperava-se, o método LQG/LTR apresenta melhoras sob o método LQG,

as respostas são mais rápidas e com menores sobrepicos, e inclusive em algumas
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Figura 5.5: Recuperação dos Ganhos Principais de Malha Aberta.

situações o desempenho é muito similar ao método LQR mas paga-se o preço com

a energia de controle, mostra-se na figura (5.9) que a sinal de controle no método

LQG/LTR é maior que todos os outros métodos.

Revisando a expressão da lei de controle:

u = −Kcx̂ (5.3)

Deve-se lembrar que a expressão da lei de controle depende tanto do ganho Kc e dos

estados estimados, agora os ganhos do controlador são iguais para todos os casos,

entretanto, os estados estimados dependem do filtro, e o filtro depende dos valores

dos ganhos de filtro de Kalman. A tabela (5.1) mostra uma comparação entre os

ganhos do filtro do caso LQG e LQG/LTR e na tabela (5.2) apresenta-se os pólos

do filtro para cada caso.
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Figura 5.6: Ganhos principais de S e T obtidos, S∗ e T ∗ desejados.

Tabela 5.9: Comparação dos ganhos do filtro de Kalman.

Ganho de Kalman (Kf ) Ganho de Kalman (Kf )
Método LQG Método LQG/LTR

26.3895 −0.0000 3.2549 −0.0000
0.0000 26.3895 −0.0000 3.2549
0.3397 −0.0000 −0.0078 −0.0000
−0.0000 0.3397 −0.0000 −0.0078
−0.0063 −0.0000 0.0001 0.0000
0.0000 −0.0063 −0.0000 0.0001
3.0727 0.0000 0.7472 0.0000
0.0000 3.0727 0.0000 0.7472
0.0879 0.0000 0.3152 0.0000
0.0000 0.0879 0.0000 0.3152
−0.0016 0.0000 −0.0559 0.0000
−0.0000 −0.0016 0.0000 −0.0559





42.4547 0.0000 23.8526 0.0000
−0.0000 42.4547 0.0000 23.8526
32.4300 −0.0000 19.6497 0.0000
0.0000 32.4300 0.0000 19.6497
−3.0277 0.0000 −11.5294 0.0000
0.0000 −3.0277 0.0000 −11.5294
31.1600 0.0000 81.6512 0.0000
−0.0000 31.1600 0.0000 81.6512
23.2927 −0.0000 148.5092 0.0000
−0.0000 23.2927 0.0000 148.5092
1.2820 −0.0000 −64.4086 0.0000
0.0000 1.2820 0.0000 −64.4086
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Figura 5.7: Sáıdas θy e θ̇y.

Tabela 5.9: Polos do filtro de Kalman.

Ganho de Kalman (Kf ) Ganho de Kalman (Kf )
Método LQG Método LQG/LTR

-0.4337+2.8565i -3.8072
-0.4337-2.8565i -3.8072
-0.4337+2.8565i -1.1081
-0.4337-2.8565i -1.1081
-0.1376+0.8690i -0.4219+2.6206i
-0.1376-0.8690i -0.4219-2.6206i
-0.1376+0.8690i -0.4219+2.6206i
-0.1376-0.8690i -0.4219-2.6206i
-0.1182+0.1166i -0.0433+0.4047i
-0.1182-0.1166i -0.0433-0.4047i
-0.1182+0.1166i -0.0433+0.4047i
-0.1182-0.1166i -0.0433-0.4047i
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Figura 5.8: Sáıdas θz e θ̇z.

5.3 Projeto LQG/LTR com Ponderações em Q

Na procura de uma lei de controle viável com a que obtenha-se sáıdas razoáveis,

estudou-se a influência da ponderação de estados no projeto do controlador. A seguir

apresenta-se o projeto de controladores com diferentes valores de ponderação nos

estados, isto é, a matriz Q continua sendo uma matriz unitaria diagonal, só que no

primeiro projeto escolheu-se “1/20” como fator, “1” no segundo e “20” no ultimo

projeto. A matriz R é uma matriz unitaria diagonal para todos os casos.

Na figura (5.10) mostra-se as sinais de controle de cada projeto, nota-se que quando

maior ponderação é aplicada nos estados, o comportamento das sinais de controle é

comprometido com sobrepicos e tempos de estabelecimento cada vez mais maiores.

Nas figuras (5.11) e (5.12) apresenta-se as sáıdas θy e para θz de cada controlador,

nesta vez, as sáıdas do sistema são melhoradas quando é incrementado a ponderação

nos estados, as respostas são mais rápidas e alcançam estados estacionários cada vez
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Figura 5.9: Sinais de controle para cada eixo.

em tempos menores. Este efeito no domı́nio da freqüência reflete controladores com

largura de faixa cada vez maior, (Shahian e Hassul, 1993) .

5.4 Projeto LQG/LTR com Ponderações em R

Agora pretende-se avaliar a influênçia das ponderações na matriz R, em seguida

apresenta-se o projeto de controladores com diferentes valores de ponderação na

matriz de controle onde, como no item anterior, escolheram-se “1/20” , “1” e “20”

como fatores da matriz R, no entanto a matriz Q segue sendo uma matriz unitaria

diagonal para todos os casos.

Na figura (5.13) mostra-se os sinais de controle agora com ponderação em R, nota-se

tempos de estabelecimento e sobrepicos cada vez menores quando a ponderação no

controle é incrementada.
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Figura 5.10: Comparação das sinais de controle com varias ponderações nos esta-
dos.

Nas figuras (5.14) e (5.15) apresenta-se as sáıdas θy e θz de cada controlador proje-

tado. Observa-se a maior ponderação nas leis de controle, produz maior degradação

nas sáıdas do sistema com tempos de estabelecimento e sobrepicos cada vez maiores.

No domı́nio da freqüência este fenômeno reflete controladores com largura de faixa

cada vez menor.

Conclui-se, então, que na escolha das ponderações de estado e de controle deve-se

ter um equiĺıbrio, não podendo-se exagerar uma da outra, quando se quer melhorias

tanto na lei de controle como nas sáıdas do sistema.
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Figura 5.11: Sáıdas θy e θ̇y com diferente ponderação nos estados .
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Figura 5.12: Sáıdas θz e θ̇z com diferente ponderação nos estados.
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Figura 5.13: Comparação das sinais de controle com varias ponderações na lei de
controle.
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Figura 5.14: Sáıdas θy e θ̇y com diferente ponderação na lei de controle.
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Figura 5.15: Sáıdas θz e θ̇z com diferente ponderação na lei de controle.
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CAṔITULO 6

CONCLUSÕES

Neste caṕıtulo apresentam-se as conclusões relacionadas com os resultados obti-

dos neste trabalho: no que diz respeito ao modelamento e o método de controle

LQG/LTR. Ao final, sugerem-se ações relacionados a estes assuntos que possam vir

a ser desenvolvidos no futuro.

O modelo desenvolvido é uma boa representação matemática de um satélite ŕıgido

flex́ıvel quando os deslocamentos (ŕıgido e flex́ıveis) e suas respectivas taxas de va-

riação forem pequenas. Nosso modelo (um corpo ŕıgido com dois paineis com movi-

mentos de rotação nos eixos Y e Z) é linear e não está representando os acoplamentos

dinâmicos não lineares entre um eixo e outro.

Devido a complexidade de se alocar sensores sobre as partes flex́ıveis do satélite, ini-

cialmente a técnica do filtro de Kalman foi utilizada para estimar os deslocamentos

elásticos e sua variação no tempo a partir de medidas de deslocamento angular e ve-

locidade angular. Os resultados obtidos mostraram que esta técnica é adequada para

estimar indiretamente as coordenadas flex́ıveis, e assim, aumentar o desempenho da

lei de controle projetada.

Em seguida foi feito um estudo do desempenho do método LQR, LQG e o LQG/LTR.

Nesta seqüência foi posśıvel verificar que as boas propriedades de robustez e desem-

penho do LQR são perdidas no LQG (quando se introduz o filtro) mas que podem

ser recuperadas com a técnica do LTR. Neste estudo observou-se a influência das

matrizes de ponderação de estados e de controle. A escolha destas ponderações deve

ser feita de acordo com as necessidades e/ou prioridades.

Observando-se a tabela (5.1) verifica-se que os valores do ganho do filtro de Kalman

no método LQG/LTR são maiores que no método LQG, altos ganhos sempre são

evitados na prática pelas limitações f́ısicas (saturação). Mas na tabela (5.2) mostra-

se que a distribuição de pólos do filtro no caso LQG/LTR é melhor que a oferecida

pelo método LQG. No método LQG todos seus pólos são complexos conjugados,

entretanto no método LQG/LTR apresenta pólos reais negativos elevados refletindo

um filtro com uma dinâmica mais rápida, isto é, uma estimativa mais acelerada dos
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estados.

Para extensões futuras deste trabalho sugere-se:

Referente ao modelo, seria interessante considerar, além do movimento de rotação,

o movimento de translação da estrutura e modelar os acoplamentos dinâmicos entre

estes movimentos com os deslocamentos elásticos dos componentes flex́ıveis, assim

o modelo seria um melhor reprodutor dos fenômenos f́ısicos que acontecem na rea-

lidade.

No processo de estimação das coordenadas flex́ıveis, em uma tentativa de melhorar as

estimações, dever-se-ia incluir qualquer efeito externo (como gradiente de gravidade,

mudanças de temperatura, torque magnético, etc) que altere de forma considerável

as deformações dos componentes flex́ıveis.

Agora, tendo em vista que os parâmetros do sistema podem sofrer alterações, o trun-

camento dos modos de vibração no apêndice flex́ıvel e a dinâmica não considerada

dos atuadores e sensores, é aconselhável inserir incertezas no projeto do controla-

dor, tentando melhorar as propriedades de robustez do controlador frente à posśıveis

situações que a estrutura possa enfrentar.
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APÊNDICE A

MATRIZES DO SISTEMA

As matrizes no espaço modal são:

M̃ = I6×6 (A.1)

C̃ =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0, 2636 0 0 0

0 0 0 0, 2636 0 0

0 0 0 0 0.8668 0

0 0 0 0 0 0.8668


(A.2)

K̃ =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0, 7723 0 0 0

0 0 0 0, 7723 0 0

0 0 0 0 8, 3474 0

0 0 0 0 0 8, 3474


(A.3)

Agora constrúındo as matrizes do sistema,

A =

[
06×6 I6×6

−K̃ −C̃

]
(A.4)
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B =



0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0, 0087 0

0 0, 0087

0, 0165 0

0 0, 0165

−0, 0097 0

0 −0, 0097



(A.5)

C
′
=



0, 0087 0 0 0

0 0, 0087 0 0

0, 0165 0 0 0

0 0, 0165 0 0

−0, 0097 0 0 0

0 −0, 0097 0 0

0 0 0, 0087 0

0 0 0 0, 0087

0 0 0, 0165 0

0 0 0 0, 0165

0 0 −0, 0097 0

0 0 0 −0, 0097



(A.6)

D =


0 0

0 0

0 0

0 0

 (A.7)
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APÊNDICE B

PROJETO DO LQG/LTR

Programa em MATLAB para o projeto do controlador LQG/LTR.

close all

clear all

% leitura das matrices da planta

load planta2mx.mat

% Geração do intervalo de frequências

ww = logspace(-4,2,1000);

% Ganhos Principais da Planta

sigma(A2x,B2x,C2x,D2x,ww)

grid on

hold on

gtext(’c1’)

% Mexendo os autovalores da matriz A perto do origen xeps = -1e-9;

AT = A2x ;

AT(7,1) = xeps;

AT(8,2) = xeps;

sigma(AT,B2x,C2x,D2x,ww)

gtext(’c2’)

% Aumentando os integradores a la planta

weps = -1e-5;

AW = weps*eye(2);

BW = eye(2);

CW = eye(2);

DW = zeros(2);

[Aa, Ba, Ca, Da] = series(AW,BW,CW,DW,AT,B2x,C2x,D2x);

KKK=lqr(AT,B2x,eye(12),eye(2));

sigma(AT, B2x, KKK, zeros(2))

gtext(’c3’)

% Processo de projeto da malha objetivo na entrada da planta
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i=0;

while i==0

q = input(’ingrese o valor de q (pesos de estados): ’);

% q = 0.001

r = input(’ingrese o valor de r (pesos de ley control): ’);

% r = 1

Q = eye(14);

R = eye(2);

[KC01, pp, pcon] = lqr(Aa,Ba,q*Q,r*R);

sigma(Aa,Ba,KC01,zeros(2),ww)

gtext(’c4’)

i=input(’Valores atendem o projeto? 0=Nao 1=sim: ’);

end

% Sintetizando o filtro ou processo de recuperação de robustez i=0;

while i==0

w = input(’ingrese o valor de w (¿1000 cov est.): ’);

% w = 10000000000

v = input(’ingrese o valor de v (cov medidas): ’);

% v = 1

V = eye(4);

W = eye(2);

[Kf3, ss, pfil] = lqe(Aa,Ba,Ca,w*W,v*V);

% criando-se o controlador

[Arg, Brg, Crg, Drg] = reg(Aa,Ba,Ca,Da,KC01,Kf3);

[Aol, Bol, Col, Dol] = series(Aa,Ba,Ca,Da,Arg,Brg,Crg,Drg);

figure(2)

sigma(Aa,Ba,KC01,zeros(2),ww)

gtext(’c1’)

hold on

sigma(Aol,Bol,Col,Dol,ww)

gtext(’c2’)

grid

i=input(’Valores atendem o projeto? 0=Nao 1=sim: ’);

end

% Haciendo las adaptaciones

ADP = Aa;

ADP(13,13) = 0;
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ADP(14,14) = 0;

[Arg, Brg, Crg, Drg] = reg(ADP,Ba,Ca,Da,KC01,Kf3);

[Aol, Bol, Col, Dol] = series(Aa,Ba,Ca,Da,Arg,Brg,Crg,Drg);

% =======================================================

% Condiciones iniciales

% x0 = [rigY q1Y q2Y r2Z q1Z q2Z];

x0 = [3 0 0 0 0 0]’; % em graus

dx0 = [0.01 0 0 0.02 0 0]’; % em graus/s

% transformando a coordenadas modais

n0 = inv(Phi2x)*x0;

dn0 = inv(Phi2x)*dx0;

% vetor de condições iniciais

xx00 = [n0; dn0]/180*pi;

% ==========================================================

% Calculo das funciones T e S

[At, Bt, Ct, Dt] = feedback(Aol,Bol,Col,Dol,[ ] , [ ] , [ ],eye(2));

[As, Bs, Cs, Ds] = feedback([ ] , [ ] , [ ],eye(2),Aol,Bol,Col,Dol);

ssvvtt = sigma(At,Bt,Ct,Dt,ww);

ssvvss = sigma(As,Bs,Cs,Ds,ww);

figure(3)

semilogx(ww,20*log10(ssvvtt),’b’)

gtext(’T’)

hold on

grid on

semilogx(ww,20*log10(ssvvss),’r’)

gtext(’S’)

title(’Ganhos principais de S e T’)

xlabel(’Frecuencia (rad/seg)’)

ylabel(’Valores Singulares dB’)
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