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RESUMO

A principio, o diagnostico de chamas por tomografia ¢ a reconstru¢cao de uma secgao
transversal da chama a partir de suas proje¢des. No sentido exato da palavra, uma
projecao em um dado angulo ¢ a integral da imagem na dire¢do daquele angulo. De
certo modo, a projecdo ¢ a informacao derivada de energias emitidas, em algum angulo,
quando a chama emite radiacdo quimiluminescente, visivel ou ndo. Contudo, de um
ponto de vista matematico, a solugdo do problema de reconstruir uma fun¢ao através de
suas projecoes foi dado por Radon em 1917, e a aplicagdo em tomografia deu-se por
Hounsfield, o qual recebeu o prémio Nobel ao inventar um aparelho de scanner de raio-
X computadorizado para a reconstrucdo tomografica em 1972. Ele dividiu o prémio
com Allan Cormack o qual desenvolveu alguns dos algoritmos matematicos de
reconstrugdo. Sua invengdo mostrou que ¢ possivel calcular uma secgdo transversal com
certa precisdo, apesar de que, as projegdes ndo satisfazem estritamente os modelos
tedricos fundamentais além de os algoritmos de reconstrucao nao serem de eficiente
implementagdo. Este trabalho apresenta a tomografia de emissao de poucos dados de
uma chama laminar pré-misturada, utilizando as técnicas algébricas de reconstrugao
ART e SIRT. Também foram realizados estudos tedrico e experimental da Optica
empregada e a da propagagao das frentes de onda, desde sua formagdo na chama até a
formag¢do da imagem no sensor CCD através do sistema Optico, além da Optica
geométrica, foi utilizada a técnica de Optica de Fourier. Um tomografo constituido de
um brago mecanico movel que permitiu fazer a aquisicdo das imagens com uma camera
CCD em diversos angulos quando a regido em estudo ndo € cilindricamente simétrica.
Sendo o objetivo principal, a adaptagdo de tais algoritmos para a descri¢ao da estrutura
interna de chamas, independentemente de sua geometria e a distribui¢do de radicais
através de filtros interferométricos acoplados na objetiva da camera CCD, os quais
permitem selecionar os comprimentos de onda de alguns radicais através de sua emissdo
quimiluminescente, a fim de mapear a distribuicdo destes radicais assim como a da
fuligem.
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APLICATION OF THE TOMOGRAPHYC METHODS ON BIDIMENSIONAL
RECONSTRUCTION OF THE FLAME PROPERTIES

ABSTRACT

Fundamentally, flame diagnosis by tomographic imaging deals with reconstructing an
image from its projections. In the strict sense of the word, a projection at a given angle
is the integral of the image in the direction specified by that angle. However, in a loose
sense, projection means the information derived from the emitted energies, at some
angle, when a flame emits chemiluminescent radiation, be it visible or not. Although
from a purely mathematical standpoint, the solution to the problem of how to
reconstruct a function from its projections dates back to the paper by Radon in 1917, the
current excitement in tomographic imaging originated with Hounsfield’s invention of
the x-ray computed tomographic scanner for wich he received the Nobel prize in 1972.
He shared the prize with Allan Cormack who independently discovered some of the
mathematical algorithms. His invention showed that it is possible to compute high
quality cross-sectional images with great accuracy in spite the fact that the projection
data do not strictly satisfy the theoretical models underlying the -efficiently
implementable reconstruction algorithms. This work presents a few data emission
tomography of a premixed laminar flame using algebraic reconstruction techniques
ART and SIRT. Also, some experimental studies about the optics and the detection with
CCD’s cameras were made through geometrical and Fourier’s optics techniques. A
mechanical tomographic arm was made to allow CCD pictures in several angles the
improving the data set when the field of property to be reconstructed does not
cylindrical symmetry. The algorithms were studied with the aim of understand what
kind of flames structures they fit well. The use of interferometric spectroscopic filters
before the CCD objective lens allow the selection of the wavelengths produced in the
chemiluminescents reactions in the flame and map being of the some radicals
distributions and soot.
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1 INTRODUCAO

Apesar da existéncia de algumas fontes de energia alternativas, a queima de uma
variedade de combustiveis ¢ 0 meio mais utilizado de produgdo de energia atualmente, e
0 serd por muitos anos. A combustdo em motores de combustdo interna, incineradores,
queima de biomassa sdo alguns exemplos da utilizacdo da combustdo em nosso
cotidiano. Devido aos problemas ambientais que estas tecnologias convencionais
causam, tais como a destrui¢ao da camada de ozodnio, a chuva acida, e o efeito estufa,
aliada a necessidade de combustivel e a escassez de energia elétrica, tornou-se
fundamental nos dias atuais a utilizagdo de tecnologias que minimizem a emissdo de
poluentes e os custos de investimento e operagdo. Para reduzir a producdo dos poluentes
gerados durante o processo de combustdo, os pesquisadores buscam um entendimento
mais detalhado de sistemas envolvendo misturas, dindmica de fluidos e reagdes
quimicas nos processos de combustdo, havendo a necessidade crescente de técnicas
mais sofisticadas de diagnosticos. Para determinar onde e como estes poluentes se
formam, € necessario obter dados de alta resolugdo espacial e temporal do fenomeno
estudado, utilizando-se métodos nao-intrusivos, (RAY; SEMERIJIAN, 1983). Uma
ferramenta de auxilio as técnicas de diagnostico nao intrusivas que vem sendo estudada
e desenvolvida em diversas instituicdes como a NASA (NASA, 2003), ¢ a tomografia

computadorizada (TC) de emissao usando cameras CCD como detectores.

A TC consiste em reconstruir o perfil bi ou tridimensional de uma propriedade pelo
processamento dos dados obtidos na regido de interesse, chamada de regido de
reconstru¢do, RR. De maneira geral, as informagdes obtidas numa RR podem ser do
tipo geométrica ou espectral. Podem-se reconstruir as regides onde certa propriedade
esta distribuida e/ou identificé-la espectralmente; por exemplo, determinar a regido da
chama onde predomina certo radical ou molécula. Isto pode ser feito nos experimentos
que envolvam absor¢do de radiacdo X, ou absorcdo de radiagdo laser (visivel,
ultravioleta ou infravermelha), ou emissdao de radiagcdo visivel ou invisivel ou, ainda,

dados de condutividade ou resistividade elétrica, etc.



Recentemente, alguns trabalhos realizados no Brasil investigaram a aplicagdo de
algoritmos para a reconstrucao tomografica. Nesses trabalhos considera-se que a RR ¢
axissimétrica devido as caracteristicas da chama em estudo e a resolucao temporal dos

equipamentos utilizados.

Costa et al (1998) estudaram efeitos da divergéncia dos raios de luz tendo como modelo
chamas axissimétricas e posteriormente estes efeitos foram implementados em

algoritmo algébrico para diagnosticar processos reativos.

Lacava et al (1999) estudaram o efeito da frequéncia e da amplitude de oscilagdo em
chamas pré-misturadas pulsadas de GLP (gés liquefeito de petréleo) e ar em propor¢do
estequiométrica usando técnicas de tomografia e concluiram que a presenga do campo
acustico altera consideravelmente a estrutura da chama e o comprimento da mesma.
Bastos (2001) também utilizou a técnica de tomografia de chamas ao estudar o efeito do
campo acustico sobre uma chama de difusdo laminar livre concluindo que ao combinar

certas frequéncias ha alteragdes na coloragio e na composi¢ao quimica da mesma.

Ferreira (2001) ao estudar a influéncia da atuagdo acustica sobre chamas parcialmente
pré-misturadas e confinadas de GLP para diferentes razdes de equivaléncia, vide pagina
30, através da tomografia de chamas pode visualizar a diferenca entre as concentragdes
qualitativas de fuligem distribuidas espacialmente para diferentes frequéncias na chama.
Castro (2005) obtendo a tomografia da queima de diferentes tipos de biomassa pode

estudar a emissao dos radicais e compara-los com resultados simulados numericamente.

Os trabalhos citados utilizaram uma camera CCD, filtros apropriados e um tratamento
das imagens obtidas com tomografia para um diagnéstico relativamente répido e de

baixo custo.

Verissimo et al (2000) simularam numericamente um objeto ndo axissimétrico e
reconstruiu-o a partir de projecdes em diferentes angulos utilizando técnicas algébricas
de reconstrucdo, mais especificamente Algebraic Reconstruction Technique (ART).
Posteriormente (2005) através de um arranjo experimental, obtiveram dados em

diferentes angulos de uma chama laminar pré-misturada, proveniente de um bico de



bunsen e puderam aplicar o algoritmo para comparar os resultados experimentais com
resultados teodricos, concluindo que € possivel reconstruir a sec¢do transversal de uma

chama através de poucas projegoes.

Em cada tipo de tomografia, apds a aquisicdo, os dados sdo tratados e utilizados na

reconstrucdo através de algoritmos apropriados implementados em computadores.

A base matematica comum para este tipo de problema ¢ a transformada de Radon e a de

Abel, com as suas respectivas inversas, Radon (1917).

O objetivo deste trabalho ¢ estudar os algoritmos de reconstru¢ao tomografica, ART e
SIRT, vide Capitulo 5, testando a fidelidade de reconstrucdo dos mesmos através de
modelos matematicos, entender como se forma e propaga a emissdo quimiluminescente
de certos radicais através de modelagens matematicas usando Optica de Fourier para
simulagdes computacionais e, apoOs estes estudos, aplica-los na reconstrugdo bi-
dimensional da mesma através de uma camera CCD acoplada a um posicionador

angular, a fim de mapear a distribui¢@o espacial média destes radicais.

Este trabalho apresenta um estudo sobre como ocorre o processo de combustdo e a
formacao das diferentes emissoes de luz (radicais e fuligem) presente na chama, seguida
de uma investigagdo sobre a propagagdo destas emissdes até o sistema Optico a ser
utilizado na aquisi¢d@o de imagem da chama. Em seguida estes estudos sdo associados
com a transformada de Radon e, através de métodos de inversdo, sdo estudados os
algoritmos de reconstrucdo, ja citados, e verificado sua fidelidade. Entdo ¢ realizada a
reconstru¢do tomografica em diferentes seccdes de trés diferentes chamas, fazendo-se a

analise dos resultados.






2 COMBUSTAO

Entender como determinados fendmenos ocorrem na combustao, como, por exemplo,
em que regido da chama acontece a formacao de um radical qualquer através da
associacdo com a energia por ele liberada e/ou absorvida durante a reagdo, permite
estudar a natureza desse processo e servem como base para o desenvolvimento de
dispositivos que fazem uso da energia térmica liberada pelas reagdes de combustdo mais

eficientes e com menor emissdo de poluentes.
2.1.  Combustao

A combustdo pode ser definida como “a oxidagdo dos constituintes do combustivel que
sdo capazes de serem oxidados através de rapidas reagoes exotérmicas”. Sendo assim,
o carbono (C) contido no combustivel ¢ oxidado para didoxido de carbono (CO,), o
hidrogénio(H) para agua (H,O), o enxofre (S) para didéxido de enxofre (SO,) e assim

sucessivamente.

A combustdo ¢ considerada completa quando os produtos de oxida¢do sdo
completamente estaveis como, por exemplo, no caso da combustao de hidrocarbonetos
(CiHy) em que os produtos sdo CO, e H>O. Mas, esta situagdo depende de determinadas
condi¢des de queima, tais como, da quantidade de combustivel e de oxidante a serem
utilizados e da situagdo em que se encontram no instante da queima; além do mais, na
situagdo de ocorréncia de combustdo completa, os produtos ndo estaveis participarao de

reacoes intermediarias chegando, finalmente, aos produtos estaveis.

Para se caracterizar a combustdo, alguns parametros sdo definidos. A relagdo entre os

reagentes ¢ dada pela razdo combustivel — oxidante (FO), em base molar:

*FO=N#/N,, 2.1)

onde N,, e Nr sdo os nimeros de moles de oxidante e combustivel, respectivamente.



A razdo de equivaléncia ¢ dada por:

A
Nox operagio _ (FO)operagio

¢c = -
N F (FO) estequiometria
N,
estequiometria

¢ o parametro utilizado para caracterizar a combustdo da seguinte maneira:

2.2)

1) ¢. <1 = combustdo pobre em combustivel (excesso de oxidante);
2) ¢. = 1 = combustdo estequiométrica;

3) &> I = combustdo rica em combustivel (falta de oxidante).

A estrutura e as propriedades da chama dependem do tipo de mistura entre o
combustivel e o oxidante. Quanto ao tipo de mistura as chamas podem ser classificadas

como pré-misturadas ou difusivas.

A chama ¢ dita pré-misturada quando a mistura entre o combustivel e o oxidante ocorre
antes da zona de reagdo como, por exemplo, na chama produzida por um bico de
Bunsen. A chama pré-misturada atinge com facilidade o processo de combustdo
completa. Ja a chama ¢ classificada como difusiva quando a mistura ocorre na propria
zona de combustdo, como no caso da chama produzida por uma vela. A Figura 0.1

apresenta a diferencga visual entre uma chama pré-misturada e uma chama difusiva.



a) b)

Figura 2.1 - Diferenca entre chamas laminares. a) chama pré-misturada; b) chama

difusiva

2.2. Emissdo de Luz

A luminosidade produzida por uma chama ¢ devida, em grande parte, a um fendmeno
conhecido como quimiluminescéncia. A quimiluminescéncia, em combustdo, ocorre
quando a reacdo quimica entre o combustivel e oxidante forma moléculas
eletronicamente excitadas que, quando decaem para o estado fundamental, emitem uma

luz em determinados comprimentos de onda. A Figura 2.2 representa essa situacao.

Féton Emitido
E=hv
a) b)
Figura 2.2 - Desenho esquematico representando: (a) a molécula de C2*

eletronicamente excitada, (b) a molécula de C2 decaindo ao estado

fundamental emitindo um féton.



A quimiluminescéncia estd intrinsecamente ligada a cinética quimica que suporta o
processo de combustdo. As espécies quimicas que provocam essa luz, em chamas

limpas, ou seja, sem emissao de fuligem, sdo principalmente o Co, CH e OH. Na Figura

2.2 sdo apresentados de forma esquematica alguns exemplos de mecanismos de reacio

que emitem maior intensidade de luz.

C+CH—>C*+ H
cC*r—»C, + h

431 nm
C,+OH —»CO+ CH*
CH* —» CH +

308 nm
CH+ O, —CO + OH*
OH* —> OH +

Figura 2.3 - Mecanismos de reagdo quimica produzindo moléculas eletronicamente

excitada e suas respectivas linhas de emissao.

Peterson e Oh (2000) apresentam a banda da emissao quimiluminescente de alguns

radicais, Tabela 2.1



Tabela 2.1 Principais radicais e suas respectivas bandas de emissdo de radiagdo
quimiluminescente

radicall nm

CN 359 - 422
CH 420 - 440
C2 438 - 516
OH 306 - 330
OH 280 - 287
NH 320 - 340

Outra forma de energia radiante procedente de combustdo ¢ a chamada radiagdo de

corpo negro.

O corpo negro ¢ definido como um corpo capaz de absorver toda radiagdo
eletromagnética de qualquer comprimento de onda, que nele incida (absorvedor
perfeito). Por outro lado, em equilibrio termodindmico com o meio o corpo negro, pelo
principio da conservacdo da energia, devera ser um emissor perfeito. A interacdo das
ondas eletromagnéticas com a matéria do corpo se da devido ao fato de a matéria ser
formada de particulas eletricamente carregadas em constante movimento aleatorio.
Sempre que as cargas mudam seu estado de movimento hd a emissdo de radiacdo

eletromagnética.

Para se estudar a radiacdo emitida por um corpo negro foi simulada, a principio
teoricamente, uma cavidade cubica com paredes metalicas. A lei de Planck, que decorre
desse modelo, expressa a distribuicdo espectral no interior dessa cavidade a uma
temperatura 7. A radiacdo que escapa dela ¢ chamada de radiagcdo de corpo negro; a
distribui¢do de frequéncia ¢ a mesma daquela de um corpo negro perfeito a temperatura
T. A densidade de energia, E(4, T), em fung¢do do comprimento de onda, A, e da

temperatura, 7, ¢ dada por:



(2.3)

E(/I’T):[iﬁzrhcj 1

A Jexp(he/AkT)-1

onde ¢ = 3,0 x 10" cm/s é a velocidade da luz no vacuo, k= 1,38 x 1071 erg/K ¢ a

constante de Boltzmann.

Para se encontrar o maximo da fung¢dao E( A, T), como uma fung¢do de A, com T
constante, deriva-se E( 4, T) em relagdo a A e iguala-se o resultado a zero. Esta ¢ a lei

do deslocamento de Wien:

zmaxTzo,zomh—kc (2.4)

onde 4 = 6,63 x 10?7 erg.s ¢ a constante de Planck.

A partir desta lei podemos verificar, pela Equacdo 2.4 e pela Figura. 2.4, que o maximo
da emissdo espectral se desloca para comprimentos de onda menores a medida que a
temperatura aumenta. A lei de Wien conecta a temperatura a radiagao eletromagnética

emitida, através do comprimento de onda.

10
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Figura 2.4 - Emissdo do corpo negro para as temperaturas de 900, 1000, 1500 e 1600

K. para os comprimentos de onda de 200 a 1600 nm.

A fuligem numa chama é composta por particulas de carbono que se formam pela
queima incompleta de combustivel. Estes aglomerados t€ém, de maneira geral, geometria
esférica e vao se comportar como emissores térmicos. Suas emissdes dependerdo da
temperatura. Como pode ser visto na Figura. 2.4, o comprimento de onda ¢ relativo ao
maximo da emissdo do corpo negro num intervalo de temperatura, que inclui as chamas
estudadas neste trabalho que estdo na regido do infravermelho. Por este motivo, um
mapeamento da fuligem numa chama deveria ser executado utilizando-se filtros
interferométricos que permitissem a passagem de radiagdo nessa faixa de comprimento
de onda e como a fuligem emite radiagdo em todos os comprimentos de onda, o estudo

de radicais por emissdo quimiluminescente usando filtros interferométricos deve ser

feito em chamas limpas, ou seja, sem a presenca de fuligem.
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2.3.  Técnicas de Diagndstico em Combustao

No estudo da combustao existe uma variedade de técnicas que permitem detectar desde
concentracdes de produtos formados durante a reagdo quimica até a temperatura do
processo de combustdo. Estas técnicas podem ser classificadas em intrusivas e nao-
intrusivas. Quando algum corpo, que ndo faz parte da estrutura no qual escoam os gases
para o processo de combustao, ¢ inserido o fluxo onde ocorre o processo de combustdo

¢ chamado de método intrusivo.

Um exemplo ¢ a introdu¢do de uma sonda dentro do fluxo reativo, o que causa
perturbacdes no sistema, alterando suas caracteristicas intrinsecas. A sonda coleta uma
amostra dos gases da combustdo mantendo suas caracteristicas quimicas e fisicas até a
analise por sistemas de infravermelho ou termomagnéticos. A presenca de uma grande
quantidade de radicais na chama pode levar a processos cataliticos na superficie da
sonda causando erros consideraveis na medicdo da concentracdo dos gases,
principalmente em fluxos de baixa velocidade, ou seja, a técnica intrusiva, embora em
muitos casos seja de facil aplicagdo, pode fornecer dados de fenomenos que nao

ocorrem sem a presenca do objeto inserido.

Ao contrario a técnica de diagnostico ndo-intrusivo permite uma leitura dos dados de
um determinado processo de combustdo sem interferir no mesmo como € o exemplo da
técnica LIF (Laser Induced Fluorescence) que consiste em aplicar a luz laser em um
determinado comprimento de onda no processo de combustao excitando as moléculas
correspondentes a esse comprimento de onda, e detecta-se o decaimento destas
moléculas para o estado fundamental com o auxilio de um monocromador ¢ uma

fotomultiplicadora, permitindo assim, estimar a concentracao destas moléculas.

O trabalho aqui desenvolvido ¢ classificado como uma técnica de diagnostico nao
intrusivo, pois além de ndo introduzir nenhum corpo durante o processo de combustao,
usa a propria emissao quimiluminescente dos produtos excitados durante a ocorréncia

da mesma.
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3 FUNDAMENTOS DE OPTICA

Para se entender como ¢ feita a aquisicdo de dados numa tomografia de emissao de uma
chama faz-se necessario conhecer alguns fundamentos de Optica. A luz é gerada por um
processo quimioluminescente na regido da chama e, em seguida, se propaga por este
meio e pelo ar fora da chama até atingir uma cdmera CCD, vide pagina 37, onde a
imagem ¢ registrada. O conhecimento dos fundamentos Optico permite estimar a
distancia em que a camera devera ser posicionada em relagdo ao objeto (chama) e
verificar se a imagem formada ¢ aquela que contém as informacdes necessarias e
confidveis, tais como resolugdo, a profundidade de campo e outras. Estes, entre outros
parametros a serem considerados, permitem uma minimizagdo do erro causado pelo
sistema de aquisicdo de dados, a fim de se poder realizar a reconstrugao confidvel das
sec¢Oes transversais, ou mesmo de uma estrutura tridimensional, da chama. Os
parametros Opticos descritos a seguir servem como uma primeira abordagem no calculo

do sistema Optico a ser empregado na aquisi¢ao de dados.

3.1.  Pardmetros Opticos

Um dos primeiros parametros a ser estimado ¢ a dimensdo do objeto estudado e, em
seguida, a resolucdo da imagem juntamente com o niimero e passagens (vide capitulo de
transformada inversa). Estes parametros permitem escolher a oOptica ideal e os demais

estardo diretamente relacionadas.

A Figura 3.1, mostra os parametros principais e a regra de referéncia (regra de sinais) de
uma lente que serdo utilizados nas expressoes matematicas que permitirdo calcular suas

caracteristicas.
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imagem

\ 4
7y

\ 4

” P1 P2

Figura 3.1 - Formagao da imagem e os principais parametros de uma lente. F € o ponto

focal entre a lente e o objeto; F’’ € o ponto focal entre a lente e a imagem:;

f ¢ a distancia focal; Py, € P

' in S0 08 pontos principais da lente; P1 ¢ a
distancia do objeto ao ponto principal Pyy; P2 € a distancia da imagem ao

ponto principal P, ; Ap é a abertura efetiva da lente; A h é o tamanho do

prin

objeto; A h” ¢ o tamanho da imagem.

A convencdo de sinais estabelecida ¢ corrente em Optica geométrica e sera a seguinte:

P1 sera positivo quando o objeto estiver colocado a esquerda de P, € negativo quando

estiver a direita de P,,. P2 sera positivo quando a imagem estiver a direita de P, ¢

prin

negativo quando estiver a esquerda de P,

prin *

A magnificagdo, Mag, de um sistema Optico expressa o tamanho da imagem formada,

definida pela relagao:
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P2 AR

_p2_an" 3.1
TP AR G-

A magnificagdo Mag em funcao da relagdo entre o tamanho do objeto e da imagem ¢

resumida em:

Ah>AR" = Mag<l
Ah=AN'" = Mag=1 (3.2)
A< AR" = Mag>1

Assim, se o tamanho da imagem for menor do que o tamanho do objeto a magnifica¢do
sera menor do que um, se forem iguais a magnificagdo sera igual a um e se for maior, a

magnificagdo sera maior do que um.
A relagdo entre o objeto, imagem e distancia focal ¢ dada por:
1 1

1
P2 3.3)

Isolando P na Equacao 3.1 e substituindo na Equacdo 3.3, a fim de encontrar a relagdo

entre a distancia do objeto até a lente, tem-se:

(1+Mag)

Pl=f o

(3.4)

Da mesma maneira, isolando P2 na Equacdo 3.1 e substituindo na Equacao 3.3, a fim de

encontrar a relagdo entre a distancia da lente até o plano imagem, tem-se:

P2=f(1+Mag) 3.5)
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Um outro parametro que € associado aos demais € o numero-f, denotado pelo simbolo

f/#. O f/# ¢ arazdo entre a distancia focal e a abertura da lente (4p):

_ S
f = ye (3.6)

Para se entender qual ¢ a fun¢do do f/# considere uma lente com uma distancia focal
positiva iluminada por um feixe de luz colimado (raios paralelos). O f/# define o dngulo

do cone de luz com o eixo 6ptico, Figura 3.2.

Ap
2 ¢

eixo optico

Figura 3.2 Ilustragdo do niimero f, “ f-number”, (f /#).

O angulo ¢ ¢ dado pela relagao:

Q= arctan(f—?} 3.7)
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A analise da resolucdo de um sistema Optico, que ¢ formado por uma lente de abertura
Ap e distancia focal f, ¢ baseado na teoria de difracdo de Fraunhofer e calculado na

Equagao 3.8, Hecht Eugene (1997):

Rzzzizz/lf/# (3.8)
Ap

onde 4 = Ay/n, ou seja, a propagacao de onda no meio sendo » o indice de refragdo do
meio. Entende-se por resolucao de um sistema Optico o menor detalhe do objeto que
pode ser distinguido na imagem. A profundidade de campo pode ser entendida a partir
da relagdo com a distancia a partir da posi¢do do objeto no qual a variagdo do tamanho

da imagem ¢ igual a resolucdo do sistema Optico dada pela Equagdo 3.9:

PC:ZRL:4/1f/#2 3.9
Ap

Fora deste intervalo o sistema ndo consegue distinguir detalhes do objeto menores que o

limite da resolug¢do R. Como neste trabalho foi utilizada uma camera CCD a

profundidade de campo e a resolucdo da imagem foram relacionadas com a mesma.

Para entender melhor como estes parametros estdo diretamente ligados a camera CCD

(Charge Coupled Device) é necessario entender um pouco sobre a mesma. A Figura 3.3

representa o funcionamento de uma camara CCD.

17



[B [Al____.

Filtro

Figura 3.3 - Esquema representando raios de luz sendo transformados em sinais

elétricos por uma camera CCD (Charge Coupled Device).

Fonte: Carvalho et al. (1999).

A camera CCD ¢ um equipamento eletronico usado para coleta de imagens. Este
equipamento € um circuito eletronico de estado sélido altamente sensivel capaz de
converter sinais luminosos extremamente fracos em sinais digitais que sdo entdo
reunidos e arquivados em computadores para analise posterior. Em razdo de sua
altissima sensibilidade este equipamento funciona como se fosse uma fotografia

eletronica. No caso da CCD, a resolugdo ¢ definida pelo tamanho do pixel do detector

18



da camera, pois nao ha como definir detalhes menores que este. A Figura 3.4 mostra um

exemplo da resolucao de uma camera CCD.

(a) (b)

(©
Figura 3.4 - Esquema de captura de imagem de uma camera CCD. (a) imagem continua,
ou seja, a imagem a ser capturada pela CCD. (b) Imagem dividida em

pixels. (c) Resultado da imagem capturada pela CCD.

A 1magem formada no plano objeto gerada por uma chama pode ser expressa como a
integral das intensidades luminosas produzidas pela chama, durante as reagdes
quimicas, na dire¢ao do eixo z, Figura 3.5. Isso caracteriza um problema inverso que, a

principio, € descrito pelas transformadas de Radon, Equacgdo 4.3.
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Plano Imagem
Plano Objeto

Chama
Y,

Figura 3.5 - Imagem gerada por uma chama formada no plano imagem.

Devido a isso, deve-se levar em conta a profundidade de campo do sistema optico a fim
de ndo acumular erros durante a aquisicdo de dados. Para estudar os efeitos da
profundidade de campo, da difracdo, entre as outras relagdes de Optica geométricas ja
discutidas, foi usada a técnica de transformada de Fourier a qual pode ser encontrada em

lizuka (1986) e Jorge (2004) para este estudo optico .

3.2.  Breve descri¢do do Principio de Optica de Fourier

Segundo o principio de Huygens: “Cada ponto na frente de onda, age como uma fonte
secundaria de luz emitindo uma onda esférica”. Assim, a frente de onda apds uma curta
distdncia de propagacdo ¢ resultado da superposicdo de todas estas pequenas ondas

esféricas, Figura 3.6.
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5=

optica

\___-_______‘_

Figura 3.6 - Principio de Huygnes.

Seja uma onda de luz expressada por E (x, y, z) e E deve satisfazer a equacdo de

Helmbholtz:

VIE+k’E=0 (3.10)

Para simplificar, sera adotada somente uma componente do vetor, que sera representada
pela quantidade escalar v. Em uma regido onde ndao hé fonte de luz sendo emitida, v

deve, também, satisfazer a equagdo de Helmholtz em uma dimensao:
Viu+k*v=0 (3.11)

Uma onda esférica em um espaco livre pode ser expressa em termos da solucdo da

Equagdo 3.11 em coordenadas esféricas, onde © varia somente na dire¢do da

coordenada r. Desta forma V*v pode ser escrito:

21



_1d’(rv)

Vi 3.12
roodr? ( )
entdo a Equagdo 3.11 se reduz a:
2
40D) | k2 (r0)=0 (3.13)
dr
A solugdo geral da Equacao 3.11 ¢:
eikr —ikr
v=_C, +C, (3.14)
r

onde a constante de propagacdo de onda k=27/4 com A=A,/n representando um

comprimento de onda se propagando em um meio de indice de refracdo n e » pode ser
interpretado como a distancia da fonte pontual até o ponto de observagao, Figura 3.7. O
primeiro termo do lado direito da Equagdo 3.14, ¢ uma propagacdo de onda divergente e

o segundo termo convergente.

Como citado, uma onda arbitraria ¢ constituida por um conjunto de fontes pontuais
distribuidas na superficie da onda. A amplitude correspondente a cada ponto de
superficie € assim transferida para uma onda esférica comecando a se propagar desde
aquele ponto, Figura 3.6. Como a propagacdo de onda esférica ¢ divergente, entdo, so o

primeiro termo da Equagao 3.14 sera usado, obtendo-se a Equagao 3.15.

(3.15)
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Ay, A

(X5 Y1,2;)
| — @

Figura 3.7 - Representacao geométrica para calcular a difracdo de uma frente de onda

{u(xi, yi, 0)} produzida por uma fonte {g(x0, y0, 0)}.

Usando o sistema de coordenadas retangular, a propagacdo de uma onda pode ser dada

por:

Jkr

1 © e
u(x,y)=—[[ 8y, 10)=——dx, dv, (3.16)
]ﬂ* —o00 r

2 2
onde 7"=Zl.\/1+(x0 x,‘) +2(y0 y,) '
Z.

1
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A aproximagdo paraxial de um observador na posicdo (x,,y,, z,) na dire¢do proxima a

direcao de propagagao e em uma distancia razoavel da abertura, ou seja, 8= 180° ¢ |z| =

r. Entdo, u(x;, y;) pode ser simplificado para:

1 op” -
u(x,y)=——[[ ey’ dx,dy, (3.17)
JAz, %Y

A regido onde (x, —x,)” +(y, —y,;)’ € muito menor que z;, pode-se aplicar a expansdo

binomial, tendo:

2_[(x0—x[)2+(3y0—y,~)2]2 (3.18)
8z;

r=z, +(xo—xl.)2 + (Yo=Y

Se z, for suficientemente grande de modo que os termos de alta ordem possam ser

desprezados a Equagdo 3.17, pode ser escrita como:

2

2
u(x;,y;)=-" 1 expljkz,] exp{jku}x
J/lZl. 2Zl-
N . xxg ] yyg
JI go.0) expl - j2r="*lexp| - j2x dx, dy, (3.19)
- Az, Az,

A Equagao 3.19 descreve os efeitos da regido de campo distante ou regido de
Fraunhofer, Figura 3.8. Note que a Equagdo 3.19 ¢ aproximadamente a transformada de

Fourier da funcao, Equagdo 3.20.
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G(f.. f,)=3Hg(xy, y0)},
(3.20)

1

exp{ik(z[ +x’22+—y’2ﬂ [G(fx’fy)]

Z.

1

1
u(xiﬂy[): iz

—L A Figura 3.8 ilustra a ideia de campo préximo e campo
z

i i

distante.

Regido de Fresnel Regido de Fraunhofer

campo pré&ximo campo distante

—
—
Figura 3.8 Diagrama mostrando as posigdes relativas da regido de Fresnel (campo

proximo e regido e Fraunhofer (campo distante).

A aproximagdo de Fresnel ou campo proximo, € obtida utilizando os primeiros quatro

termos da Equacgdo 3.18 e substituindo na Equacao 3.17 obtendo a Equagao 3.21.

2z,

1

s 2+ 2 ' '
” g(xo,yo)exp{ikxoz—yo—ﬂﬂ Xifo \ Vido dx, dy,
. z

Az, Az

1

2, .2
”(xny,‘)z;exp{ik(% +Mﬂx
ilz,

1

(3.21)

i
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Escrevendo a Equacdo 3.21 em termos da Transformada de Fourier, Apéndice A:

? 2 ke 2 2
u(x;, y;)= 1 exp| ik zl.+u S g(x,, ) €Xp ik (xg +yo) ,
ilz, 2z, 2z

k(x> +y?

2z,

(3.22)

}S{g(xo, oS (x5, ¥0)}

A Equacao 3.21 foi usada para calcular o efeito de difracdo e de profundidade de campo
usando somente a variavel x;, calculando também a propaga¢do de uma fonte pontual.
Para facilitar os calculos computacionais foi usada a propriedade da transformada de
Fourier para convolugdo. Primeiro calcula-se a transformada de Fourier de cada uma
das fung¢des, multiplica-se uma pela outra e depois se calcula a transformada inversa de

Fourier do produto da multiplicagdo, Apéndice B.

u(xi’yi):g(xi’yi)*fzi(xi7yi) (3.23)
Slulx;, y)] =3g(x;,y)]-3J fz‘, (x5 7,)] (3.24)
u(xiﬂyi):S_l[u(xi’yi)] (3.25)

Um breve estudo sobre a influéncia da profundidade de campo sera descrito usando a
optica de Fourier. Os célculos foram feitos com o auxilio de um software MathCAD®.
A rotina criada em computador simula a propagacao de uma frente de onda proveniente
de um objeto passando por uma lente com distancias focais F e F’’'com uma
magnificagdo Mag. Para iniciar o estudo um objeto com 6mm de diametro, Figura 3.9,
sendo representado por uma fun¢do co-senoidal Equacdo 3.26, uma lente com F' = F’’'=

10 mm e Mag =1 foram inseridos na rotina. A cada valor atribuido a variavel y tem-se
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uma frente de onda diferente e cada uma, por sua vez, propagada até o plano objeto

superpondo-se uma a outra.

VACSY (3.26)

|cos(/x>+y°)| se x*+y° <3
0 se \Jx*+y>>3

m m

Figura 3.9 - Func¢ao co-senoidal discretizada.

A Figura 3.10 ¢ o resultado da superposicao das frentes de ondas incoerentes, sendo que
o centro do objeto simulado fica a uma distancia P1 = 20mm, sendo que o sistema

optico tem uma profundidade de campo de 0.063 mm e 1/5.
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Figura 3.10 - Objeto com largura 6mm a uma distancia P1=20mm de uma lente de focal

de 10mm e abertura de 2mm.

Se o f/# for modificado para f/10 variando a abertura da lente a fim de aumentar a
profundidade de campo para 0.253 as distor¢des na imagem diminui conforme pode ser

observado na Figura 3.11.
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Figura 3.11 - Aumento da profundidade de campo.

Mas ao variar a abertura da lente, pode ndo haver formagdo de imagem, pois se a
abertura for muito pequena a intensidade luminosa talvez ndo seja suficiente para

propagar até o plano imagem. Por esta razdo o f/# foi modificado alterando a distancia
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focal da lente para 60mm obtendo uma profundidade de campo de 16,05mm com /80 e

assim ultrapassando o tamanho do objeto, Figura 3.12.

plano objeto

-
0.917

intensidade

. . L
=6 =52 =44 -36-28 —2 —12-04 04 12 2 28 36 44 52 6
X

Figura 3.12 - Modificagdo do f/# para aumentar a profundidade de campo.

O desvio padrao das imagens obtidas através da simulag¢do pode ser calculado somando
todos os pontos da imagem para cada profundidade de campo. A Tabela 3.1 apresenta a
relacdo entre a profundidade de campo e o f/#. Pode-se observar na Figura 3.13 que

quanto maior for f/# maior serd a profundidade de campo.
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Figura 3.13 - Variacdo da profundidade de campo com a variagao do f/#.
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Tabela 3.1 - Relagdo entre o f/# e a profundidade de campo.

f/# Profundidade de
Campo (mm)

5 0,063

10 0,253

20 1,013

30 2,279

40 4,051

50 6,330

70 12,407

80 16,205
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4 TRANSFORMADA DE RADON

Em 1917 o matematico austriaco Johan Radon (1887 — 1956) escreveu sobre a
determinagdo de fungdes através de suas integrais ao longo de certos caminhos. A
propriedade matemadtica que leva o seu nome, Transformadas de Radon, consiste em
determinar uma funcdo f{x, y) através de suas integrais de linha sendo que esta
formulacdo matematica ¢ aplicada em diversos campos da ciéncia, tais como:
imageamento médico, astronomia, cristalografia, microscopia eletronica, geofisica,
optica, ciéncia de materiais e recentemente para diagnosticar fenomenos em combustao.
O objetivo principal destas aplicagdes ¢ obter certas informagdes sobre a estrutura
interna de um objeto através da interacdo de raios, tais como raio-X ou raios-y,
passando pelo objeto ou usando informagdes da emissdao do proprio objeto, como de
corpos organicos contendo um iso6topo radioativo, da Terra quando ocorre movimentos
em seu interior ou de uma chama quando suas reacdes quimiluminescente emitem luz
em varios comprimentos de onda. O problema geral de encontrar as propriedades
internas de um objeto através de suas proje¢des € conhecido como reconstrugdo a partir

de projecdes, ou usando o termo em Inglés, backprojection.

4.1. Transformada em duas dimensoes

Antes de prosseguir com a ideia de transformada de uma fun¢do, ¢ conveniente
identificar os espagos nos quais cada operador fard as transformacdes das fungdes. A
principio denotam-se trés espagos que serdo utilizados neste trabalho. O primeiro espaco
¢ o espago do aspecto, ou o espaco Euclideano em duas, trés ou n-dimensoes,
designadas por 2D, 3D ou nD, respectivamente. Neste espaco define-se a distribui¢ao
espacial de alguma propriedade fisica. Em seguida os espacos de Radon e o espago de
Fourier sdo espacos designados para corresponder as transformagdes desta distribuicao.
As fungdes no espaco do aspecto serdo representadas por f(x,v), f(x, ¥, z) ou f(x;, x2, . . .,

x,), dependendo da dimensao da transformada.

A transformacdo de um espaco para outro pode ser representado simbolicamente como

uma operacao de mapeamento. O operador ‘R transforma a fun¢do f para o espaco de
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Radon sendo f a funcdo que representa esta transformagao. Assim a transformada de

Radon de f pode ser expressa:

W=/ 4.1)

Analogamente, a transformagao para o espaco de Fourier é designada por:

Jf=f (4.2)

A transformada de Radon de uma func¢ao f(x, y) € definida como a integral de linha de f
para todas as linhas definidas pelos parametros ¢ e p, conforme a Figura 4.1.

Escrevendo a integral ao longo de /:

f(p.®)= [ f(#)dl (4.3)

onde 7=(x,y)é um vetor posicdo generalizado. Outra maneira de expressar estas
integrais ¢ definindo o vetor unitdrio £=(cos¢@,seng)e o vetor perpendicular

g'=(—seng, cos¢), entdo o vetor posicao ¢ dado por ¥ =p € +t&'

[(p.&)= [ f(p&+i&")dt (4.4)
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Aplicando a funcdo delta de Dirac e suas propriedades t€ém-se, Apéndice C:

Fp.)= [ [/(x,3)8(p=xcosp—ysing)dxdy (4.5)

—00 —00

Note que devido a propriedade da funcdo delta, Apéndice C, e o fato de que a forma

normal para a equacdo da linha / ¢ dado por p=xcos¢@+ ysen ¢, a integral sobre todo o

plano reduz a uma integral de linha. Uma forma um pouco diferente prova a
generalizagdo para todas as dimensdes. Escrevendo a Equacdo 4.5 em termos dos

vetores 7 € & , tem-se:

&)= [f#S(p=&-Fydxdy (4.6)

—00 —00

onde € -F=¢gx+¢&,y=xcosg+yseng.
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Figura 4.1 - Geometria para a Transformada de Radon em 2D, onde L representa uma

linha de integragao.

Através da Figura 4.1, observa-se que as coordenadas de uma fung¢do definida no espago
de Radon ndo possuem um sistema de coordenadas polares circular e sim um sistema
proprio de coordenadas. O espago apropriado para definir as coordenadas no espaco de
Radon ¢ a superficie da metade de um cilindro. O parametro p mede o comprimento ao
longo do cilindro de — w0 a 0, ¢ 0 angulo ¢ denota o angulo de rotacao em relagdo a uma

posi¢ao de referéncia arbitraria. Um ponto arbitrario sobre a superficie deste cilindro ¢
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representado pela coordenada (p, ¢ como ilustrado na Figura 4.2, no qual a linha de

integragdo ¢ tangente a este semicirculo.

Figura 4.2 Coordenadas no espago de Radon sobre a superficie de um meio cilindro.

Pela definicdo da transformada, se f ¢ conhecida para —oco < p < oo, entdo somente 0s

valores de ¢ definidos no intervalo de 0 < ¢ < 7 sdo necessarios. Para verificar isto, usa-
se a propriedade da funcdo delta, se a fungao for par entdo o(x) = J(-x), € a mudanga de
¢ — ¢ + wcorresponde a £ — —¢ . Entdo, as coordenadas (—p, @) e (p, ¢ + n) denotam
o mesmo ponto no espaco de Radon. Da mesma forma, a fungdo ¢ completamente

definida para 0 <p <we 0< ¢ <2r.

Supondo que o meio-cilindro, Figura 4.2, fosse desenrolado resultando assim em um
plano com pontos sendo representado por (p, ¢ sobre uma grade retangular, sendo que
p tem variagdo ao longo do eixo vertical e ¢ ao longo do eixo horizontal, restrito ao
intervalo de zero a m. Esta construgdo ¢ especialmente usada para ilustragdes para que
os valores de f possam ser representados como uma superficie em trés dimensdes. Em
aplicacdes praticas o objeto de interesse no espaco do aspecto ndo ¢ estendido ao

infinito.
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A transformada de Radon pode ser definida a partir da Equagao 4.3 por:

f(p.h)= [ f(x.y)ds 4.7

EF=p

onde a integracdo ¢ executada ao longo da linha £-F=pe ds ¢ um elemento
infinitesimal sobre a linha. Observa-se especificamente que cada linha pode ser

unicamente especificada por duas coordenadas ¢e p.

Em termos de coordenadas rotacionadas com x = p cos ¢—tsin ge y =p sin ¢+ ¢ cos 4,

conforme a Figura 4.1, a Equagdo 4.3 e a Equacao 4.4 podem ser expressas na forma:

]’(p,(zﬁ): Tf(pcosqﬁ—tsen(zﬁ,psen¢+tcos¢)dt (4.8)

A Equacido 4.8 representa a integracdo em um sistema de coordenadas rotacionado em
um angulo ¢, no qual a linha de integragdo no ponto p ¢ perpendicular ao eixo x’, que ¢

um eixo rotacionado como pode ser observado na Figura 4.1. Se a fungdo f,(p,t) € a
representagdo de f(x, y) em relagdo ao sistema de coordenadas rotacionado, entdo f(p)

¢ aintegral de f,(p,?) em relagdo a 7 e para um ¢ fixo, que €:

fo(p)=[ £,(p. )t (4.9)

onde f,(p,t) =f(pcos ¢g—itsin g, psin @+ ¢cos ¢). Esta interpretagdo abrange os

casos onde a transformada de Radon ¢ tratada como uma func¢do dependente somente a
variavel p com o angulo ¢ = @ vista como um parametro, e neste caso as funcgdes de p

para varios valores de @ sdo chamadas de projegoes de f(x, y) no angulo @.
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4.2.  Aplicagdo das Transformadas de Radon

A transformada de Radon ¢ o formalismo matematico mais adequado para a solucao de
uma vasta variedade de problemas praticos que envolvem reconstrucao a partir de
projecdes. Supondo a existéncia de algum meio fisico que seja capaz de produzir uma

projecdo que acumule valores de uma medida de uma propriedade fisica da regido de

interesse ao longo de uma linha. Para um dado angulo ¢ correspondente a uma f

conhecida em cada ponto ao longo do cilindro, Figura 4.3, pode-se dizer que a
distribuicao (representada por f) de alguma propriedade fisica do objeto medido em cada

angulo produz um perfil que corresponde a:
[Ente Fisico] agindo sobre (Distribuicdo) — Perfil
correspondente a:

[Transformada de Radon] agindo sobre (f) — ﬂ

A notagdo f¢ ¢ usada para realgar a ideia de que o perfil ¢ somente uma amostra de
fungao f . Uma determinacdo completa de f requer a medida de perfis em todos os

angulosde 0<¢< .

A obtengao da funcdo que descreve as propriedades fisicas do meio é um caso tipico de
problema inverso de primeira espécie. Seja F uma funcdo generalizada, bem
comportada e sem ruidos, 4 um operador linear ou ndo. Imagina-se uma caixa preta,

operador A, para qual toda a entrada F produz uma saida G.

G =AF (4.10)
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F

entrada

G

saida

>

Figura 4.3 - Representacdo de uma funcao F sendo operada por A e produzindo uma

fun¢ao G.

Matematicamente pode-se dizer que G ¢ uma fun¢do generalizada de F, ou que o
operador A que age sobre F produz G Equacao 4.10. Supde-se que o operador A da
Equagdao 4.10 seja estavel e que pequenas variagdes produzam pequenos efeitos.

Formalmente:

F=4"G (4.11)

denotando o problema inverso. Genericamente pode-se classificar um problema inverso

conforme a Tabelal.

Tabela 4.1 - Classificacdo de um problema inverso

Dados Determinar Classificagdo
A, F G Problema direto
A, G F Problema inverso de primeira espécie
F,G A Problema inverso de Segunda espécie

Ao passo que se deseja saber qual € a proje¢ao de um dado meio fisico caracteriza-se
este problema como um problema direto, pois se sabe quem ¢ a fun¢do de entrada, F, e

qual o efeito que a distribui¢do de uma propriedade fisica, 4, provocard na mesma.
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Outro exemplo, que sera utilizado no presente trabalho, ¢ o caso de um fotdgrafo 4
tirando uma fotografia G de um objeto F, onde F indica o objeto que serd projetado na

camera 4 e que produzira a imagem G.

4.3. Transformadas entres os espagos e o Teorema da Fatia Central

O resultado geral é que a transformada de Fourier em nD, 3, , da fungdo f(7)¢
equivalente a transformada de Radon de f(7) seguida pela transformada de Fourier em

ID 3, sobre a variavel p. Isto pode ser representado pelo diagrama na Figura 4.4.

Esta representagdo pode ser feita também na forma de operador:

3, Rf=3, /=3, /=S (4.12)

Esta operacdo da Equacao 4.12 ¢ chamada de teorema da fatia central. Esta designagao
segue da observacdo que a transformada de Fourier em /D de uma proje¢do de f para
um angulo fixo ¢ a fatia da transformada de Fourier em nD de f para o mesmo angulo

fixo. A prova disto ¢ dada paran = 2.

Espago do m | Espago de
aspecto "| Radon
o~ ~
‘Sn\A ,A 1
Espago de
Fourier

Figura 4.4 - Diagrama representando as transformagdes entre os espagos.
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A transformada de Fourier em 2D ¢ dada pela a Equagdo 4.13:

}(u,v)=T T £, ) e 27 gy dy (4.13)

—00 —00

usando a funcao delta podemos escrever a Equacao 4.13 como:

0 0 0

f(u,v):J- de dyj ds f(x,y)e " 6(s—ux—vy) (4.14)

fazendo uma mudanga de variaveis de s para gp, sendo ¢ > 0 e trocando a ordem de

integragdo tem-se:

fwv)=q| dp| dx | dvf(x,y)e ™ S(gp—ux—vy) (4.15)

No espaco de Fourier, define-se que u = g cos ¢ € v = p sen ¢. Entdo a variavel q pode

ser fatorada da fung@o delta usando a propriedade geral o(ax)=0(x)/|a|, Apéndice
C.20,e:

o0

f(u,v)=j dpe’iz”q"j dxj dy f(x,¥)5(p—xcosd— ysend) (4.16)

—00

A integral sobre o plano x — y ¢ a transformada de Radon de f da Equagao 4.7, e o

resultado designado segue facilmente:

f(gcosg,qsend)=[ f(p.¢) e dp (4.17)
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Observe que o resultado ¢ obtido se as coordenadas forem selecionadas de modo no

qual o angulo ¢ ¢ fixo e igual a zero, ® = 0, entdo:

f(q,0=[ F(p,0) e dp (4.18)

Pelas duas ultimas equagdes fica claro que a transformada de Fourier em 1D de uma
projecao f para um angulo fixo ¢ = ® ¢ uma fatia da transformada de Fourier em 2D da
fungdo f, e esta fatia no espago de Fourier ¢ definida pelo angulo ®. Este resultado

muitas das vezes ¢ referido como o teorema da proje¢ao da fatia.

Assim, analisando o que foi descrito até agora, pode-se concluir que a imagem de uma
chama obtida pela cadmera CCD, ¢ realmente o resultado da transformada de Radon no
angulo em que a mesma esta posicionada, pois esta ¢ a superposicao das frentes de onda
geradas pela propria chama, Figura 3.5. Para descrever as propriedades fisicas do meio
estudado a partir de suas projecdes, € necessario aplicar, além dos conceitos da
transformada de Radon, a transformada inversa de Radon. Os detalhes da transformada
inversa de Radon e os métodos de inversdo, utilizados neste trabalho, serdo

apresentados no proximo capitulo.
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5 METODOS DE INVERSAO

A transformada de Radon ¢ importante por fornecer informagdes sobre um objeto no
espago do aspecto através de suas proje¢des. Mas para obter tais informagdes faz-se
necessario saber quais sdo os métodos de inversdo capaz de representar as informagdes
das propriedades desse objeto com fidelidade. Ao longo do tempo varios métodos foram
desenvolvidos e implementados por varios pesquisadores como Bracewell aplicando as
Transformadas de Fourier e as transformadas de Hilbert e Stieltjes (BRACEWELL,
1956), Natterer (1979) desenvolvendo métodos de inversao discretizados (1979),
Cormack (1973), com suas proprias transformadas, Herman (1976) com algoritmos
numéricos desenvolvidos a partir da solucdo de sistemas lineares criado por Kaczmarz

(1937) entre outros.

5.1. Inversdo Utilizando a Transformada de Fourier em Duas Dimensdes

Como se definiu anteriormente os vetores 7 =(x,y)e &=(cos¢@,sen¢) e as coordenadas
no espaco de Fourier designadas por (u,v)=(qgcos¢,gsen@d)=qg¢ . Da Equagdo 4.17

temos:

f(@&)=3,Rf(x,») (5.1)

pode-se observar que a fungdo f ¢ dada pela transformada inversa de Fourier em duas

dimensoes:

feo=[ dqlq|] dp f(ge)e

- d¢ﬁ dalq| Fige)e™ (52)

p=&x
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O fator entre colchetes ¢ a transformada inversa de Fourier unidimensional multiplicado
por |g|f e este, por sua vez, é realizado em relacdo a p=¢ -X. Usando o teorema da

convolugao para a transformada de Fourier tem-se:

sq1 7@ =3 1q1*3{ F@d) ) (5.3)

Da segdo 4.3 o ultimo fator da Equagdo 5.3 ¢é a transformada de Radon f(p,&). Desta

observagdo segue:

fen=] dol i {lal}], .. (54)

0

A transformada inversa de Fourier desta equacdo ¢ interpretada em termos de fungdes

generalizadas:
S‘“{lql}:S‘l{zmq}*S*{—Sgn‘t’} (5.5)
2ri
onde | ¢ \:qsgnq:27ziqsgn? ,
2ri
+1, para g>0
sgng=y 0, para qg=0 (5.6)

-1, para g<0

Um dos métodos de inversdo ¢ derivado do seguinte teorema, Bracewell (1965):

3 Y27iq}=5"(p) (5.7)
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onde o membro do lado direito da Equagdo 5.7 denota a derivada de primeira ordem em

relagcdo a variavel p. A outra transformagao da Equagdo 5.5 ¢ dada em termos do valor

principal de Cauchy representado por P. Um breve comentario sobre o valor principal

de Cauchy ¢ dado no Apéndice D.

= sgn? _ lzPi
2ri 27 p

Segue que:

A5

1
~-1 :5| *
3lql}=6"(p) =

Assim a Equacdo 5.4 torna-se:

fn )= L d¢{[f<p, £)*6'(p) ]*PH}
% PJ) pes

(5.8)

(5.9)

(5.10)

Usando o teorema da derivada para convolugao e as propriedades da fung¢ao delta, tem-

S¢:

T30 ()= LD e5p)= 0:5)
op op

45

(5.11)



Para facilitar, ¢ conveniente recorrer a seguinte notagao:

fp(p,é)z% (5.12)
p

O fator entre colchetes na Equagdo 5.10, pode ser escrito como:

[fp(P’«?)*P(lH {P TMdt} :—PT—f’(i’g} dt (5.13)
P p=&3 —0 p_t peid _wt—g-x

sendo que 7 ¢ uma variavel muda na ultima integral que pode ser substituida diretamente
por p conforme a notacdo inicial. A féormula final segue substituindo o resultado da

Equacao 5.13 na Equagdo 5.10:

-1
f(x,y)—2

T 2L, (p.E)
S P[ dp [~ dp (5.14)
T 0 P~ E-X
Aqui, o valor principal de Cauchy esta relacionado com a integral sobre p. Neste caso

usa-se P para enfatizar que a singularidade presente ¢ tratada usando o principio do

valor principal de Cauchy.

5.2. Reconstru¢do por Expansdo em Séries Finitas

A férmula de inversdo dada na sec¢do 5.1 serve como um comeco para a aplicagdo aos
problemas praticos. O principal problema ¢ que estas formulas sdo rigorosamente
validas para um nimero infinito de projecdes, e em situacdes praticas as projecdes sao
limitadas e discretizadas. Para a solu¢do aproximada deste tipo de problema aplicam-se

técnicas baseadas em reconstrugdo por expansdo em séries finitas. Algoritmos
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desenvolvidos a partir de tais técnicas conseguem produzir resultados proximos da
funcdo f(x, y), mas com pequenos erros, variando conforme o objeto a ser reconstruido,

e representa-la com um numero limitado de proje¢des e/ou com poucas projecdes.

5.2.1. Imagem e Representacdo da Projecdo

Para utilizar a técnica por expansdao em séries finitas a funcdo imagem precisa ser
discretizada; sendo que a discretizagdo utilizada no presente trabalho baseia-se na
utilizada por Herman e Censor (1983), Figura 5.1, que divide uma fungdo imagem f{x,

y) em pixeis e assume que em cada pixel a func¢do f(x, y) € constante.

Detector
X, | XX |X, /
pd RNy
A 4
/ —
§§7
\\ //
4
AL
~41 | |
Xna| Xy

Figura 5.1 - Discretizagdo da imagem a ser reconstruida por expansao em séries finitas.
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O indice j define a posi¢do do pixel em que foi dividida a regido de reconstrucdo e x;
denota a constante no j-ésimo pixel, sendo que N representa o numero total de pixel.
Para a técnica algébrica de reconstrugdo, o raio soma tem uma definicdo um pouco
diferente. Um raio ¢ agora uma faixa que atravessa o plano (x-y). Para ilustrar isto o i-
ésimo raio na Figura 5.1, com largura t, estd sombreado. Em muitos casos a largura do

raio € igual ao tamanho da lateral do pixel da fung¢ao figura.

Como a imagem, as projecdes serdo também representadas por um indice, assim sendo,
yi denota o i-ésimo raio soma medido, Figura 5.1. A relacdo entre os x;’s e os y;’s pode

SCr eXpressa Como:

N

Zaijxi =y, i=12,...M (5.15)
j=1

onde M ¢ o nimero total de raios (em todas as projegdes) e a; ¢ o coeficiente de
absor¢ao que representa a contribuicao do j-ésimo pixel para a integral do i-ésimo raio,
sendo o valor ideal dele igual a uma fracdo da area do j-ésimo pixel interceptado pelo i-
ésimo raio, como mostra a Figura 5.1. Note que o maior niimero de a;; ‘s tem valor zero
sendo que somente um nimero pequeno de pixeis contribui para qualquer raio soma
dado. Se M e N forem pequenos, podem-se usar métodos classicos para encontrar a

solucdo do sistema, Equagado 5.15.

Geralmente, em problemas praticos temos um grande nimero de pixels e para obter a
solugdo de um sistema de equagdes linearmente independentes, por métodos classicos
como o uso de determinantes, o numero de incdgnitas deve ser igual ao nimero de
equagoes, entdo, M deve ser igual a N. Mas como neste trabalho ¢ dificil alcangar esta
condi¢do, serdo utilizados métodos nos quais fornecem uma solugdo aproximada do
problema utilizando um nimero menor de equagdes comparadas ao numero de

incognitas.
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Para explicar esses métodos envolvendo os processos computacionais expande-se a

Equacao 5.15:

a; X +6112X2 +a13x3 + .. +aleN =W
Ay X, TAypX, TApXy+ o +An Xy =Y,

(5.16)

anXx +CZM2X2 +CZM3X3 + ... +aMNxN =Vu

A divisdo da regido de reconstrugdo em N pixels fornece uma imagem de N graus de
liberdade. Entretanto, a imagem representada por (x;, x», ... , xy) pode ser considerada
como um ponto no espago N-dimensional. Neste espaco cada equacdo do sistema linear
¢ um hiperplano. Quando a solucao destas equagdes existe, a intersec¢ao de todos os
hiperplanos ¢ um simples ponto que ¢ a solucdo. Um dos algoritmos utilizado neste

trabalho ¢ o algoritmo de Kaczmarz (1937).

Para ilustrar como funciona este algoritmo serd dado o exemplo para o caso de duas
variaveis. Na Figura 5.2 ha dois hiperplanos sendo que se deseja encontrar a solugdo

para as duas variaveis x; € x; satisfazendo as seguintes equagdes:

agx;, + apx, =y, (5.17)

ayX, +ayx,=y,
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qz]X] + qzzxz = y2

Valor
Arbitrario

a, X, + A, X, =Y,

Figura 5.2 - Representacdo geométrica do método de Kaczmarz para a solugdo de um

sistema linear de duas equacdes e duas incognitas.

O procedimento computacional para localizar a solu¢do na Figura 5.2 consiste em
atribuir um valor arbitrario inicial projetando-o no primeiro hiperplano, retroprojetando
o resultado no segundo hiperplano, e entdo voltando o resultado para o primeiro
hiperplano, que por sua vez sera projetado no primeiro hiperplano e assim

sucessivamente até convergir para um Unico ponto, se € a solugdo existir.

e r s ’ 0 0 0 .
O valor arbitrario serd denotado por x,,x,"”,...,x," e representado vetorialmente

(0)

por X'’ no espago N-dimensional. A primeira equagdo do sistema de equacdes,

Equagdo 5.17 pode ser escrita como:
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a,-x=y, (5.18)

O hiperplano representado por esta equagdo ¢ perpendicular ao vetor X,. Isto pode ser

ilustrado na Figura 5.3, onde o vetor X ¢ representado por OD . Esta equagao diz que a

projecao de um vetor oC (para qualquer ponto C sobre o hiperplano) sobre o vetor X, é

de comprimento constante.

O vetor unitario OU ao longo de a, ¢ dado por:

(5.19)

e a distancia perpendicular do hiperplano da origem, que ¢ igual ao comprimento de 04

na Figura 5.3, ¢ dado por 0C-0U:

|04|=0U-0C = (G,-0C)

1
Va, -a,
1 - -
= (a,-x)= 4

\a, - a; A\ a,a;

(5.20)
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~ o Valor
~_ Inicial
~ H

Figura 5.3 - Representacdo da perpendicularidade do hiperplano q, -x =y, (representado

por uma linha) em relagéo ao vetor X,.

Para obter X" ¢ preciso subtrair X” do vetor HG :

0 =30 _HG (5.21)
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onde o comprimento do vetor HG ¢ dado por:

| HG |=| OF |-|OA |

L (5.22)
=x9.0U-|04|
substituindo a Equagdo 5.19 e Equagao 5.20 na Equagdo 5.22, tem-se:
. O =
[HG|="— = (523)
a, -a,
sendo a dire¢do do vetor HG amesma do vetor unitario @, pode-se escrever:
— —— ¥9.G,-y
HG =|HG|OU =—*1—+14, (5.24)

a - a

substituindo a Equacdo 3.24 na Equagdo 3.21 obtém-se o algoritmo para a solucdo de

sistemas lineares proposto por Kaczmarz :

i k
)

i 2
<

—k+l _

(5.25)

i . ) . . .
onde <a',x" >, representa o produto interno ¢ || @' ||* denota o produto interno o', a'.
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Seja {‘R,}l’il um conjunto linear e continuo de fungdes que associa a qualquer funcao
figura f(x, ) um numero real R, /. No nosso caso ‘R, f ¢ a integral de linha de f{x, y) ao

longo do i-ésimo raio. Agora, y; ¢ apenas uma aproximacdo de R, f devido as incertezas

A

produzidas em medidas fisicas. R,/ ¢ suficientemente proximo de R, f devido a

A

continuidade de ‘R, desde que f seja a aproximacdo para f. Usando a linearidade de R,

pode-se entdo escrever:

v 2R =R, fzzxiinibi (V:¢):inag/ (5.26)
j=1 j=1

onde b; (1, #) € uma fungdo que representa uma discretizagdo da f(x, y).

Aplicando os dados geométricos da RR a Equacao 5.4, tais como o tamanho dos pixeis,
a dimensdao da RR e a area de intersec¢ao de um raio com o pixel tém-se o que ¢
chamado de técnica algébrica de reconstrugdo, que ¢ um dos métodos de inversao

discretizado da transformada de Radon conforme a Equagdo 5.26.

5.2.2. Técnicas Algébricas de Reconstrucao

Ao aplicar a Equagdo 5.25 na reconstrug¢do propriamente dita, fizeram-se algumas
consideragdes. A matriz a; representa a intersec¢do de i-ésimo raio com o centro do j-

ésimo pixel e entdo multiplicada pela area de intersecgdo entre o feixe e a RR.

ZT
a, Vi:yi (5.27)
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onde L representa o vetor de intersec¢do de area entre o feixe e a RR e N; o numero de

pixels em que o raio teve intersec¢do com o centro.

Outro fator importante para a solucdo do sistema, Equagdo 5.16, ¢ o vetor chute. Uma
vez que se 0 mesmo tiver suas componentes com valores proximos a solugdo convergira
com menos iteracdo. Caracteriza-se iteracdo ao passo que todos os dados tiverem sido
executados a fim de se obter o vetor imagem X. Admitindo que este vetor pode ser
usado como o vetor chute, podemos iniciar uma nova iteragdo. Este processo recebe o

nome de ART (Algebraic Reconstruction Technique).

5.2.3. SIRT (Simultaneous Iterative Reconstructive Technique)

Este algoritmo calcula o vetor imagem através a iteragdo das faixas que o interceptaram
o N-ésimo pixel. Uma das caracteristicas deste algoritmo ¢ que diferente do algoritmo
ART ele ndo muda o vetor imagem a cada iteracao por ele realizado, porém seu tempo
de célculo computacional ¢ maior em relagio ao ART. Embora ambos algoritmos
reproduzam uma aproximagao da imagem deve-se lembrar que os mesmos sao baseados

em aproximagdes fisicas e matematicas.

Para o algoritmo SIRT as melhores associacdes observadas por Gordon et al (1970) e
Gilbert (1972), para os erros de aproximacdes fisicas e matematicas dos métodos

algébricos de reconstrugao sdo:

a) Os dados projetados sao coletados de raios paralelos de largura 7. Os dados

s30 sujeitos aos erros experimentais.

b) As aproximagdes das imagens reais sdo procuradas através de um conjunto de
imagens discretas. Uma imagem discreta ¢ uma fun¢@o constante que pode
agregar diferentes valores de cada lado de uma grade de »n x n, de dimensao
eh. A grade recobre a regido de reconstrugdo que contém as imagens
verdadeiras. Quando a dimensdo /4 ¢ pequena a imagem gerada ¢ mais

proxima da imagem real.
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c) As projegdes que poderiam vir de uma imagem discreta sdo aproximagoes
dela mesma. A densidade integrada de um raio ¢ aproximadamente a soma
de todos os valores das densidades dos pixels pelo qual o raio soma
interceptou multiplicado por eh’ (a 4rea de um pixel). Esta tltima
aproximagdo pode ser vista também como uma férmula de integragao
aproximada para a integral ao longo do raio soma verdadeiro ou também
como uma aproximag¢do do raio soma verdadeiro por um que coincida com o

limite do pixel.

Depois de introduzir essas aproximagdes, subdividindo a func¢do figura em varias partes,

¢ possivel escrever estas aproximagdes em notacao vetorial.

Seja N = n x n o nimero de pixels sendo que a numeracao desses pixels ¢ em qualquer
ordem (arbitraria, mas fixa). Para qualquer imagem discreta x; denomina a densidade da
imagem no j-ésimo pixel. Definir o vetor imagem, p, como em N componentes do vetor

coluna no qual o i-€simo componente ¢ igual a x;.

O numero de raios ¢ denominado por M sendo o nimero destes dados organizados
arbitrariamente, mas em ordem fixa. A i-ésima medida ¢é representada por y;. O vetor

medida, y, é definido como um vetor coluna de M componentes sendo o j-ésimo

componente igual a y;. Para o i-ésimo raio usamos a aproximagao (c):

eh’ x (soma de todos os pixels em que o j-ésimo raio interceptou) ~ yi  (5.28)

Define-se:

1,se o centro do 1 - ésimo pixel esta contido no j - ésimo raio
a, = (5.29)

0, para qualquer outra posicao
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Com esta defini¢do de a;;, a equacdo (3.28) pode ser reescrita como:

€h’ D a,x' ~, (5.30)

Para uma compactacdo final, a;; representard a matriz dos elementos na i-ésima linha e
Jj-ésima coluna de a;;. O conjunto de M expressoes na forma da Equagdo 5.30 pode ser

escrito como:

aX ~ y/h’ (5.31)

A matriz a; é chamada de matriz projecdo e a Equagdo 5.31 ¢ chamada de equagdo de
reconstru¢do. Devido aos erros considerados em (a), (b) e (c), uma aproximagdo, nao
exata, ¢ especificada na Equacgdo 5.18. Para o presente trabalho objetivo ¢ resolver

Equagdo 5.18 para x.

A técnica SIRT ¢ um processo iterativo e atribui um novo valor de densidade para cada

pixel em cada passo da iteracao.

Admite-se X;% o valor estimado da densidade do j-ésimo pixel depois da g-ésima
iteragdo, S; conjunto de indices de todos os raios no qual o pixel i é incluido, N; o
numero de pixels intercedidos pelo j-ésimo raio, L; o comprimento da intersec¢do do
centro da linha do j-ésimo raio com a regido de reconstrucao, Ny o nimero de angulos
no qual os dados das projecdes serdo utilizados e 7 a largura do raio e €4 o tamanho do
lateral de um pixel. Assume-se que todos os raios t€ém a mesma largura. A Equacao 5.32

mostra como estimar a densidade média de cada pixel:

1 M
v hzz v, (5.32)
N,.

Jj=1
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5.2.4. Descri¢ao do Algoritmo SIRT

N, usando uma estimativa auxiliar da densidade do cada pixel:

Z Y Z (ax?),

+ jes; jes; .
xi'=xt+ - , i=L...,N
Wz L; Z N;
JES; JES;

O algoritmo inicia com a equag¢ao a fung¢do figura da Equacao 5.32 x,-o =x,, i=1,...,

(5.33)

O valor produzido pelo algoritmo SIRT pode ser melhorado através de algumas

decisoes. Dependendo do caminho que a ser seguido para estimar o valor médio final de

+1 ~ ig+] i .
x7 " "de X", pode-se classifica-lo em uma das quatro classes a seguir:

1- SIRT nao normalizado e ndo vinculado

g+l

2- SIRT nao normalizado e natural

+1 ~ qtl ;
x ' =max (X" ,0, i=1...,N

3- SIRT normalizado e ndo vinculado
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4- ) SIRT Normalizado e vinculado

A

" =max (x4, 0) (5.37)

Em resumo, os algoritmos sdo naturais se eles produzem reconstru¢des ndo negativas e

normalizadas se produzem reconstru¢cdes com densidade média igual a x“
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6 RECONSTRUCAO DE MODELOS MATEMATICOS

Antes de se aplicar algum algoritmo de reconstrucao tomografica ¢ necessario testa-lo
com modelos matematicos, denominados fantasmas. As simulagdes com fantasmas
permitem verificar a fidelidade dos algoritmos de reconstru¢cdo, ART e SIRT, antes de

emprega-los em diagndsticos.

Para os algoritmos, ART e SIRT, estudados neste trabalho, foram testados fantasmas
com simetria cilindrica e assimetria. Desta forma, pode-se avaliar o desempenho de
cada algoritmo em cada determinada situagdo a fim de ter certeza de que os resultados

gerados por ambos condizem com os modelos matematicos inicialmente projetados.

6.1. Constru¢ao dos Modelos Matematicos

Ao escolher uma fungdo para ser reconstruida, deve-se entender que a mesma ¢ uma
seccdo transversal que representa a distribui¢do de densidade de propriedade de algum

objeto, Figura 6.1.

Figura 6.1 - Objeto com a parte a ser reconstruida em destaque.

Na Figura 6.1, a sec¢do em destaque, dividida em quatro pixels, representa uma funcdo
com o pixel 4 mais denso do que os demais pixels e, neste exemplo, o pixel 4 possui

valor 1 e os demais zero. O fantasma deve ter dimensdes e caracteristicas de
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distribuicdo de densidade de propriedade proximas a do objeto que se deseja reconstruir.
Depois de criado o fantasma, ¢ aplicada a transformada de Radon sobre o mesmo,

Equagdo 5.26, conforme o exemplo da Figura 6.2 em dois angulos.

Vi
Y-

Vi V4

Figura 6.2 — Fantasma criado para a aplicacdo de algoritmos de reconstrugdo e

passagem dos raios somas.

A matriz de intersec¢do a;, Equacdo 5.29, ¢ montada conforme Tabela 6.1 e a matriz
projecao dada pela Tabela 6.2. A regra de montagem da matriz proje¢ao € a seguinte: se
o raio interceptar o centro do pixel a matriz recebe valor I na posi¢cdo respectiva, caso
contrario recebe valor zero. Por exemplo, o raio y; intercepta os pixels com indices 3 e
4, vide Figura 6.2, e soma suas respectivas densidades (S =0 + 1 = 1) retornando para
esses pixels o total. Portanto, nas posi¢cdes da matriz correspondentes aos pixels 3 e 4
coloca-se o valor da soma (S = 1) e a primeira linha da matriz, segundo a Tabela 6.1, é

0 0 1 1.
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Tabela 6.1 - Matriz de intersecgao P;; .

Pixel
1 2 3 4
Raio
Vi 0 0 1 1
2 1 1 0 0
V3 1 0 1 0
V4 0 1 0 1

Tabela 6.2 — Valor do raio soma

Valor
absorvido
Raio
1 1
2 0
3 0
4 1

Com base no exemplo anterior pode-se testar a primeira funcao simulada, Equagao 6.1,
que representa uma distribuicao de densidade gaussiana com centro em (0, 0) sendo que
esta funcao possui simetria cilindrica, Figura 6.3. Simetria ¢ uma caracteristica que pode
ser observada em algumas formas geométricas, equacdes matematicas ou outros objetos.
O seu conceito estd relacionado com o de isometria (e as operagdes geométricas
associadas: reflexdo, reflexdo deslizante, rotagdo e transla¢do). Isometria ¢ uma
transformagdo geométrica que, aplicada a uma figura geométrica, mantém as distancias
entre os pontos, ou seja, os segmentos da figura transformada sdo geometricamente
iguais aos da figura original, podendo variar a dire¢ao e o sentido. As isometrias simples
podem ser rotagdes, translacdes e simetrias. Através da reflexdo, uma imagem ¢

invertida em relacdo a um eixo, formando-se uma imagem espelhada da original,
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Bristoti (1980), (WIKIPEDIA, 2004). A figura sera considerada cilindricamente

simétrica se, € somente se, tiver simetria rotacional.

A funcao foi dividida em 441 pixeis quadrados (2/x21) iguais e a fun¢do simulada tem
441 unidades de area, ou seja, 21 unidades de comprimento horizontal e 21 unidades de

comprimento vertical.

f(x,y):exp[—%(xzjtyz)} (6.1)

(a) (b)

Figura 6.3 - Distribui¢ao de densidade Gaussiana.
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0.5T

densidade

Figura 6.4 - Perfil da distribui¢do de densidade Gaussiana.

valor da integral ao longo dae uma faixa

T
10 -5 0 5 10

BEE projecdo da fungdo gaussiana

(@) (b)

Figura 6.5 — (a) Transformada de Radon Discretizada e referencial para as projecgoes.

A Figura 6.5, mostra os resultados da aplica¢do da Transformada de Radon Discretizada
sobre uma distribuicdo gaussiana, Lingdren e Rattey (1981). A funcdo gaussiana tem a
mesma projecdo em qualquer angulo, ou seja, ela ndo tem variagdo da projecdo a
medida que o angulo varia. A principio, esta fungdo foi testada para verificar se os

algoritmos conseguiriam reconstrui-la, mantendo simetria cilindrica e verificando
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quantas passagens seriam necessarias para se obter uma reconstrucdo que se
aproximasse do fantasma original. A cor vermelha nos graficos de seccdes
bidimensionais indica maior valor da densidade ¢ a cor preta a de menor valor.
Inicialmente, foram testadas reconstrugdes feitas com dados de quatro passagens,
utilizando-se dos algoritmos de reconstru¢do ART e SIRT. A Equagdo 6.2 foi usada

para calcular o erro entre o resultado produzido pelos algoritmos e pelo fantasma:

/ (6.2)

Z (xjoriginal )2

J

lOO\/Z(xjoriginal —-X; )2

erro =

SIRT ART
(a) (b)

Figura 6.6 — Reconstrucdo de uma distribuicdo gaussiana com 4 passagens, em

vermelho (horizontal) eixo x, (a) ART; (b) SIRT.
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Conforme pode ser observado na Figura 6.6, apesar das reconstru¢des ndo apresentarem
imagens bem definidas elas dao indicagdo da regido de maior densidade ¢ mantém a
simetria do fantasma original. O pixel de coordenada (10,10) esta centrado na origem do
sistema de coordenadas cartesianas. Devido ao fato de o algoritmo SIRT considerar a
soma de todos os raios que interceptaram um determinado pixel, seu resultado apresenta
uma densidade mais distribuida em toda a regido de reconstrugdo e o erro calculado ¢ de
7,973%. Pode-se observar também que ambos os resultados mantiveram a simetria
cilindrica, ou axissimetria, e na Figura 6.7 vé-se também a propriedade reflexiva, sendo
que, o algoritmo SIRT produziu curvas mais suavizadas em relacdo ao algoritmo ART

para o qual o erro calculado ¢ de 5,424%.

L.5T

densidade

0.5
eixo x
XXX Gaussiana
-<9-- ART
SIRT

Figura 6.7 — Comparagdo da distribuicdo de densidade em y = 0 dos resultados obtidos
dos algoritmos de reconstrugdo e a densidade simulada através de modelo

matematico.

O proximo passo foi aumentar o nimero de passagens de quatro para seis usando os
angulos 0°, 30°, 60° 90°, 120° e 150°. Isto permitiu verificar que ¢ possivel obter mais

detalhes da regido de reconstru¢do. Conforme pode ser observado na Figura 6.8, houve
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uma melhora nos resultados sendo que a simetria cilindrica dos fantasmas permaneceu
nas reconstrucdes. Isso esta relacionado com o numero de equagdes € com o niamero de
incognitas do sistema linear que estd associado a esta reconstrucdo, ou seja, para
encontrar a solucdo de um sistema de equagdes o nimero de incognitas deve ser igual
ao numero de equacdes independentes. Neste caso temos 441 incognitas e cada
passagem corresponde a 21 equagdes. Entdo, quando sdo usadas quatro passagens o
algoritmo usa 84 equacdes para encontrar uma solu¢ao para 441 incognitas, ao passo
que o numero de passagens foi aumentado para seis o algoritmo passou a usar 126
equacdes, ou seja, ¢ melhor usar mais equagdes para encontrar uma solu¢do para um

sistema de equacgdes.

SIRT ART

(a) (b)

Figura 6.8 — Reconstrucdo de uma distribuicdo gaussiana com 6 passagens, em

vermelho (horizontal) eixo x, (a) ART; (b) SIRT.

68



densidade
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eixo x
XX Gaussiana
-%- ART

SIRT

Figura 6.9 — Comparagdo da distribuicdo de densidade em y = 0 dos resultados obtidos

dos algoritmos de reconstru¢do e a densidade simulada através de modelo

matematico.

Para continuar com os testes nos algoritmos de reconstrucao, o fantasma utilizado sera

uma distribui¢do senoidal conforme Equagdo 6.3:

1 2 2
f(x,y)—Esen(x +y ) (6.3)
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M

Figura 6.10 — Distribuicao de densidade senoidal.

densidade
(]
i
}

eixo x
senoidal

Figura 6.11 — Perfil da distribuicdo de densidade senoidal.

A distribuic¢ao senoidal foi reconstruida usando-se seis passagens para cada algoritmo e

o resultado ¢ apresentado na Figura 6.13 e na Figura 6.14.
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SIRT ART

(a) (b)

Figura 6.12 - Reconstrucdo de uma distribuicdo gaussiana com 4 passagens, em

vermelho (horizontal) eixo x, (a) ART; (b) SIRT.

3_-
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SIRT

Figura 6.13 — Comparagao da distribuicdo de densidade em y = 0 dos resultados obtidos
dos algoritmos de reconstrugdo e a densidade simulada através de modelo

matematico.
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O algoritmo de reconstru¢do ART tem um erro de 5,04%, embora acompanhe a
distribuicao de densidade. Com seis passagens o resultado por ele produzido nao ¢
cilindricamente simétrico, conforme pode ser observado na Figura 6.12, nota-se que as
partes a direita e a esquerda do eixo das ordenadas na Figura 6.14, sdo diferentes.
Observa-se que no centro do fantasma, a esquerda do eixo das ordenadas, hd quatro
pixels consecutivos, tendendo a vermelha, Figura 6.12. O mesmo acontece com a
reconstrugdo apresentada pelo algoritmo SIRT a qual produziu um resultado com erro

de 2,67%.

T

densidade

Figura 6.14 — Resultado de distribuicdo de densidade na quarta coluna, produzido pelo

ART para a distribui¢do senoidal.

E importante levar em consideragdo a distdncia angular entre as projegdes
especialmente no caso de se desejar uma reconstrugdo mais rica em detalhes e mais fiel,
caso contrario ndo ha como obter dados suficientes da Regido de Reconstru¢do. Se o
fantasma da Figura 6.3 for reconstruido usando-se apenas quatro passagens, nos angulos
0°, 15° 30° e 45°, o resultado aparecera “alongado” e a maior distribui¢do de densidade
aparecera na diagonal conforme Figura 6.15. Como a reconstru¢do tomografica

realizada neste trabalho depende de poucas passagens (seis passagens) os angulos que

72



foram analisados para uma aplicagdo posterior tiveram um intervalo de 30° entre si
tentando obter a maior variagdo da funcdo a ser reconstruida a partir de projecdes e

extrair o maximo de informagao da regido de reconstrugao.

sirt art

(a) (b)

Figura 6.15 — Reconstrucao da distribuicao gaussiana com quatro passagens nos angulos

0°, 15°,30° e 45°.

Outro problema relacionado com o numero de passagens ¢ o tempo de processamento
do computador. Como ja& foram mencionados, vide Capitulo 5, estes algoritmos
convergem para um resultado proximo de uma solu¢do de um sistema linear através de
iteracdes, entdo o vetor inicial para o processamento, vetor chute, deve ser um vetor tal
que se aproxime da distribui¢do de densidade da regido de reconstru¢do em questdo para
convergir a um resultado usando o menor nimero possivel de iteracdes. No caso destes
dois algoritmos a iteragdo ¢ completada quando todos os raios soma foram utilizados

para calcular o vetor imagem X, Equagédo 5.18.
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O fantasma testado a seguir ¢ assimétrico e a fungdo que representa a distribuicdo de

densidade ¢ dada pela Equacgdo 0.5 e suas proje¢des sao apresentadas na Figura 6.16.

ro=ep = =27 +-5F |re - w2 e o5 69

Figura 6.16 — Distribui¢do de densidade representada por duas gaussianas com

amplitudes diferentes.
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valor da integral ao longo de uma faixa

BEE proje¢do em 0°
--®-- projecdo em 30°
projecdo em 60°
6CG0O projecdo em 90°
projecdo em 120°
BEE projegdo em 150°

Figura 6.17 — Proje¢@o ao longo de uma faixa no intervalo de —20 a 20.

Outro fato que foi abordado neste trabalho foi a decisdo em relagdo a intersec¢do entre a
faixa projetada e o centro do pixel. Se a curva que delimita a faixa coincidir com o

centro do pixel, qual a decisdo a ser tomada? Vide Figura 6.18.

O que pode ser observado, ¢ que na reconstrucao da fungdo testada o algoritmo SIRT
gerou pixels de densidades diferentes do fantasma e o erro por ele produzido ¢ de
9,72%, enquanto que o algoritmo ART, mesmo com ruidos, reconstruiu o fantasma
acompanhando suas curvas de distribuicdo de densidade produzindo um erro de
13,10%, além do mais, ambos os algoritmos indicam a regido de maior densidade,

Figura 6.19 e Figura 6.20.
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Figura 6.18 — Faixas interceptando o centro do pixel.
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SIRT

ART

(a) (b)
Figura 6.19 — Comparagdo da distribui¢do de densidade dos resultados obtidos dos
algoritmos de reconstrug¢do, sem decisdo de interceccdo. Observe que o
algoritmo SIRT possui dois pixels vermelhos a mais do que o fantasma

inicial.
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SIRT

Figura 6.20 — Comparagao dos resultados produzidos pelos algoritmos de reconstru¢ao

na décima coluna.

A matriz de intersec¢do também influencia nos resultados quando a decisdo ¢ de um dos
pixels intersectado, Figura 6.21 e Figura 6.22. Observa-se que o algoritmo SIRT gerou
dois pixels entre as gaussianas que nao fazem parte do fantasma original. Se o algoritmo
SIRT estivesse sendo utilizado desta maneira para diagnosticar tumores em cérebro,
apareceriam tais pontos indicando anomalia. Entdo, se o paciente tivesse conhecimento
de como funcionam os algoritmos de reconstru¢ao tomografica e perguntasse ao seu
médico qual o algoritmo de reconstrugdo ele usou e para realizar a tomografia em seu
cérebro poderia por em duvida ndo apenas o trabalho de seu médico, mas também de

quem desenvolveu o algoritmo.

Para evitar tais erros, ¢ importante que se tenha um conhecimento prévio da regido a ser
reconstruida. Isso pode ser feito realizando uma reconstrucdo prévia e posteriormente
escolhendo qual a decis@o tomar dependendo da geometria a ser reconstruida, como sera

visto mais adiante.
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SIRT ART

(a) (b)
Figura 6.21 — Comparagao da distribuicdo de densidade em y = 0 dos resultados obtidos

dos algoritmos de reconstru¢do e a densidade simulada através de modelo

matematico,decisao de um pixel.

densidade

L 1 1 ]l
_IIO _IS 0 I5 lIO
eixo X
¥>$X Curva a ser reconstruida
-~ SIRT
ART

Figura 6.22 — Comparagao dos resultados produzidos pelos algoritmos de reconstrug¢ao

na décima coluna.
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Ao contrario do resultado na Figura 6.22, o algoritmo SIRT com um erro de 9,63%,
ainda fora da densidade real do fantasma, apresenta um resultado melhor, isso ¢ devido
ao fato de considerar mais incognitas em uma equagdo, ou seja, quando ha mais pixels
em consideracao o valor da faixa ¢ atribuido a estes pixels a mais, enquanto que o ART,
erro de 12,74% sofre o mesmo efeito pois se pode observar que a gaussiana superior
estd com o valor da densidade menor em relacdo ao resultado anterior, estes efeitos
também sdo observados na Figura 6.23 e Figura 6.24, onde a decisao foi de considerar o

pixel nas faixas que o intersectou.

SIRT ART
(a) (b)

Figura 6.23 — Comparacao da distribuicdo de densidade em y = 0 dos resultados obtidos
dos algoritmos de reconstrugdo e a densidade simulada através de modelo

matematico.(decisao de dois pixels)
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Figura 6.24 — Comparagao dos resultados produzidos pelos algoritmos de reconstru¢ao

na décima coluna.

O resultado apresentado na Figura 6.38 e na Figura 6.39, para uma decisdo de dois
pixels, mostra que o algoritmo ART melhora a simetria ao reconstruir a funcdo da
Equagdo 6.3, mas ndo a ponto de produzir um resultado simétrico. Enquanto isso, o
algoritmo SIRT permanece com sua simetria quase inalterada acentuando mais os
valores de distribuicdo de densidade. Note que ambos os algoritmos acompanham a
curva senoidal, isso ja ndo acontece quando a decisdo ¢ de um pixel, Figura 6.25 e

Figura 6.26.

As figuras e as tabelas apresentadas adiante mostram os resultados e os erros gerados

pelos algoritmos:
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sirt art
Figura 6.25 — Comparacao da distribuicao de densidade em y = 0 dos resultados obtidos

dos algoritmos de reconstrucao e a densidade simulada através de modelo

matematico.(decisdo de dois pixels)
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Figura 6.26 — Comparagao dos resultados produzidos pelos algoritmos de reconstrug¢ao

na décima primeira coluna. Note que ambos os algoritmos acompanham

a curva senoidal.
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densidade

eixo x

Figura 6.27 — Resultado de distribuicdo de densidade na quarta coluna, produzido pelo
ART para a distribui¢do senoidal. Note que, apesar de haver uma

melhora na simetria do resultado do algoritmo em sua reconstrucao,

ainda ha uma reflexdo dos dados.

sirt art

Figura 6.28 — Comparagao da distribuicdo de densidade dos resultados obtidos dos

algoritmos de reconstru¢do e a densidade simulada através de modelo

matematico.(decisdo de um pixel).
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Figura 6.29 — Comparagao dos resultados produzidos pelos algoritmos de reconstrug¢ao

na décima primeira coluna. Note que ambos os algoritmos acompanham

parcialmente a curva senoidal.

sirt art

Figura 6.30 — Comparagao da distribuicdo de densidade em y = 0 dos resultados obtidos

dos algoritmos de reconstrugdo e a densidade simulada através de modelo

matematico.
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Figura 6.31 — Comparagao dos resultados produzidos pelos algoritmos de reconstrugao

na décima primeira coluna. Note que ambos os algoritmos acompanham

parcialmente a curva senoidal.

sirt art

Figura 6.32 — Comparacao da distribuicdao de densidade em y = 0 dos resultados obtidos

dos algoritmos de reconstrugdo e a densidade simulada através de modelo

matematico.(decisao de dois pixels)
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Figura 6.33 — Comparagao dos resultados produzidos pelos algoritmos de reconstrug¢ao

na décima primeira coluna. Note que ambos os algoritmos acompanham

parcialmente a curva senoidal.
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Tabela 6.3 — Comparacdo de erro e acompanhamento das reconstru¢des com um
fantasma tipo senoidal.

senoidal Tipo de decisao Erro | Acompanhamento das curvas
%
1 pixel 2,817 parcialmente
E 2 pixels 1,761 Sim
<
Sem pixel de 5,037 parcialmente
intercec¢ao
1 pixel 2,972 Parcialmente
- 2 pixels 2,669 Sim
&
|
n
Sem pixel de 2,668 sim
interceccao
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Tabela 6.4 — Comparacdo de erro e acompanhamento das reconstrugdes com um
fantasma tipo duas gaussianas.

Duas Tipo de decisao Erro Acompanhamento das curvas
gaussianas %
1 pixel 3,304 Sim
E 2 pixels 2,095 Sim
<
Sem pixel de 2,091 Sim
interceccao
1 pixel 6,793 Sim
. 2 pixels 6,729 parcialmente
&
|
7
Sem pixel de 6,7 parcialmente
intercec¢ao
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Tabela 6.5 — Comparacdo de erro e acompanhamento das reconstrugdes com um
fantasma tipo gaussiana

gaussiana Tipo de decisdo Erro Acompanhamento das curvas
%
1 pixel 2,968 parcialmente
E 2 pixels 2,369 parcialmente
<
Sem pixel de 3,102 Sim
interceccao
1 pixel 8,268 Sim
2 pixels 8,24 Sim
[
&
|
N
Sem pixel de 8,227 Sim
intercec¢ao
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7 DESCRICAO EXPERIMENTAL

Esse capitulo apresenta os equipamentos empregados € os procedimentos adotados para
a aquisicao de imagem da chama a fim de reconstruir a sua sec¢ao transversal. Para
obter a tomografia de uma chama pré-misturada de Gas Liquefeito de Petroleo (GLP),
foi confeccionado um suporte para a camera CCD com liberdade de movimentos
horizontal, vertical e radial que por sua vez foi acoplada a um braco de modo que o
mesmo girasse em torno de um eixo vertical. Para realizar este projeto foi necessario

aplicar os conceitos até agora discutidos.
7.1.  Arranjo Experimental

7.1.1. Mecanismo Posicionador do Tomografo Para a Camera CCD

Para o posicionamento da cdmera CCD, um brago articulado, feito a partir de aluminio
fundido, foi confeccionado levando-se em consideragdo a distdncia de trabalho entre a
objetiva da camera e a chama. Foi utilizado uma objetiva Marshall cuja a distancia de
trabalho era de, aproximadamente, 80mm ao co com uma abertura do obturador de 0 a
20mm . Como o material disponivel e o tamanho da mesa de granito eram limitados o
intervalo de trabalho foi de 20 mm a 500 mm. Além disso, o brago articulado possui um
mecanismo para dar movimentos verticais, horizontais e radiais para o posicionamento

da camera, maiores detalhes na Figura 7.1.

A mesa graduada, de 0° a 180°, foi confeccionada em granito pois o brago articulado ao
girar sobre a mesa, em torno de um eixo perpendicular, precisava de uma superficie com
uma certa planicidade e nivelamento. Os primeiros testes foram feitos em uma mesa
comum de madeira, mas devido ao seu desnivel e irregularidade da superficie ndo era
possivel manter a camera CCD em uma mesma altura, em relagdo a superficie superior

da mesa, para todos os angulos.
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Braco Articulado

Mesa Graduada

Figura 7.1 — Arranjo experimental para posicionar a cdmera CCD.

7.1.2. Aquisi¢ao de imagens

A camera utilizada para fotografar a chama era do tipo CCD Marshall V-1070-EIA, 480
linhas na vertical e 520 linhas na horizontal com sensibilidade minima de 0.02 LUX,
sendo o tamanho do sensor CCD de 7.95mm x 6.45mm com controle do tempo de
exposicao entre 1/125 & 1/10000 segundos. Acoplada a camera foi utilizada uma
objetiva Marshall, ja descrita anteriormente, e filtros interferométricos fabricados pela
Melles Griot de 515,14nm, com transmitancia de 50,00%, e de 435,8nm com
transmitancia 40,00%, correspondente aos comprimentos de onda de emissdo
quimiluminescentes dos radicais C, e CH, respectivamente. As imagens captadas pela
camera foram processadas em um computador Pentium 133mHz, com 32Mb de
memoria através de uma placa Matrox Meteor/RGB com taxa de aquisicdo de até

42Mb/s.
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7.1.3. Queimador e Gases

O queimador de géas usado em outros experimentos Carinhara, 2005, foi projetado para
operar em regime permanente com queima pré-misturada Lacava, 1995, Figura 7.2. O
corpo do queimador foi usinado em ago inoxiddvel e os tubos, nos quais passam os

gases para alimentar a chama, foram feitos de cobre.

A alimentagdo do queimador foi controlada através de valvulas reguladora de vazao e as

vazdes volumétricas obtidas através de rotdmetros conforme Tabela 7.1.

Tabela 7.1 — Tipos de chamas e suas respectivas vazdoes em mol.

Chama ‘ O, (mmol.min™") | N, (mmol.min™) | GLP (mmol.min™)
Rica (1,3) 21,2 27,9 6,3
Estequiométrica (1,0) 35,5 279 6.3
Pobre (0,7) 46,8 27,9 6,3

Tabela 7.2 — Tipos de chamas e suas respectivas vazdes volumétrica.

Chama 0, Ar GLP
ml/min ml/min ml/min

Rica (1,3) 500 640 154

Estequiométrica (1,0) 750 640 154

Pobre (0,7) 1030 640 154
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Figura 7.2 — Esquema do queimador utilizado
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Figura 7.3 — Esquema da alimentagcdo dos gases; 1) GLP; 2)O,; 3) Compressor; 4)

Rotametros; 5) Queimador.

7.2.  Procedimentos

A mesa graduada foi nivelada através de um nivel de bolha de base retificada. Para
garantir que a cdmera CCD capturasse os dados em um tUnico plano perpendicular ao
eixo correspondente ao cilindro do queimador, ou seja, de uma secgado transversal, foi
feito o alinhamento vertical do sensor da CCD através de uma coluna de pixels

utilizando um péndulo, Figura 7.4. O péndulo foi alinhado com o centro do eixo no qual

95



o braco articulado ¢ girado, isto, consequentemente, garantiu também o alinhamento
horizontal do sensor. Um nivel de bolha foi colocado na parte superior da camera CCD

a fim de alinhar a cAmera paralela a mesa graduada.

(a) (b)
Figura 7.4 — Alinhamento vertical da camera CCD. (a) Pixels nao alinhados com a CCD

(b) Os pixels estao alinhados com o fio do péndulo.

O queimador também foi alinhado no centro do eixo em que o brago ¢ girado. Para isso,
o queimador foi visualizado com a camera em diferentes angulos alinhando-o em um
intervalo de pixels do centro do sensor da camera. Para a luminosidade nao influenciar
nos resultados, o experimento foi feito em uma sala escura e para garantir a intensidade
homogénea de fundo, foi colocado um fundo preto em torno da chama com o auxilio de
um sensor LDR, Figura 7.5. Conhecido também como fotocélula, o componente
eletronico LDR (light dependent resistor, ou, resistor dependente de luz) ¢ um resistor
que muda a sua resisténcia interna dependendo da intensidade da luz que nele incide. O
LDR foi colocado sobre a cdmera CCD e, com o auxilio de um multimetro, foi
verificada a intensidade luminosa em cada angulo com o objetivo de se assegurar a

mesma intensidade luminosa de fundo em todas as posi¢gdes angulares.
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Figura 7.5 — LDR (Light Dependent Resistor)

Os filtros interferométricos foram acoplados na objetiva através de suportes de ebonite.
ApoOs o alinhamento, foi iniciada a aquisi¢ao de dados através do computador e, de
posse dos dados, foram feitos calculos de desvio padrdo para se verificar qual o niimero

minimo médio de imagens que poderia ser obtido.

1,05

desvio padrao
o o o
N (o] o]
(] ()] (]
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Figura 7.6 — Desvio padrao da média das imagens da chama
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Para decidir qual média de aquisicdo de imagens seria utilizada, foi levado em
consideragdo o tempo de aquisicdo e armazenamento dos dados no computador, a
variacao de vazao nos gases de alimentacdo, o tempo para posicionar o brago articulado,
o desvio padrao da média das imagens, calculado anteriormente, e o tempo necessario
para se obter uma chama estavel. Pode-se observar que, além da vazdo dos gases de
alimentacdo, a estabilidade da chama depende também da sua troca de calor com o
corpo do queimador e com o meio ambiente. Assim para se obter condigdes estaveis de
trabalho foi necessario aguardar pelo menos de quinze a trinta minutos de queima, antes

de se comegar a aquisi¢ao de dados.

O tempo de aquisi¢do e armazenamento dos dados no computador era cerca de 45
segundos para uma média de 100 imagens e o tempo de posicionamento do brago
articulado de aproximadamente 2 minutos. Como as vazdes dos gases de alimentagdo
estdo ligadas diretamente a estabilidade da chama, foi analisada a varia¢do do leitor do
rotdmetro de cada um dos gases de alimentagdo. Como o ar comprimido estava sendo
alimentado por uma linha ligada diretamente a um compressor que, por sua vez,
alimentava outras conexdes, por isto apresentava a maior variacdo de vazao durante,
aproximadamente, 10 minutos em relagdo aos demais gases. Foi escolhido tomar-se
média de 100 imagens para a reproducdo tomografica do carater estacionario dos
campos fisicos em estudo, em cada posi¢cdo angular. Essa reproducdo ¢ garantida pelo

intervalo escolhido para o desvio padrao

As imagens capturadas pela cadmera e processadas no computador eram armazenadas em
arquivos do tipo TIFF. Este arquivo fornece informacdo de escala para os pixels e a
localizagdao tendo como referencial o pixel superior esquerdo. Para ler a escala de
intensidade dos pixels foi utilizado o software MathCAD®, sendo que cada pixel traz as
informagoes da regido de reconstrucdo, ou seja, cada pixel representa o valor da integral
ao longo de uma faixa proveniente da chama. Desta maneira foi colocadas tal
informacao e processada com o auxilio dos algoritmos estudados neste trabalho
obtendo-se assim a reconstru¢do tomografica de cinco secgdes transversais diferentes

como sera descrito no proximo Capitulo.
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8 RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos das diferentes chamas estudadas
provenientes do queimador. As reconstrugdes tomograficas obtidas a partir do
queimador ja descrito. As imagens obtidas s3o o resultado da emissdo

quimioluminescente da chama.
8.1.  Aspectos Gerais

Na Tabela 7.1 sao apresentadas as condi¢des das chamas estudadas e na Figura 8.1 suas
imagens obtidas com camera comercial. Pode-se observar que as chamas apresentam
dois cones distintos, uma das caracteristicas das chamas pré-misturadas. Isso se deve ao
fato de que, no primeiro cone da chama pré-misturada, cone interno, ocorrer a maior
parte das reagdes quimicas. Como parte dos produtos produzidos pelo cone interno
ainda tem uma certa quantidade de energia eles entram em reagdo com o oxigénio
disponivel no ar ambiente formando um segundo cone de chama agora difusiva, cone
externo Glassman (1977). Além disso, observou-se visualmente que a altura da chama
variou conforme a razdo de combustivel/oxidante, Tabela 8.1. Para o caso da chama
pré-misturada pobre, em fung¢do de o oxidante estar em excesso, a maior parte do
mecanismo de oxidag@o ocorre na chama de pré-mistura, restando para a chama externa
apenas a oxidacdo dos produtos de dissociagdo. Para chama estequiométrica,
teoricamente o oxidante ¢ fornecido na quantidade suficiente para a oxidagdo na chama
pré-misturada; mas, como a temperatura ¢ mais alta na chama, a quantidade de produtos
de dissociacdo ¢ maior e chama acaba ficando mais longa. Ja para chama rica, ndo ha
oxidante suficiente e a quantidade de produtos de oxidagdo parcial apds a chama pré-
misturada ¢ muito grande, uma vez que a regiao externa ¢ governada por processos de
transporte (zona difusiva), ha o aumento natural do cone, a fim de que os processos de
queima se finalizem Carinhara, 2005. Azzoni et al (1999), ao estudarem o radical C,*

em chamas de metano verificaram caracteristicas semelhantes na altura da mesma.
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Tabela 8.1 — Variagdo da altura da chama em fun¢ao da razao de equivaléncia.

Cone Externo (mm)

Cone Interno (mm)

Rica (1,3) 160 —-170 7,5-10

Estequiométrica (1,0) 140 - 150 5-6

Pobre (0,7) 130 — 140 3-4
Chama Pobre Chama Estequiométrica Chama Rica

Figura 8.1 — Imagens das chamas com diferentes razdes de equivaléncia.
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As temperaturas foram medidas através da linha reversa do sodio, Carinhara, (2005), os

resultados para diferentes alturas sdo apresentados na Tabela 8.2, com erro estatistico de

5%.

Tabela 8.2 — Temperaturas de chama obtidas pela técnica de inversao.

Altura (mm) | Rica (K) | Estequiométrica (K) | Pobre (K)
4 2800 2970 2885
5 2850 3040 2945
6 2850 2940 2945
7 2850 3000 3000
8 2850 3040 3000

8.2.  Reconstru¢do Tomografica dos Radicais C2* e CH*.

As tabelas a seguir, Tabela 8.3 a Tabela 8.8, trazem as imagens filtradas, obtidas por
camera CCD da chama projetada em seis diferentes angulos. Foi utilizado a mesma
abertura optica e tempo de exposi¢cdo dos pixels para aquisi¢ao das as imagens. Desde a
Figura 8.2 até a Figura 8.8 sdo apresentados os graficos das intensidades luminosas na

altura 1,5mm.

Tabela 8.3 — Proje¢do do radical C,*, chama rica

0° 30° 60° 90° 120° 150°
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Tabela 8.4 — Projecdo do radical C2*, chama estequiométrica

30°

60°

90°

120°

150°

Tabela 8.5 — Projecdo do radical C,*, chama pobre.

30°
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90°
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Tabela 8.6 — Projecdo do radical CH*, chama rica.

30°

60°

90°

120°

150°
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Tabela 8.7 — Projecao do radical CH*, chama estequiométrica

30°

60°

90°

120°

150°

Tabela 8.8 — Projecao do radical CH*, chama pobre

30°

60°

90°

120°

150°
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Intensidade Luminosa em Escala de Cinza

0 5 10 s 20
Posi¢do Radial
¢ projegdo 0°
-+ projegio 30°
EFE1 projecdo 60°
=<©= projecdo 90°
projegdo 120°
X projegdo 150°

Figura 8.2 — Intensidade do radical C2 a 1,5 mm do bocal do queimador, chama rica.
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Figura 8.3 — Intensidade do radical C,* a 1,5 mm do bocal do queimador, chama

estequiométrica.
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Intensidade Luminosa em Escala de Cinza
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Posigdo Radial
¢ projecio 0°
-+ projegdo 30°
EFEl projecio 60°
=<©*= projegdo 90°
projegdo 120°
> projecdo 150°

Figura 8.4 — Intensidade do radical C2* a 1,5 mm do bocal do queimador, chama pobre.
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Figura 8.5 — Intensidade do radical CH* a 1,5 mm do bocal do queimador, chama rica.
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Figura 8.6 — Intensidade do radical CH* a 1,5 mm do bocal do queimador, chama
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Figura 8.8 — Intensidade do radical CH* a 1,5 mm do bocal do queimador, chama pobre.

A méaxima emissao dos radicais foi detectada na regido do cone interno, assim a
reconstru¢do tomografica restringiu-se a altura maxima do mesmo. A Figura 8.9, traz os
dados de mapeamento para os radicais CH*, C,* e OH nas diferentes razdes de

equivaléncia investigadas por Carinhana, 2005.
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Figura 8.9 — Mapeamento dos radicais CH', C," ¢ OH  ao longo da chama (Carinhara,

2005).
As reconstrugdes tomograficas sdo apresentadas da Figura 8.11 a Figura 8.17, e na

Figura 8.10, a referéncia para os angulos. Os resultados sdo apresentados para ambos os

algoritmos SIRT e ART.
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Figura 8.10 — Referéncia dos angulos projetados no queimador.

SIRTIS SIRT2S SIRT3S SIRT4S SIRTSS

(a) 1,5mm (b) 2,5mm (¢)3,5mm (d) 4,5mm (e) 5,5mm

ARTIS ART25 ART35 ART45 ARTSS

() L,5mm (g2) 2,5mm (h)3,5mm (1) 4,5mm () 5,5mm

Figura 8.11 — Reconstru¢do tomografica do radical C,* chama rica. As figuras de (a) a

(e) reconstruidas com o algoritmo ART; (f) a (j) algoritmo SIRT.
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SIRTIS SIRT25 SIRT3S SIRT45 SIRTSS

(a) 1,5mm (b) 2,5mm (¢)3,5mm (d) 4,5mm (e) 5,5mm

ARTIS ART25 ART35 ART45 ARTS:

(f) 1, 5mm (¢) 2,5mm  (h)3,5mm Q) 4,5mm () 3,5mm

Figura 8.12 — Reconstrucao tomografica do radical CH* chama rica. (a) a (e) algoritmo

ART; (f) a (j) algoritmo SIRT.

SIRTIS SIRT2S SIRT3S SIRT4S SIRTSS

(a) 1,5mm (b) 2,5mm (©)3,5mm (d) 4,5mm (e) 5,5mm
) L5mm  (g)2,5mm  (h)3,5mm G) 4,5mm () 5,5mm

Figura 8.13 — Reconstrucao tomografica do radical C2* chama estequiométrica. (a) a (e)

algoritmo SIRT; (f) a (j) algoritmo ART.
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SIRTT1S SIRTIp2S SIRTE3S SIRT4S

(a) 1,5mm (b) 2,5mm (c)3,5mm (d) 4,5mm

>
x .
3
&

ARTT1S ART2S ART35

(e) 1,5mm () 2,5mm (2)3,5mm (h) 4,5mm

Figura 8.14 — Reconstru¢do tomografica do radical CH* chama estequiométrica. (a) a

(e) algoritmo SIRT; (f) a (i) algoritmo ART.

_

SIRT2p15 SIRT2p25 SIRTIp35 SIRTIp4s

(a) I,5mm (b) 2,5mm (¢)3,5mm (d) 4,5mm

£

ARTIS ARTIp25 ARTIp3s ARTIp4s

(e) 1,5mm () 2,5mm (2)3,5mm (h) 4,5mm

Figura 8.15 — Reconstrugdo tomografica do radical C, chama pobre. (a) a (d) algoritmo

SIRT; (e) a (h) algoritmo ART.
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SIRT2p15 SIRT1p25 SIRTIp35 SIRTIp45

(a) I,5mm (b) 2,5mm (c)3,5mm (d) 4,5mm

ARTIpIS ARTIp25 ARTIp3S ARTIp45

(e) 1,5mm () 2,5mm (2)3,5mm (h) 4,5mm

Figura 8.16 — Reconstrugdo tomografica do radical CH chama pobre. (a) a (d) algoritmo

SIRT; (e) a (h) algoritmo ART.

Assim, na Figura 8.9, observa-se que a formacgdo dos radicais ¢ influenciada pela razao
de equivaléncia, sendo que ha uma produgcdo maior de radicais na condi¢ao
estequiométrica, Figura 8.13 e Figura 8.14. Uma possivel explicacdo estd no
mecanismo de reacdo para hidrocarbonetos a pressdo atmosférica Gaydon (1978). Sera
apresentada a formagao do radical OH que possivelmente da origem a formagdo dos

radicais C, e CH, o seu processo principal ¢, Equagao 8.1:
CH+0,—>CO+OH* (8.1)

sendo que este se forma em estado eletronicamente excitado devido a alta temperatura.
Para estudar a formacao dos radicais C,* e CH* faz-se necessario entender a formacao
do radical OH*, uma vez que este estd presente no mecanismo de reagao do C,* e CH*.
Na base de chamas de hidrogénio a baixa temperatura, a recombinagdo do atomo de

hidrogénio pode levar a formagao do radical OH*, Equagao 8.2.

H+OH+OH—->H,0 + OH * (8.2)
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Sendo que estas reagdes dependerdo da concentragdo dos atomos e/ou de radicais livres

principalmente da distribui¢ao normal de energia roto-vibracional.

Em chamas de hidrocarbonetos foi detectada reagdo semelhante a Equacgdo 8.2. Para

CH?*, a principal reagdo ¢ dada na Equagao 8.3:

C,+OH — CO + CH * (8.3)

As reacdes, Equagdo 8.1, Equacdo 8.2, Equacdo 8.3 e Equacao 8.5, indicam que a
formagao do CH* depende da presenga do oxigénio na chama, o que explica um sinal de
intensidade menor na chama rica, Figura 8.12. Outro fator importante, segundo as
equagoes acima, indica que a formag¢ao do CH* depende do C,*, isto pode explicar o
fato do CH* estar localizado mais no centro da chama em relagdo ao C,*, que em

alguns casos se apresenta nas bordas da mesma.

Hé também outro processo responsavel pelo CH*, que nao depende do radical C,*,
Equagao 8.4, Kinbara e Noda (1971) estudaram este processo propondo que o tempo

histérico do espectro de emissao e absor¢ao segue da ignicao de:

C,H,+0" +NO, (8.4)

e supostas as possiveis reagoes:

C,H + 0, - CO, + CH* (8.5)

C,H, +OH - H,+CO+CH* (8.6)

que podem ser seguidas por:

CH+OH+H—>CH*+ H,0 (8.7)
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Na situacdo de chama rica, Figura 8.11 e Figura 8.14, a uma distancia de 5,5mm do

queimador, o sinal da intensidade do radical C,* ¢ maior em relagdo ao de CH*,

provavelmente pela deficiéncia do oxigénio na chama nesta altura.

Para o radical C, ¢ mais dificil encontrar reagdes exotérmicas para forma-lo em estado

eletronicamente excitado e em alta temperatura. Estudos realizados em chamas de

acetileno/oxigénio indicam que dois dtomos de carbono nao sdo provenientes de um de

acetileno, mas de fragmentos separados de carbono. Nao had ainda um consenso geral

sobre a formacdo do C,*, mas segundo Gaydon (1974) ha evidéncias em reagdes

envolvendo poliacetilenos, por exemplo, CgH, que se decompde em:

CH,—>C,+C,+H,

ou reagdes que podem ocorrer da seguinte maneira:

cC,H,+0, ->CH O, ->C, +H, + 2CO

além desta, uma outra reacdo pode ser considerada:

CH, +C — C,* + H,

Kinbara e Noda (1975) sugerem a formagao de C,H através da reagao:

CH+OH+H—>CH*+ H,0

ou

C,H,+H —>C,H+H,
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com o C,H polimerizando para (C,H),, que, entdo, se decompde em fragmentos C, e
CH, que ¢ similar ao mecanismo do poliacetileno. Baseado nestes mecanismos pode-se
explicar a formagao de C,* na borda das chamas e sua intensidade relativamente maior

na chama rica nas primeiras posi¢des de alturas das chamas, Figura 8.11 e Figura 8.12.

Observa-se, também nas reconstrugdes tomograficas, a influéncia do escoamento dos
gases na formagdo, na localizagdo e na distribuicdo de formagdao dos radicais. Por
exemplo, na Figura 8.11 (a) e (f), chama rica, uma possivel explicagdo para a formagao
mais concentrada de C,* entre os angulos de 0° e 90°, ¢ devido a uma vazao maior de
combustivel e sua mistura com o oxidante, ver referéncia de marcac¢do na Figura 8.10,
enquanto que, baseado no mecanismo de reacdo desde a Equacgdo 8.4 a Equagdo 8.7, ha

uma formagao maior de CH* em diregdo a entrada de oxidante, Figura 8.16.

Em suma, os algoritmos de reconstru¢do ART e SIRT conseguem fornecer dados da
regido de reconstru¢do de acordo com os ja estudados até agora. Observa-se também
que héa detalhes da regido de reconstru¢do que sdo mais bem definidos no algoritmo
ART enquanto que o algoritmo SIRT, embora nao consiga definicdo de algumas partes
da regido de reconstrucao, produz resultados geometricamente mais significativos, ou
seja, em questdes de reconstrugdo de figuras geométricas ¢ mais coerente, embora para
distinguir os detalhes da chama ¢ preciso melhorar a resolugdo do sistema Optico e

aumentar o nimero de passagens.

115



116



9 CONCLUSOES E SUGESTOES

O trabalho realizado teve como objetivo estudar a aplicagdo de algoritmos de
reconstru¢do para diagnostico ndo-intrusivo em chamas. Para isto fez-se necessario
estudar ndo s6 os algoritmos como também a parte fisica do problema envolvendo desde
a formacdo de produtos da combustio que emitem radiacdo da chama, a propagagdo
desta emissao, o sistema optico utilizado e os devidos tratamentos e associa¢des para a

imagem capturada.

A propagacdo da luz gerada pela chama durante o processo de combustdo até a
formacdo da imagem por um sistema Optico foi descrita usando a teoria de Optica de
Fourier. Verificou-se através de simulagdes computacionais que a melhor condi¢do de
trabalho de um sistema Optico para a aquisi¢ao de imagens de uma chama, ¢ aquela que
minimiza os efeitos da divergéncia dos raios de luz, com uma resolugdao que envolva um
numero suficiente de pixels em cada passagem, no qual a profundidade de campo seja
maior que objeto a ser reconstruido para que possa descrever a regido de interesse de
propriedades fisicas usando os algoritmos de reconstru¢ao tomografica. Verificou-se
também que a Optica empregada para minimizar os efeitos da divergéncia dos raios de
luz esta diretamente relacionada com a distancia focal que por sua vez ¢ associada ao
f/#, ou seja, quanto maior for o f/# maior serd o paralelismo entre os raios, mas para isto
o ideal ¢ alterar a distancia focal uma vez que se a abertura for diminuida para aumentar

o f/# havera uma diminuicao da intensidade luminosa.

Os algoritmos de reconstrugdo foram estudados desde o seu desenvolvimento até a sua
fidelidade de reconstrug@o. Verificou-se que com seis passagens foi possivel reconstruir
uma funcdo a partir de suas projecdes com erros da ordem de 3% para uma regido de
reconstru¢do dividida em 441 pixels, sendo que cada projecdo era representada por 21
raios (cada raio sendo representado por um pixel da cdmera CCD). Para melhorar a
resolugdo da reconstrucdo € preciso aumentar a resolucdo do sistema Optico e o nimero
de passagens e isto, consequentemente, ird aumentar o tempo computacional. Observa-

se entdo, que € necessario escrever a programacao dos algoritmos em linguagens de
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nivel mais baixo, tais como FORTRAN, C ou C++, para reduzir o tempo de

processamento.

Como pode ser observado no Capitulo 6, ha diferencas nas reconstrucdes dos dois
algoritmos. Pode-se dizer que para uma geometria concava no centro, ou seja, de menor
densidade de propriedades fisicas no centro, o algoritmo SIRT, por ter curvas mais
suavizadas produz uma reconstru¢do melhor do que o ART que, em seu resultado,
apresenta uma presenga maior de ruidos. Para uma geometria convexa, ou seja, de
densidade mais concentrada no centro da RR, o algoritmo ART produz resultados com
curvas mais proximas da funcdo original do que o algoritmo SIRT. Mesmo com estas
andlises ¢ importante lembrar que ¢ indispensavel ter uma ideia de como ¢ a RR antes

de aplicar os algoritmos de reconstrucao.

Quando as proje¢des nao variarem com o angulo de projecdo o algoritmo a ser
empregado deve ser baseado na Transformada de Abel, Apéndice E. Algoritmos
baseados na Transformada de Abel além de produzirem resultados mais acurados, tem

seu tempo computacional reduzido além de fornecerem uma imagem mais resolvida.

Outro fato, ja mencionado em outros trabalhos, ¢ o de desvio do caminho 6ptico de um
raio de luz ao interagir com uma RR com propriedades fisicas varidveis. Esta
informagao pode ser interpretada como a integral de linha na RR, o que permite fazer
uma modelagem apropriada para a reconstru¢do de chamas, ou de outro meio qualquer
que se deseja estudar. Este estudo pode ser feito usando-se como ferramenta o principio
da minima acdo em Optica de Fourier para se estimar qual ¢ o formato da zona de

reagdo, pois para cada altura, se houver desvio Optico este sera diferente.

Para estudos de poucas projecdes, sugere-se ainda, interpolar as projecdes através das
jéa existentes. Como cada pixel ¢ uma incognita a ser resolvida, ao aumentar o niumero
de pixels ¢ preciso aumentar o nimero de passagens, ja que cada passagem representa
um conjunto de equagdes. Tendo-se em mente que a RR ¢ uma fungdo que se deseja
descobrir, a interpolagdo entre os angulos de cada passagem contribuiria com equagodes
adicionais para a solugcdo do sistema. Quanto a geometria do pixel ao invés de

considera-lo quadrado, poderia considera-lo com geometria igual a intersecgdo entre os
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feixes em um dado espaco da RR. Além disso, como para coletar as projecdes da RR ¢
preciso girar em torno da mesma, ao invés de considera-la quadrada poderia ser um
circulo, dependendo de sua geometria, pois os pixels nos cantos dos do quadrado seriam
desprezados reduzindo-se o numero de incognitas para resolver o sistema de equagdes.
A decisdao para cada passagem, em cada pixel, para reconstruir a RR, pode ser feita
usando o teorema de Bayes (estatistica condicional), assim poder-se-ia ter uma

convergéncia mais rapida para um resultado mais preciso.

Além destes, outros algoritmos podem ser empregados na reconstru¢cao de poucas
passagens, como por exemplo o algoritmo MART (Multiplicative Algebraic
Reconstruction Technique), que usa uma exponencial como vetor inicial que ¢
melhorada a cada passagem. Este algoritmo utiliza o principio de méxima entropia para
gerar seus resultados. Aliado a ele pode-se usar a técnica de reconstrugdo por
retroprojecdo, conhecida como ‘backprojection’. Esta técnica estima a funcdo que

descreve a RR através da soma e distribui¢do das projecdes.

Para usar uma tunica camera CCD foi necessario projetar e construir um sistema
posicionador que girasse em torno de um eixo vertical. Este projeto foi baseado nos
equipamentos disponiveis para a aquisicdo de dados e principalmente na distancia de
trabalho da objetiva utilizada. Apds sua confeccdo foi estudado o tempo de aquisi¢do da
imagem e a estabilidade da chama de modo que pudessem ser obtidas imagens médias
de uma chama com as mesmas caracteristicas para uma determinada razdo de
equivaléncia. Outro fato observado ¢ o da influéncia do plano de fundo usado para a
aquisi¢ao das imagens. Observou-se que durante a aquisi¢do de imagens em uma chama
limpa, como € o caso deste trabalho, hd uma interferéncia nos resultados das projecdes
nos quais os fundos ndo eram homogéneos. Estas interferéncias influenciavam na

amplitude das intensidades dos pixels dos graficos.

Para quantificar os resultados, sugere-se calibrar a cdmera CCD, com uma fonte de luz
ajustavel, e utilizar uma fotomultiplicadora. Quando se deseja trabalhar com alta
resolucao sugere-se o tratamento das imagens a fim de tratar os ruidos que podem ser

gerados durante a aquisicao.
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Para estudos tomograficos de fendmenos dindmicos ¢ necessario aumentar o namero de
cameras CCD e verificar qual ¢ o tempo caracteristico de ocorréncia do fendmeno a ser

estudado e relacionéa-lo com o tempo de disparo das cameras.

A fim de minimizar os erros produzidos pelos algoritmos ¢ preciso melhorar a matriz de

projecao.

Com relacdo a aquisicdo de dados, pode-se mudar em muito a geometria do
equipamento através da utilizacdo de espelhos conjugados, paralelamente com um

melhor aproveitamento do sensor da camera CCD.

Em geral este trabalho tentou, através dos métodos estudados, responder a seguinte
questdo: “Qual é a fungdo dadas suas projecoes ao longo de integrais de linha sobre a

mesma?”.

Além de conseguir responder esta questdo usando poucas proje¢des de dados, foi
realizado um estudo no qual melhora os resultados da reconstru¢do tomografica
dependendo do tipo de geometria a ser reconstruida e, também, realizada a modelagem

matematica das emissoes eletromagnéticas provenientes de uma chama.
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APENDICE A

TRANSFORMADA DE FOURIER

A transformada de Fourier ¢ geralmente simbolizada por 3 e € definida por:

F(@)=3f0)= [ fye’ar (A.6)

~ r . . _l
e analogamente, a operagao Transformada Inversa ¢ simbolizada por 3

f@t)=3" [F(w)]:i j F(w)e'dw (A.2)
2r 7
sendo f'(¢)a transformada inversa de Fourier de F(w).

A condicao de existéncia de F'(w) ¢ comumente dada por

0

[ 1f@)]dt <o (A3)

—00

ou, seja, a funcdo f'(¢) deve ser absolutamente integravel.
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APENDICE B

PROPRIEDADES DA CONVOLUCAO

Sejam f;(t) e f>(t) duas fungdes dadas. A convolucdo de f;(?) e f>(t) ¢ definida pela
funcao

fO=[ L)1 (t=x)dx (B.1)
que, em geral, ¢ representada simbolicamente como

JO=£O 1,0 (B.2)

portanto, se em B .1 for feita a substitui¢do y =t — x , tem-se:

LO* L0 = [ L= fG)dy

= [ L) fie=p)dy (B.3)
= £,(O* £,(2)

0 que prova a lei da comutatividade.
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B.1 Propriedade de Deslocamento da Transformada de Fourier no Tempo

3 -1,)e™ = T f(t—t,)e " dt (B.4)

substituindo ¢ — ¢ty = x, dt=dx, tem:

Sf-t)l= | Fer oy

e [ fe ™ (B.5)

=e /" F(w)

Propriedade de variag@o de Frequéncia da Transformada de Fourier

r@e = T [F@©)e e at= T F(O)e "™ dt = F(w -, ) (B.6)

B.2 Teorema da Convolu¢io no Tempo

O teorema da convolugdo no tempo afirma que se J[ f,(¢1)]=F,(w) e J[f,()]=F,(®),

entao:

o0

0 L) | { £, (r—x)dx}ef'"’dr (B.7)

—00
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Mudando a ordem de integragao

SHOMAGI fl(x){ [ fz(z—x>e-f”'dx}dr (B8)

Pela propriedade da Transformada de Fourier se deslocar no tempo, Equacdo B .4,

T fo(t—x)edt=F,(w)e " (B.9)

00

SAGRAGI jq(x)Fz(a))e-dex{ [ £iGe ™ dx |F, ()

:ﬁ fi(x)e”dt |F,(w) (B.10)

=F(0)F, (o)

B.3 Teorema da Convolucio na Frequéncia

O teorema da convolugdo na frequéncia afirma que, se S"I[Fl(a))]= fi(w)e

S37'[F, (w)]=f, (@), entio,

SF(@)* F(0)]=27 £,() £, () (B.11)
ou

(@ @)= F@)* F@)= [ FWF.@-»d (B.12)
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De fato, a partir da Equagdo A.1, tem-se:

S [F (o) F(o))= S{ | E(y)ﬂ(w—y)dy}

(B.13)
~ L[| [ F0F@-p)dv e do
27 |
Fazendo a substituicdo @ — y = x e trocando a ordem da integracao,
~— 1 R K [(x+y)t
SE@* E@)] = | Fl(y)[ [ F el dx}dy
1 T i T X
:EJ- Fl(y)e"’b- F,(x)e” tdx}dy
(B.14)

= 27{% T E(w)e-/”’da)}[ii F, (co)e-/””da)}

—00

=27/, £, (1)]
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APENDICE C

FUNCAO GENERALIZADA E FUNCAO DELTA

Uma func¢do distribuicdo, ou funcdo generalizada, g(¢) ¢ um processo que atribui um
niimero a uma fungdo teste ¢(#) um numero N,[¢(¢)]. Uma fungdo generalizada ¢

também um funcional.

Por exemplo, uma funcdo ordinaria f(¢)¢ uma fungdo generalizada se

[ r@p@dt=N [p@)] (C.15)

existe para toda a fungdo teste ¢(¢) um conjunto. Para ilustrar, se f(¢) = u(¢) entdo

0

j u(t)p(t)dt= j o(t)dt (C.2)

—00

C.1 Propriedades da Funciao Generalizada

1. Lineridade e Homogeneidade

0 o0 0

j gWla,p (?) +a,p,()]dt = alj g (Ddt + azj g()p, (t)dt (C3)
2. Soma
[ e +g.0lp)dt = [ g 0p@di + [ g, (Op)dr (C4)
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. Deslocamento

o0 0

[ gt-1)pydt = | g +1,)dr

—00 —00

. Escalada

0

[ gtanptyd = | g(t)(p(ijdt
|2 a

a

% |

. Distribuigao Par

0

[ s =0,  o(t)=impar

. Distribuigéo fmpar

0

[ gp@ydt =0, ()= par

—00

. Derivada

o0

[ 4@
| LG

—0 —o0 —00
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8. Derivada n-ésima

d"g(t) d" g(t)
j e p(rydt = (- j g(t)—=L gt

—0

9. Produto com Fun¢ao Ordinaria

[ Le@yfOlp@yde = | gLf Opn)]de

—00

10. Convolugao

—o | - —o0

trocando a ordem de integragao.

| { | gl(ngz(r—r)dr}w(r)dr— | gl(nﬁ gz(r—n(p(r)dr}dr

(C.10)

(C.11)

(C.12)

Uma sequéncia de fungdes generalizadas {gn (t)};oé dita convergente para a funcdo

generalizada g(z) se

[’e]

lim [ g,(e()dt = [ g)p()d:

—00

para todo ¢ pertencente ao conjunto de fungdes teste.

(C.13)

11. Toda fun¢do generalizada ¢ o limite, no sentido das fungdes generalizadas, de

uma sequéncia de infinitas fung¢des diferenciaveis
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12. Se g,(t)—>g(t)e r,(t)—>r(t) (r é uma funcdo generalizada), e os nimeros

a,—a, entdo

d d
—g,()>—

7 5 80, &, () +7,() > g) + 1), a,g,(t) > ag) (C.14)

13. Qualquer distribuicdo g(¢)pode ser diferenciada em quantas vezes for

necessario.

Funcgao Delta

A fungdo impulso unitario 6(t), conhecida também como fung¢do delta, pode ser

definida de varios modos. Usualmente ele ¢ expressa pela relagdo, (HSU, 1973):

0 se t#0
5(t)={oo w 120 (C.15)
]E 5(t)dt:j otydt=1, &>0 (C.16)

A Equacdo C .15 indica que J(¢) ¢ zero exceto em ¢ = 0, onde ele se torna infinita, de

modo que C .16 seja satisfeita.

A funcao delta pode ser definida, também, somente em termos das propriedades de sua

integral. No que segue, J(¢) serd definida no sentido da funcdo generalizada.

Assim sendo, seja a fun¢do @(¢) (fungdo teste) continua e identicamente nula fora de

certo intervalo finito. Entdo, a fun¢do delta ¢ definida como uma fun¢do generalizada

pela relagao:
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['e]

[ 6@)p()dt=p(0)

—00

(C.17)

Esta ¢ a definicdo que usada nas Transformadas de Radon e ndo tem um significado

como uma integral ordinaria. A integral e a fun¢do J(¢) sdo simplesmente definidas pelo

numero ¢(0)associado a fungdo ¢(¢).

C.2 Propriedades da Funcio Delta

1. Deslocamento

['e]

[ sG-1)e)dr = o(ty)

2. Escalada

[e]

[ sanpdr = LT 5(r)(p[ijdz=i5(0)
lal =, a

|al

—00

da Equacao C .17, tem-se a identidade

Stat)=——s(t)

|a|

e entdo (a=-1)

S(=)=5(1)
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3. Multiplica¢do por uma func¢do continua

0 0

I [6(0) f (D]g(r) dt =I S(OLf (De(0)]dt=f(0)5(0) (C.22)

—w —©

se f(¢)for continua em zero, entdo

J()o()=1(0)o(0)

(C.23)
t6(6)=0 (C.24)
4. Derivadas
i%(p(z‘)m - —1% (C.25)
i%(p(r)m - —1% (C.26)
Iod;fft) p(nydr = (-1)' d;(f,fo) (C.27)
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De

Com o conjunto

o0

450 sppinar = o0 020N,

—00 —00

d(D(O) _af(©)

- @222 T )
£(0) dff) df “)) 5+ £(0) 420 ‘m)
4o _
=50

T ds(t) J=0 {dé‘(t)
dt

” é uma fung¢do z'mpar}

—00

d" 5(r) n dFF0) d"FS()
kz;‘( ' K(n—k) dt*  dt"™*

G

J 0 owar =uow] - [ a0

—00

:_£ %m =—go(r)£ dt = ¢(0)
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(C.29)

(C.30)

f(®)=@(t)=1 na Equagdo C .28 , a fim de encontrar a relagdo

(C.31)

(C.32)

(C.33)



e comparando com a Equacdo C .17, conclui-se que:

5@):% (C.34)

5. Integrais
j AS(t—1,)dt = A (C.35)

o(t—t)*o(t—t,) = convolugdo
(C.36)

= ]E o(t—t)0(t—r—t)dr=0[t—(t,+1,)]

f(t)*5(t)=j ft=0)0(r)dz =f(t-0)=f(0) (C.37)
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APENDICE D

VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY DE INTEGRAIS

Se f(x) ¢ continua em a < x < b, exceto num ponto x, tal que a < x < b, entdo, para &

e para &, positivos, defini-se:

b Xy —& b
! f(@)dx = lim j f@dx+ [ f(x)dx 0.1

. X +&
> —0

Em alguns casos, o limite indicado acima ndo existe para & # &,, mas existe se for

tomado & =&, =¢&. Nestes casos, diz-se que:

b X0 =& b
j F(x)dx = 15133{ j F(x)dx + j f(x)dx} (D.2)

Xo+&

¢ o valor principal de Cauchy da integral a esquerda.

Exemplo:

tde .. | fdx 0 odx| . 1 1
— = lim j—3+ — = lmy— -
I [ Ta 28 2

-1 xXo+&
£—0 &—0

ndo existe. Entretanto, o valor principal de Cauchy com & =&, =& existe e € igual a

Z€10.
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APENDICE E

TRANSFORMADA DE ABEL

A transformada de Abel (Niels Henrik Abel) ¢ uma transformada integral,

frequentemente usada na analise de fungdes com simetria axial ou esférica. Para uma

funcio f(r), tem-se:

F(y)= 2TM (E.17)

Assumindo que f (r) vai para zero mais rapido do que —, a transformada inversa ¢
r

__lpdF dy (E.2)

f(r)= s o e

Em analise de imagens, a transformada de Abel ¢ usada para projetar uma fungdo
emissao axialmente simétrica e opticamente fina num plano, enquanto que a inversa

calcula a funcdo emissdo a partir de uma projecdo dessa fungao emissao.

E.1 Geometria

Yy axis

Figura E.1 — Interpretagdo da transformada de Abel em duas dimensdes.
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Um observador (I) olha ao longo de uma linha perpendicular ao eixo y, a uma distancia
y acima da origem. Ele vé uma proje¢do (i.e. a integral) de uma fun¢ao circularmente
simétrica, f (r), ao longo da linha de visada. f (r) ¢ representada na figura por tons de

cinza. Assumindo que o observador estd a uma distancia infinita da origem, de tal forma

que os limites de integracdo sejam oo .

Em duas dimensdes, a transformada de Abel F (y) pode ser interpretada como a
projecdo de uma funcdo circularmente simétrica, f (r), ao longo de um conjunto de

linhas paralelas posicionadas a uma distancia y da origem. Com relagdo a figura 1, o

observador (I) vera
F(y)= [ £(r)dx (E.3)

onde f(r) ¢ uma fungio com simetria circular representada pelos tons de cinza na

figura 1. Assumindo que o observador estd em x = oo, de tal forma que os limites de

integragdo sao oo e que todas as linhas de visada sdo paralelas ao eixo x. Pela figura 1

podemos obter 7 = 4/x* + y* . Derivando, tem-se:

dr _or ordy  x  ,_X

de  Ox Oy dx |[x?+y? r

dr x rdr rdr

—=—=dx= =

dx r X rr—y?

dxz% (E.4)
r=y

O caminho de integragcdo em r ndo passa pelo zero e, como f (r) e a expressao de dx sdo

fungdes pares, pode-se escrever

T f(r)dx = 27 £(r)dx (E.5)
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substituindo a Equag¢do E.4 na Equagao E.5:
°° ¢ rdr
[r(r)dx =] 1(r)——= (E-6)

A transformada de Abel pode ser estendida a dimensdes mais altas. 3D ¢ o caso de

maior interesse. Se uma fungfo ¢ axissimétrica, f(p,z), onde p =/x* + y* & o raio do

cilindro, entdo pode-se conhecer a proje¢ao de uma fungdo num plano perpendicular aos
eixos z, y e x. Sem perda de generalidade, podemos supor que seja o plano y-z, de tal

forma que

F.a)= [1lphin= [T LZEE ©7

que ¢ a transformada de Abelem p e y.

A simetria esférica ¢ um caso particular de simetria axial. Neste caso, tem-se uma
fungdo f° (r), onde r* =x>+y’ +z>. Por exemplo, a projegdo sobre o plano y-z sera
circularmente simétrica e expressa como F (s), onde s°=x’+y°. A integragdo

apresenta

F6)= [ rlpnzhas - L )

00

que ¢, novamente, a transformada de Abel de f(r) emres.
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E.2 Relacao com Outras Transformadas Integrais

E.2.1 Relacido com as Transformadas de Fourier e de Hankel

A transformada de Abel ¢ membro do ciclo FHA de operadores integrais. Por exemplo,
em duas dimensdes, se definirmos A como o operador da transformada de Abel, F como
o operador para a transformada de Fourier e H como o operador para a transformada de
Hankel de ordem zero, entdo o caso especial do teorema da fatia de projecdo para

fungdes com simetria circular estabelece que:

FA=H (E.9)

Em outras palavras, aplicando a transformada de Abel a uma func¢ao unidimensional e,
depois, aplicando a transformada de Fourier ao resultado, ¢ o mesmo que aplicar a

transformada de Hankel aquela fungdo.

E.2.2 Relacdo com a Transformada de Radon

A transformada de Abel ¢ uma projecao de f(r) ao longo de um eixo particular. A
transformada bidimensional de Radon resulta numa transformada de Abel como uma
func¢do, ndo so6 da distancia ao longo da linha de visada, mas também do angulo da linha

de visada.
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