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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo da dinamica na vizinhanca dos pontos lagrangi-
anos Lj e Ly no problema restrito de trés corpos nos modelos Terra-Lua e Terra-Sol.
Apesar do carater hiperbolico desses pontos, a reducao a variedade central permite
obter drbitas periddicas e quase periddicas existentes ao seu redor. Este procedi-
mento é realizado através da forma normal, a qual desacopla as direcoes elipticas
da hiperbodlica na hamiltoniana do problema. A globalizacao das variedades inva-
riantes hiperbdlicas associadas as orbitas periddicas garante o estudo da dinamica
em uma grande vizinhanga do ponto lagrangiano. Uma vez que essas variedades
hiperbdlicas dividem o espaco de fase no problema planar restrito de trés corpos,
definem-se dois tipos de trajetorias, a de transito, que é confinada na regiao interna
da variedade, e a de nao transito, que estd na regiao externa da variedade. Estas
trajetorias podem ser utilizadas para se projetar uma missao a Lua com baixo custo
de combustivel, onde é necessario utilizar um acoplamento de dois problemas de trés
corpos, Terra-Sol-veiculo e Terra-Lua-veiculo. Uma vez que a presenga do Sol nao
deve ser desprezada na trajetoria de transito, dada no modelo Terra-Lua, é neces-
sario inclui-la. Para isto, foi utilizado o problema bicircular, onde a trajetoria foi
refinada através do método numérico de multiplos tiros. Sao apresentadas também
as trajetérias de transferéncia bi-impulsivas baseadas no problema do valor de con-
torno com o tempo de transferéncia fixo. Estas transferéncias sao utilizadas para
inserir um veiculo espacial em uma orbita halo, considerando o problema restrito de
trés corpos e o problema quase bicircular, onde realiza-se uma comparacao entre os
impulsos de velocidade requeridos em cada modelo.






TRANSFER ORBITS AND DYNAMICS AROUND THE
LAGRANGIAN POINTS L; AND L,

ABSTRACT

In this work we present a study of the dynamics in the vicinity of the Lagrangian
points Ly and L, in the restricted three-body problem, considering the Sun-Earth
and Earth-Moon models. Notwithstanding the hyperbolic character of these points,
the reduction to the central manifold allows periodic and quasi-periodic orbits. This
procedure is applied through the normal form calculations, which decouples the
elliptical directions from the hyperbolic ones in the hamiltonian of the problem. The
globalization of the hyperbolic invariant manifolds of these periodic orbits ensures
the study of the dynamics in a large vicinity of the lagrangian point. Since these
hyperbolic manifolds divide the phase space, in the planar restricted three-body pro-
blem, two types of trajectory are defined: transit ones, confined to the internal region
of the manifold, and non-transit ones, external to the manifold. These trajectories
can be employed to design a space mission from the Earth to the Moon with low fuel
cost which we must couple two restricted three-body problems, Sun-Earth-spacecraf
and Earth-Moon-spacecraft. Towards this goal we applied the bicircular problem,
in which the trajectory was refined using the multiple shooting techniques. We also
present the bi-impulsive transfer trajectories, based on the two point boundary value
problem with a fixed transfer time. These transfers are employed to place a space
vehicle in a halo orbit, within the framework of the restricted three-body problem
and the quasi bicircular problem, and we carry out a comparison of the velocity
impulses necessary for each model.
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1 APRESENTACAO
1.1 Introducao

O problema restrito de trés corpos (PRTC) é o caso particular mais simples do pro-
blema de n-corpos, e pode-se pensa-lo como um problema de trés corpos em que
uma das massas tende a zero. Sendo assim, o PRTC descreve o movimento desta
particula de massa infinitesimal sob o campo gravitacional gerado pelos outros dois
corpos que se movem em Orbitas keplerianas ao redor de seu centro de massa. A
restricao deste modelo estd em considerar a massa dessa particula desprezivel em
comparag¢ao com a massa dos corpos envolvidos - denotados como corpos primarios,
ou, simplesmente, primarios - portanto, seu movimento nao influencia o movimento
dos primérios. Esta idéia também é estendida aos modelos com mais de dois pri-
marios, como o modelo bicircular e o quase bicircular, que consideram o campo
gravitacional gerado pelo movimento de trés primarios. No modelo bicircular, como
o proprio nome sugere, as Orbitas dos primarios sao tratadas como circulares - que
sao solucoes triviais do problema de trés corpos pleno -, ao passo que, no modelo
quase bicircular, elas sao consideradas como solugoes nao triviais do problema de
trés corpos pleno; isto é, utiliza-se uma aproximagao da solu¢ao do problema de trés

corpos para o potencial efetivo da particula de massa desprezivel.

O PRTC é um dos modelos matematicos mais antigos utilizados na compreensao
do movimento de corpos celestes. Foi introduzido por Euler, em 1764, para estudar
o movimento da Lua e continua sendo estudado, especialmente em Astrodinamica,
por possuir diversas aplicacoes em missoes espaciais. Euler verificou que, sob certas
condigoes iniciais, o PRTC apresentava solucoes analiticas, descobrindo entao trés
pontos de equilibrio no eixo que une os primarios; um deles situa-se entre os pri-
marios, geralmente denominado L;, e os demais ao lado externo dos primarios: Lo
ao lado do primario de menor massa e L3 proximo ao de maior massa. Por estarem
sob 0 mesmo eixo estes pontos sao conhecidos como pontos colineares - ver Figura
2.1. Posteriormente, em 1772, Lagrange refez os calculos de Euler para os pontos
de equilibrio colineares e também descobriu as solugoes de equilibrio triangulares,
Ly e Ly, que formam triangulos equilateros com os primarios nos vértices. Por uma
injustica histérica, esses cinco pontos sao, usualmente, conhecidos como pontos la-
grangianos. Desde entao, essas cinco solucoes de equilibrio intrigaram matematicos e
astronomos em busca de analises matematicas mais detalhadas em suas vizinhangas.

Recentemente, estas solucoes periddicas motivaram também os engenheiros espaciais
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na investigacao de orbitas estrategicamente bem localizadas e economicamente mais

vidvelis.

A analise da estabilidade linear dos pontos colineares caracteriza um comportamento
instavel das solucoes na vizinhanca dos mesmos, sendo uma vizinhanga que apresenta
uma direcao hiperbdlica e duas elipticas. Mas, apesar do carater instavel de Ly, Ly e
L3, as diregoes elipticas levam a existéncia de solugoes periddicas e quase periddicas
em sua vizinhanca, ou seja, solugoes que se mantém préximas a esses pontos quando
o tempo tende a infinito. A busca de tais solucoes foi um tema de grande interesse
no final do século XIX e no comeco do XX, onde varios cientistas centralizaram
seus objetivos como Poincaré (1892) e Birkhoff(1927). Moulton (1920) e Stréengren
(1922) determinaram sistematicamente familias de érbitas periddicas no problema
restrito de trés corpos, estudando a estabilidade das solucoes periddicas encontradas
e catalogando-as de acordo com o sentido e com a posicao geométrica das familias.
Moulton, através da linearizacao ao redor do equilibrio, determinou tres possibilida-
des de solucao periddica tridimensional ao redor dos pontos colineares, sendo duas
delas conferidas numericamente, exceto a terceira, devido a limitagao computacional
da época. Posteriormente, o grupo de Stroengren catalogou essas trés familias como
familias retrégradas ao redor de Ly, Ly e Ly (1), validando a existéncia de solugoes
ao redor do equilibrio, o que ja era postulado pelo teorema de Poincaré (2), o qual
garante a existéncia de solugoes periddicas ao redor de um ponto de equilibrio para

sistemas hamiltonianos.

Devido ao aprimoramento computacional, resultados numéricos mais precisos para
as familias das orbitas periddicas previamente determinadas foram aparecendo, as-
sim como varios resultados inéditos. Goudas (3) foi um dos pioneiros na aplicac¢ao
de técnicas puramente numéricas para a obtencao e no estudo da estabilidade das
6rbitas periddicas. Henén (4) introduziu o conceito de estabilidade vertical aplicado
as solugoes periddicas planas. Quando o parametro de estabilidade vertical passa por
um valor critico, a familia se bifurca originando uma outra familia topologicamente
modificada, que sao as orbitas tridimensionais; seu trabalho determina valores criti-
cos para diversas familias do modelo de Copenhague (massas iguais). Seguindo esta
linha, a escola grega registrou sua contribuicao nos seguintes trabalhos: Michalo-
dimitrakis (5) estendeu o trabalho de Hendn, estabelecendo uma conexao entre as
familias de orbitas periddicas do problema de Copenhague através do parametro de

estabilidade. Icthiaroglou e Michalodimitrakis (6) provaram a existéncia das familias
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bifurcadas e demonstraram que as familias tridimensionais podem se conectar com

mais de uma familia planar. Outros trabalhos também abordam este tema como

(7, 8).

No final da década de sessenta iniciaram-se as discussoes a respeito das vanta-
gens e desvantagens em se explorar os pontos lagrangianos para fins observacionais.
Comecaram-se também os estudos mais elaborados sobre as solucoes periddicas e
quase periddicas na vizinhanca dos pontos colineares e nas diversas maneiras de
se transferir e manter um satélite artificial ao redor desses pontos. A vizinhanga
do ponto L; do sistema Terra-Sol é um lugar bastante conveniente as observacgoes
solares: uma Orbita tridimensional em sua vizinhanca permite um constante apon-
tamento do satélite para o Sol, evitando o ocultamento pela Terra ou por eclipse
lunar; a érbita pode estar afastada o suficiente da Terra, evitando interferéncia ele-
tromagnética, e aproximada o suficiente para que haja boa comunicacao com a base
terrestre; e, além disso, o satélite permanece longe da influéncia do campo magnético
terrestre. Uma das desvantagens, sob o ponto de vista dinamico, é o tempo exigido
na trajetoria de transferéncia para atingir a vizinhanga dos pontos lagrangianos, po-
dendo levar meses. Por outro lado, trajetérias com baixo custo de combustivel sao

viabilizadas devido ao carater instavel dos pontos colineares.

Farquhar (9) foi o pioneiro na exploracao das 6rbitas tridimensionais ao redor dos
pontos lagrangianos, que foram batizadas como orbitas halo, pois, para um obser-
vador situado em um dos primérios mirando em dire¢ao ao outro primario, idealiza
a drbita peridédica como uma auréola ao redor do primario observado. Uma das mo-
tivagoes do trabalho de Farquhar se fundamentou na exploracao das orbitas halo
referentes ao ponto Lo para observar o lado oculto da Lua, uma vez que o satélite
nao é ocultado pela sombra da Lua, permanecendo sempre em contato com a Lua e
com a Terra simultaneamente. Mas, de fato, sua contribuicao pratica efetivou-se no

planejamento da primeira missao a uma orbita halo em 1978, para observacgao solar.

Os primeiros trabalhos, a respeito das orbitas peridédicas e quase peridédicas tridimen-
sionais ao redor dos pontos lagrangianos, podem ser divididos em duas partes: os
que fornecem resultados numéricos e os que fornecem resultados analiticos ou semi-
analiticos. Dentre o primeiro grupo, incluindo os trabalhos citados anteriormente,
estd o trabalho de Breakwell e Brown (10) que faz um ajuste das condigbes iniciais
da oOrbita periddica através da matriz de transicao calculada numericamente apos

meio periodo da mesma e estuda a estabilidade das érbitas determinadas pelo céalculo
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dos autovalores da matriz de transicao. Os autores consideram o sistema Terra-Lua
e concluem que a parte estavel da familia de érbitas halo encontra-se a meia dis-
tancia entre a Terra e a Lua. A determinacao numérica das familias referentes aos
pontos Lq e Ly na vizinhanca da Lua mostrou que as érbitas halo de Ly aparecem
quase retilineas e que a familia de L; termina em colisao com a Lua. Continuando
nesta mesma linha, os trabalhos de Howell (11) e Howell e Breakwell (12) estendem
tais calculos e determinagoes para diferentes razoes de massa do PRTC. Foi notado
que ha uma zona de drbitas halo estdveis para apenas alguns valores da razao de
massa e que a amplitude das érbitas varia de acordo com o parametro de massa:
quanto maior o parametro de massa, maior é a amplitude da familia. No segundo
grupo citam-se as referéncias (13, 14). Farquhar e Kamel (13) fizeram as primeiras
determinacoes explicitas das orbitas halo e das orbitas quase periddicas de Lissajous
para o ponto L, utilizando o método analitico de Lindsted-Poincaré, expandindo em
séries de poténcia até ordem trés; e Richardson (14) estendeu o método até ordens

mais elevadas.

Em meados da década de oitenta, outros trabalhos nesta linha foram desenvolvidos
pela escola de Barcelona (15, 16, 17, 18) que, além de enfatizar bem os aspectos
matematicos, aplicando métodos perturbativos classicos com uma linguagem mo-
derna, também utiliza a andlise computacional com proficiéncia, buscando sempre
técnicas numéricas mais precisas e otimizadas. Pode-se dizer que esses quatro tra-
balhos sao as mais completas contribuicoes nesse ambito, pois estudam a dinamica
em uma grande vizinhanca dos pontos lagrangianos, o que nao era feito até o mo-
mento. Experiéncias praticas dentro da Engenharia Espacial, como as manobras de
transferéncia para as érbitas halo, projecao das érbitas nominais nos modelos mais
realisticos, manutencao e controle das érbitas, sao conferidos nos trabalhos de Goé-
mez et al (19, 20) e Simé et al (21). Além disso, tais trabalhos também desenvolvem
técnicas de aproveitamento da dinamica natural do problema como um mecanismo
de manutencao e transferéncia orbital com custos bem reduzidos. Isto é feito através
de transferéncias pelas direcoes ortogonais, na aproximacao linear, as érbitas halo,
através das quais um veiculo pode se aproximar ou se afastar da orbita periddica
naturalmente. Essas diregoes privilegiadas e invariantes sao conhecidas como varie-
dades estavel e instavel, respectivamente. Desde entao apareceu uma vasta literatura

do tema.

Basicamente, existem treés tipos de érbitas capazes de sustentar uma missao aos pon-
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tos lagrangianos: as drbitas halos (periddicas), as de Lissajous (quase periddicas) e
as quase halos, que também sao orbitas quase periddicas, sendo bons sitios para as
constelacoes de satélites. O primeiro satélite a entrar em 6rbita halo foi o Interna-
tional Sun Earth Ezplorer - 3 (ISEE-3) (22), da NASA, no ano de 1978, que serviu
como observatorio de raios cdsmicos e vento solar. Apés permanecer quatro anos em
uma 6rbita halo, ele seguiu viagem ao encontro do cometa Giacobini-Zinner para
observagoes de sua cauda. Outros cinco satélites ja passaram ou permanecem em Or-
bitas halo: o observatério solar Solar Heliosphere Observatory (SOHO), langado em
1996 através da colaboragao ESA-NASA; o satélite Advanced Composition Explorer
(ACE), planejado para a observagao do vento solar, foi langado pela NASA em 1997;
o satélite Microwave Anisotropy Probe (MAP), lancado em 2001 pela NASA, é um
observatério para a coleta de radiagdo césmica de fundo; o satélite Genesis (23),
também lancado em 2001 pela NASA, foi um observatério de ventos solares; e o
ultimo satélite a ser colocado numa érbita halo foi o Nexus, que tem como propdsito
a observagao da Terra. Outras missoes tém sido planejadas pelas agéncias espaciais
européia e americana, como o Far InfraRed and Submillimetre Telescope (FIRST), o
Planck, que servira para observacoes da radiagao césmica de fundo, o Next Genera-
tion Space Telescope (NGST), e as constelagoes de satélite como Terrestrial Planet
Finder (TPF) que ficard em 6rbita quase halo, o Global Astrometric Interferometer
for Astrophysics (GAIA) e a Constellation-X planejadada para astronomia de raios-
X. Finalmente, o satélite Single Aperture Far InfraRed Observatory (SAFIR) estd
sendo planejado pela NASA para entrar em orbita ao redor de Ly em 2014.

Dentre os satélites citados, a missao Genesis foi a tnica a utilizar as variedades
estavel e instavel de uma o6rbita halo para guiar sua trajetéria de transferéncia, que
foi dividida em quatro etapas: na primeira parte o satélite seguiu uma trajetéria
pertencente a variedade estavel de uma orbita de L; no sistema Terra-Sol levando
83 dias para atingir a érbita halo nominal; na segunda etapa, o satélite permaneceu
quase dois anos nas proximidades da érbita halo, onde realizou quatro revolugoes
colhendo dados cientificos do vento solar; na terceira fase, o satélite foi conduzido
através de uma conexao heteroclinica até as proximidades do ponto Lo, 0 que levou
quatro meses; e, finalmente, o veiculo seguiu uma trajetéria da variedade instavel de
uma 6rbita halo da familia de Ly indo de encontro com a Terra. Ao todo foram dois
anos e meio de missao. Embora tenham ocorrido falhas na ltima fase da reentrada

do satélite na Terra, pode-se dizer que a parte dinamica da missao foi bem sucedida.
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Sendo o PRTC um sistema hamiltoniano nao integravel, ele exibe um espaco de
fase muito rico, repleto de objetos invariantes que formam o esqueleto da dinamica,
apesar de sua nao integrabilidade e caos. Como exemplo desses objetos, citam-se os
pontos lagrangianos, as orbitas peridédicas e quase periddicas, as variedades invarian-
tes estavel e instavel associadas as érbitas periddicas, e suas conexoes homoclinicas
e heteroclinicas etc. Esta é a principal motivacao do emprego do PRTC, em primeira
aproximacao, ao estudo de uma particula movendo-se sob um campo gravitacional
gerado por mais de dois corpos. Porém, uma perturbacao pode mudar o quadro
qualitativo de um sistema; pode-se pensar que o problema restrito de quatro corpos
¢ um PRTC acrescido de uma perturbacao devido a presenca de um terceiro corpo
de massa nao desprezivel. Esta perturbacao faz com que as familias das orbitas pe-
riddicas - parametrizadas pelo periodo ou pela constante de Jacobi - existentes no
problema restrito de trés corpos desaparecam, restanto, apenas, alguns elementos
destas familias, como as orbitas peridédicas de periodo igual ou multiplo do periodo
da perturbacao. Ou seja, neste problema essas orbitas periddicas ja nao aparecem
mais em familias, e sim, isoladas. Este fato restringe consideravelmente a presenca
dos objetos invariantes de interesse no espaco de fase. O que, usualmente, ¢ feito, ao
invés de se buscar solucoes em um problema mais completo, seja o problema bicircu-
lar, o quase bicircular ou qualquer outro modelo de n corpos, é um refino numérico
das solugoes do PRTC nestes modelos dinamicos. O refino numérico é um procedi-
mento que ajusta as condicoes iniciais de uma trajetoria nominal para que esta seja
solucao de um modelo dinamico mais completo. Uma orbita periédica qualquer do
PRTC quando "refinada”no modelo de quatro corpos, deixa de ser periédica. Um
refino mais sofisticado considera todos os corpos do Sistema Solar, assim como suas
reais posicoes. As efemérides mais utilizadas na literatura para este objetivo sao as
efemérides do Jet Propulsion Laboratory (JPL/NASA). O método numérico no qual
baseia-se esta técnica é o método de multiplos tiros (24), levando a solu¢do em um

modelo aproximado a solugao em um sistema mais completo.

Uma outra missao que, embora nao tenha permanecido em nenhuma érbita na vi-
zinhanga dos pontos lagrangianos, utilizou as variedades estavel e instavel para a
guiagem de sua trajetéria espacial, foi a missao japonesa Hiten em 1990. Inicial-
mente esta missao era composta de dois satélites, Muses-A e Muses-B. O menor
deles, Muses-B, foi desprendido com o objetivo de ir a Lua utilizando a manobra
de Hohmman, mas devido a uma perda de comunicagao com este satélite, havia

a possibilidade da missao nao se efetivar. Para salvar a missao, Belbruno e Miller
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(25) propuseram uma maneira alternativa de enviar o satalite Muses-A a Lua com
baixo custo de combustivel, uma vez que o satélite nao estava projetado para isto,
e portanto nao carregava combustivel suficiente para uma manobra convencional. A
principal idéia foi utilizar as trajetorias das variedades estavel e instavel das orbitas
dos pontos lagrangianos dos dois modelos Terra-Sol e Terra-Lua. Pela primeira vez
idealizou-se um acoplamento de dois PRTC, ou, em outras palavras, um desacopla-
mento do problema restrito de quatro corpos em dois modelos de trés corpos com
um primario em comum. Esta técnica baseia-se na determinacao de trajetorias de
transferéncia em cada modelo de trés corpos separadamente para, posteriormente,
refind-la no modelo bicircular ou no modelo mais completo utilizando as efemérides.
O ponto de conexao entre os modelos é obtido em um plano passando pela Terra,
que é o primario comum aos modelos. Uma vez que as variedades invariantes estavel
e/ou instavel das 6rbitas dos pontos lagrangianos nao se aproximam do primério de
maior massa, uma transferéncia direta entre os primarios do mesmo PRTC torna-se
impossivel, justificando o acoplamento dos dois PRTC. Seguindo esta técnica, Koon
et al (26, 27) exploram as trajetorias de transferéncia partindo de uma 6rbita de
estacionamento ao redor da Terra seguida de uma captura balistica pela Lua, consi-
derando que as trajetérias sao guiadas pelas variedades instavel e estavel das érbitas
de Liapunov da familia de Ly nos dois modelos, Terra-Sol e Terra-Lua. Outros tra-
balhos como os de Gémez et al (28, 29) também aplicam este procedimento para
projetar missoes espaciais as luas de Jupiter, tendo como PRTC, os sistemas Jupiter-
Europa-particula e Jupiter-Ganimedes-particula; neste trabalho, as trajetérias sao
guiadas pelas variedades estavel e instavel das dérbitas halo. Este tipo de transfe-
réncia foi batizada pelos autores como Petit Grand Tour. Koon et al (30) utilizam
as conexoes heteroclinicas entre L; e Ly, do mesmo modelo para explicar a captura
de cometas por Jupiter, tais como Oterma e Geherls 3, que transitam entre érbitas

exteriores e interiores da érbita de Jupiter passando pelos pontos lagrangianos.

Todavia, tais técnicas de transferéncia orbital ainda podem ser aplicadas a uma mis-
sao lunar, pois as missoes tripuladas ao satélite natural da Terra nao deixaram de
ser planejadas. Em setembro de 2005 a agéncia espacial americana anunciou a re-
tomada dessas missoes com um lancamento previsto até o final da proxima década.
O objetivo da futura missao é estabelecer uma base em solo lunar. O retorno a Lua
oferecerd a oportunidade do desenvolvimento tecnoldgico necesséario a exploragao de
novas fronteiras, como uma missao tripulada a Marte, permitindo, aos seres huma-

nos, o aprendizado de como sobreviver por longos periodos afastados da vizinhanca
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de nosso planeta.
1.2 Objetivos

Este trabalho esta basicamente dividido em quatro capitulos que formam o corpo
principal da tese. Apesar de estarem interligados pelo tema central, transferéncia
orbital e dinamica ao redor dos pontos lagrangianos, e pelas técnicas derivadas da
teoria de sistemas dinamicos, cada capitulo apresenta objetivos independentes. A
linha condutora deste trabalho é estritamente numérica, sendo assim, alguns métodos
e teoremas sao apenas citados e referenciados, sem a apresentacao de uma prova

matematica dos mesmos.

O Capitulo 2 aborda a dinamica na vizinhanca dos pontos lagrangianos L; e Lo,
nos sistemas Terra-Sol e Terra-Lua, a partir do procedimento de reducao a varie-
dade central, realizado com a aplicacao de um método semi-analitico derivado da
teoria de formas normais. O objetivo da forma normal parcial - etapa precedente a
reducao a variedade central - é desacoplar a direcao instavel das direcoes centrais
da hamiltoniana do PRTC na vizinhanca do ponto de equilibrio. Com esta hamil-
toniana na forma normal parcial, o procedimento de reducao a variedade central,
torna-se uma tarefa simples, necessitando apenas a eliminacao dos termos relacio-
nados ao seu carater instavel, restando os termos relacionados ao seu carater centro.
No caso estudado, optou-se por expandir a hamiltoniana em termos de polinomios
homogéneos complexos, o que facilita a manipulagao dos mesmos. Os objetos da
variedade central, as érbitas peridédicas e quase periddicas, sao integrados nume-
ricamente. Neste capitulo também é descrito minuciosamente o algoritmo para a
construcao de um manipulador algébrico especialista para se obter a forma nor-
mal parcial, que envolve principalmente expansoes da hamiltoniana do problema em

termos de polinomios homogéneos e operagoes com o colchete de Poisson.

O Capitulo 3 possui um enfoque metodoldgico, onde o método de continuacao nu-
mérica de solugoes através de um parametro de arco e a globalizacao das variedades
hiperbdlicas sao apresentados. O primeiro método é aplicado na determinacao das
familias de érbitas periddicas no PRTC, como as 6rbitas de Liapunov e as halos. A
técnica numérica de globalizacao das variedades locais, estaveis e instaveis, permite
o estudo em uma grande vizinhanca do ponto de equilibrio. Estas duas técnicas
sao de extrema importancia nos capitulos subseqiientes, pois é a partir delas que as

manobras de interesse sao determinadas.
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O Capitulo 4 mostra uma aplicacao das técnicas apresentadas no segundo e terceiro
capitulos, porém outras metodologias sao introduzidas como o refino numérico de
trajetorias no modelo bicircular utilizando o método de multiplos tiros, e a trans-
formacao de Levi-Civita para regularizar a singularidade de colisao das equacoes de
movimento. O objetivo deste capitulo é a determinacao de transferéncias orbitais
guiadas pelas trajetorias das variedades instaveis e estaveis através do acoplamento
de dois PRTC, Terra-Sol e Terra-Lua, onde a determinacao do impulso requerido
na conexao entre os modelos ¢é calculado. Uma vez que se trata de conexoes entre
as variedades estavel e instavel de dois modelos dinamicos, existe uma infinidade de
combinagoes entre elas. Mas, para restringir o conjunto das possiveis combinagoes
que se enquadram nas transferéncias desejadas, foram analisados os valores limites da
constante de Jacobi das variedades estéveis (ou instaveis) em cada modelo, Terra-Sol
e Terra-Lua, ou seja, foram consideradas apenas as que se aproximam dos primarios
de menor massa de cada modelo. As fases da Lua também foram consideradas na

determinacao de possiveis "conexoes”.

O Capitulo 5 apresenta transferéncias orbitais para as érbitas halo no PRTC e no
modelo quase bicircular. As trajetérias de transferéncia sao determinadas pelo mé-
todo de Lambert: dados os pontos inicial e final, e o tempo desejado da transferéncia,
o método se encarrega de determinar o vetor velocidade necessario para a particula
atingir o ponto final desejado. A comparacao entre o impulso total em cada modelo

¢ determinada.

O Capitulo 6 apresenta uma discussao geral dos modelos e dos resultados apresen-
tados neste trabalho, bem como algumas sugestoes para a extensao dos mesmos e

aplicacao das técnicas a outros problemas.
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2 DINAMICA NA VIZINHANCA DOS PONTOS LAGRANGIANOS
L1 e L2

2.1 Introducao

Em linhas gerais, o PRTC estuda o movimento de uma particula de massa infinite-
simal sob a acao do campo gravitacional de dois corpos, que se movem em Orbita
kepleriana ao redor do centro de massa do sistema. Esta formulacao é o caso par-
ticular do problema de trés corpos; ao se estipular que uma das trés massas tenda
a zero, restam dois corpos em movimento kepleriano e uma particula movendo-se
sob a agao gravitacional desses corpos. Sendo assim, o PRTC, é o caso mais simples
do problema de n corpos. Embora sua formulacao seja simples, isto nao implica
que o problema tenha solucao analitica, ao contrario, trata-se de um problema nao
integravel, sendo necessario o emprego de técnicas semi-analiticas e numéricas so-
fisticadas para sua melhor compreensao. O PRTC é bastante utilizado como uma
primeira aproximagao ao estudo de diversos problemas no Sistema Solar, como os

planetesimais, satélites naturais e artificiais, asteréides, cometas etc.

A busca por objetos invariantes no espago de fase de um sistema dinamico vem
despertando interesse desde os primordios da mecanica classica, pois tais objetos,
como os pontos de equilibrio e suas variedades invariantes associadas, organizam o
fluxo, gerando um retrato de fase razoavelmente compreensivel, apesar de sua nao
integrabilidade. Sendo assim, este capitulo tem como foco principal o estudo de dois
objetos invariantes do espaco de fase do PRTC: os pontos de equilibrio Ly e Ly e
suas variedades invariantes centrais associadas. Os outros objetos invariantes, como

as variedades instavel e estavel, serao abordados no préximo capitulo.

O teorema de Hartman-Grobman (31) estabelece que os autovalores de partes reais
negativas ou positivas determinam a equivaléncia topoldgica entre o campo vetorial
linearizado e o campo vetorial nao linear em uma pequena vizinhanga do equilibrio.
Se existe algum autovalor cuja parte real seja nula, entao o fluxo ao redor do ponto de
equilibrio pode ser mais complicado. Porém, o teorema da variedade central completa
estes resultados para o caso em que o ponto de equilibrio apresenta algum autovalor
nulo ou cuja parte real é nula. Mostra-se que o comportamento do sistema dinamico
ao redor de um ponto de equilibrio nao hiperbédlico pode ser reduzido ao estudo
do comportamento na variedade central, que é tangente ao sub-espaco gerado pelos

autovetores associados aos autovalores de parte real nula.
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A linearizacao do campo vetorial, no PRTC, ao redor dos pontos colineares, Ly, Lo
e L3, apresenta um par de autovalores reais e dois pares de autovalores puramente
imaginarios. A reducao a variedade central permite o estudo detalhado das solugoes
que se mantém proximas ao ponto, como as oOrbitas periddicas - as de Liapunov e
as 6rbitas halos - e as orbitas quase periddicas - como as de Lissajous, as quase
halos e as quase Liapunov. Esta dinamica na vizinhanca do ponto de equilibrio pode
ser adquirida através de uma transformagao canonica proxima a identidade, a qual

reduz a hamiltoniana do sistema a forma normal.

A forma normal é um procedimento matematico que simplifica a0 maximo a expres-
sao analitica da parte nao linear do campo vetorial, de modo que as novas equagoes
de movimento contenham as informagoes relevantes do fluxo gerado pelas equagoes
originais na vizinhanca do ponto de equilibrio. Seguindo os trabalhos da escola de
Barcelona (20, 32, 33, 34), a forma normal do PRTC foi implementada através da
série de Lie, a qual gera uma transformacao que desacopla as dire¢oes hiperbdlicas
das elipticas até a ordem desejada da hamiltoniana. Deste ponto em diante inicia-
se o processo de reducao a variedade central, sendo suficiente aniquilar as direcoes
correspondentes a dinamica hiperbdlica, reduzindo o sistema completo a uma hamil-
toniana de dois graus de liberdade, a qual fornece o movimento na variedade central.
A descrigao qualitativa do fluxo das equagoes de Hamilton no espaco reduzido é dada
através de uma seccao de Poincaré adequada, onde aparecem claramente as érbitas
periddicas, suas bifurcagoes, bem como os toros KAM correspondentes as orbitas

quase periodicas.

Dentro destas breves descrigoes, este Capitulo pode ser dividido em trés partes.
A primeira parte apresenta o problema dinamico estudado, suas equacgoes de mo-
vimento e pontos de equilibrio. A segunda parte descreve os passos tedricos para
se determinar a forma normal parcial da hamiltoniana do PRTC, baseado na ex-
pansao da hamiltoniana em séries de Lie. Este passo é necessario ao procedimento
de reducao a variedade central ao redor dos pontos L; e Lo. A terceira parte tem
um enfoque computacional, onde descreve-se o algoritmo para a construgao de um
manipulador simbdlico de polinémios. A construcao deste manipulador algébrico é
necessario para a execucao do procedimento de reducao a variedade central, pois é
a ferramenta computacional utilizada nas expansoes envolvidas na forma normal,
visto que os softwares comerciais nao estao preparados para efetuar manipulacoes

com polinomios de maneira rapida e eficiente. Os resultados sao mostrados ao final
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do Capitulo.
2.2 Equagoes de Movimento do PRTC

O desenvolvimento completo das equacoes de movimento do PRTC pode ser en-
contrado em diversos trabalhos, porém, Szebehely (35) é a referéncia que mais se
destaca pelo seu detalhamento matematico e pela completeza de suas discussoes fun-

damentais. Sendo assim, optou-se por seguir a notacao e as escalas desta referéncia.

Sejam my e mq as massas de dois corpos, que no PRTC sao denotados como corpos
primérios ou, simplesmente, primarios. Tais corpos movem-se ao redor do centro de
massa em Orbitas circulares de acordo com a lei da gravitagao de Newton, a qual
estabelece uma mutua atragao gravitacional. O modelo restrito de trés corpos estuda
o movimento de uma particula de massa desprezivel, quando comparada as massas
my e mo, movendo-se sob o campo gravitacional dos primarios. A aproximacao deste
modelo estd no fato de que a particula se move sob a influéncia gravitacional dos

corpos my € mo sem causar nenhum tipo de perturbacao ao movimento dos mesmos.

O sistema de coordenadas considerado é um sistema sinddico cuja velocidade angular
é a velocidade dos primarios. A origem deste sistema situa-se no centro de massa dos
COrpos mj e Mo, € 0s eixos sao escolhidos de forma que os primdarios permanecem
em posigoes fixas sobre o eixo x. A medida de comprimento adotada ¢é a distancia
entre os priméarios, a unidade de massa é a massa total dos primarios (m; + msy) e
a medida de tempo é escolhida de modo a fornecer 27 como o periodo de revolugao
dos primarios em relacao a um sistema fixo de coordenadas. Com essas conversoes,
a constante gravitacional e o momento angular dos primarios tornam-se unitarios, e
as posicoes fixas dos primadrios sob o eixo x sdo (i,0,0) e (u—1,0,0), onde a razao
de massa (u) é dada por
H= my + mo
O potencial efetivo do PRTC nas coordenadas adimensionais citadas acima ¢ dado
por:

Qz,y,2) = %(:L‘Z + %) + (11“—1”) + % (2.1)

onde ry e ry correspondem as distancias da particula aos primarios m, e ms, respec-
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Figura 2.1 - Sistema de coordenadas sinédico do PRTC.

tivamente.

I T
ry = [p— (=D +y"+2"

As equagoes de movimento sao:

io2 = Q
i+2t = Q, (2.2)
z = ..

A integral primeira, associada ao sistema acima, é a integral de Jacobi que é dada
por:
C =20 —i*— 9> — 2%

Embora exista esta integral primeira de Jacobi, esta nao é uma condigao suficiente
para a integrabilidade do sistema, pois, de acordo com o teorema Louville-Arnold
(36), deveria existir trés integrais primeiras (¢;,7 = 1...3) funcionalmente indepen-
dentes e em involucao, ou seja, seu paréntese de Poisson deve ser nulo, {¢;, ¢;}. Mas,
a existéncia da constante de Jacobi é de extrema utilidade na resolugao numeérica
das equacoes de movimento, servindo para monitorar os calculos e avaliar a precisao
do integrador numérico utilizado. Uma outra importancia se relaciona as curvas de
velocidade zero que delimitam as regioes de possivel movimento da particula, que

serao discutidas com mais detalhes no préximo Capitulo.
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Pode-se escrever as equagoes de movimento (Equagao 2.2) utilizando o formalismo
hamiltoniano. Sejam os momenta p, = & —y, p, = ¥ + = e p, = 2, obtem-se a

seguinte hamiltoniana para o PRTC:

1 l—p  p
H = (0 + 0 +2) + ype — apy — - (2.3)
I Iy
e as equagoes de movimento sao:
OH OH
r; = ); = — , 2.4
=g e P ox. (2.4)

o indice 7 = 1, 2, 3 refere-se as variaveis (x,y, 2).
Pontos de Equilibrio

No PRTC, existem trés pontos de equilibrio sobre o eixo que passa pelo centro
dos primarios, conhecidos como pontos de equilibrio colineares e denotados Ly, Lo
e L3. Os outros dois pontos, Ly e Ly, pertencem ao plano dado pelo movimento
dos primérios e formam triangulos equildteros com os primarios em seus vértices,
por esta razao, estes pontos sao conhecidos como pontos triangulares. Nao hda uma
convencao universal a respeito dos indices dos pontos, mas, usualmente, denota-se

por Ly o ponto de equilibrio situado entre os primarios.

Uma vez que os pontos de equilibrio de um sistema sao dados pelos pontos criti-
cos da fungao potencial, portanto, para a determinagao dos pontos lagrangianos, é

necessario a resolugao do seguinte sistema:

o (A—p)x—p) pEx+l—p)

=T : - 3 =0 (2.5)
g_gyz:yu—(lr_?“)—%):o (2:6)
(?;ZZ —z((l;?“)Jr%):o (2.7)

Para o calculo dos pontos colineares, Ly, Ly e L3 toma-se y = z = 0 na Equagao

2.5 , enquanto que para a solucao triangular, L4 e Ls é suficiente fornecer r; = 1 e

37



ro = 1 na Equacao 2.6 com y # 0 e z = 0, e, de maneira direta obtém-se:

1 V3

x:u—é e y:j:?

o sinal positivo corresponde ao ponto L4 e o negativo ao ponto Ls.

Ja o cdalculo dos pontos colineares, Ly, L, e L3, exige uma solu¢ao numérica, pois
gera um polindomio de quinto grau, conhecido como quintica de Euler. Os passos

para sua implementagao numérica estao descritos no Capitulo 4 de (35).

No caso em que o primario de maior massa é o Sol e o segundo primario é o baricentro

do sistema Terra-Lua, a razao de massa é dada por
© = 3.0404233984 x 1075,

quando o primario de maior massa € a Terra e o de menor massa é a Lua, a razao

de massa ¢é dada por:
@ =0.0121505816.

As coordenadas dos pontos de equilibrio para os dois sistemas, Terra-Sol e Terra-Lua,

estao na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 - Posicdo dos Pontos Lagrangianos.

Terra Sol Terra Lua
L; x Y z x Y z
1 | -0.989986 0 0| -0.836915 0 0
2 | -1.010075 0 0] -1.155682 0 0
3 | +1.000001 0 0 | +1.005063 0 0
4,5 | -0.4999970 =+ 0.866026 0 | -0.487849 + 0.8660254 0

2.3 Forma Normal

De maneira objetiva, nesta Secao, é apresentada a teoria da forma normal,
estabelecendo-se um roteiro simples e resumido, que pode ser comparado com sua

implementagao pratica ao PRTC.

Seja um conjunto de equagoes diferenciais autonomas de primeira ordem,
X = f(X).
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Admita-se que exista um ponto de equilibrio, Xy,. Uma vez que o objetivo final é
estudar a dinamica ao redor do ponto de equilibrio, é conveniente transladar a origem
do sistema para o ponto de equilibrio, portanto a mudanca de coordenadas é dada
por:

X' =X — X,,

desta forma f(X’' + Xy) = 0 para X = 0. Genericamente, a fungao f é composta
de uma parte linear e de uma nao linear. E conveniente que a parte linear esteja
diagonalizada. Se esta parte ainda nao se encontra nesta forma, aplica-se uma outra

transformacao de coordenadas que a escreva na forma desejada.
X'=CY

Esta transformacao é uma transformagao linear, onde a matriz C é dada pelos auto-
vetores associados aos autovalores da matriz jacobiana do sistema acima, desde que
os autovalores tenham divisor elementar simples. A matriz C é avaliada no ponto
de equilibrio. Este procedimento, simplifica ao maximo a parte linear da Equagao
2.3. Entretanto, isto nao implica que a parte nao linear esteja numa forma simples.
Ainda é necessario buscar uma transformacao de coordenadas que simplifique, na
medida do possivel, a parte nao linear do campo vetorial, de modo que as novas
expressoes preservem as caracteristicas mais relevantes do campo vetorial. Transfor-
mar na medida do possivel significa eliminar os termos nao ressonantes do campo
vetorial, sendo este capaz de reproduzir o retrato de fase do sistema. Estes campos
vetoriais simplificados, sdo chamados de formas normais (33, 37). Os autovalores sao
ressonantes se existe um conjunto de nimeros inteiros, m;, ¢ = 1..n, nao nulos tais

que > m;\; =0, onde Y m;\; é a ordem da ressonancia.

1=

O primeiro resultado da teoria de formas normais é o teorema de Poincaré: se os
autovalores de matriz diagonal (A) s@o nao ressonantes, entao o sistema X = f(X)
pode ser transformado no sistema linear Y = A - Y por uma mudanca formal de

variaveis.

Quando o ponto de equilibrio apresenta, além da direcao hiperbdlica, direcoes elip-
ticas, como é o caso dos pontos colineares, pode-se proceder a forma normal parcial.
Neste procedimento, busca-se uma transformacgao que desacople as direcoes hiper-
bolica e eliptica do fluxo para, posteriormente, eliminar os termos relacionados a

direcao hiperbodlica. Para isso utiliza-se uma transformacao de coordenadas, pré-
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xima a identidade, que é descrita pela série de Lie. Neste trabalho, a forma normal
parcial da hamiltoniana ao redor dos pontos lagrangianos L; e Lo foi determinada

seguindo os passos de (32).
2.3.1 Expansao da Hamiltoniana

Esta Secao descreve o primeiro passo do procedimento para se obter a reducao a
variedade central do sistema na vizinhanga dos pontos de equilibrio. Primeiramente,
concentra-se em expandir as equacoes de movimento em termos dos polinomios de
Legendre, para, posteriormente, escrever a hamiltoniana do PRTC em fungao de um
polindomio homogéneo. A metodologia seguida encontra-se detalhada nas referéncias
(33, 32, 20), e, somente os passos relevantes a compreensao desta metodologia serao,

aqui, apresentados.

Primeiramente, translada-se a origem do sistema de coordenadas sinddico, do centro
de massa, para o ponto de equilibrio desejado, que no caso estudado corresponde ao
ponto Li. Seja v a distancia de L, ao primario de menor massa. Este valor também

¢ dado pela tnica solucao positiva da quintica de Euler, citada anteriormente,
735 + (u— 3)7;1 + (3 — 2,11)7;? — /w]? +2py; — =0 para L; tal que j =1, 2.

Este polindmio é resolvido iterativamente, tendo como o ponto inicial (/3)'/3. O
sinal superior corresponde ao ponto L; e o inferior ao Ly. As variaveis devem ser
redimensionadas de forma que a distancia entre o primario de menor massa e a nova
origem seja unitéria (14). Portanto, as velhas varidveis sdo expressas em fungao das

novas da seguinte forma:

r = ZlI'le’/‘i‘/uL—l—}"}/j
y = 5y
z = 2 (2.8)

Introduzindo-as nas equagoes de movimento (Equagao 2.2) e expandindo as distan-

cias r; e 7, em séries de poténcia (32) dadas por:
1 B 1%(,@)" <Ax’+By’+C’z’>
V@ = AP+ (y = B2+ (¢ -0 Dig\D Dp
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em que D? = A% + B% 4 (C?, chega-se a:

0 x
=2 — (14 ) =— chp”Pn(—)
ox’ et P
./ ./ / a n I'/
J 424+ (¢ — 1)y = 5 > cnp" Pa(=) (2.9)
¥ = P
0 x
! o - o nPn -
2+ oz aZ/Zcp (p)

n>3

onde p? = 22 + 4?4+ 2? e P, é o polinomio de Legendre de grau n. O lado esquerdo
das Equacoes 2.9 contém os termos lineares enquanto que o direito os nao lineares.
Neste momento, pode-se abolir o uso de apdstrofo nas novas varidveis sem que haja

confusao com as velhas. Os coeficientes c¢,, sao fungoes de p e expressos como:

Cp = %(u—% (—1)

J

(L= )yt
(1 =)+ >

Rearranjando as equacoes de movimento e usando-se as relagoes anteriores para os

momenta, p, = —y e py, = ¥ + x, obtem-se a seguinte hamiltoniana:

1 n x 1
H = S (p:+py+02) +yps —apy = ) calp)p Pn(;) ~32 [(/ny— 1%+ p(1 - p)
n>2 J

(2.10)
A relagao entre a constante de Jacobi e a hamiltoniana expandida (Equagao 2.10) em
termos das novas coordenadas é H 7]2 = —2(C'. Nesta etapa a hamiltoniana encontra-
se escrita de uma maneira adequada ao desenvolvimento computacional do método
de Lie, ou seja, em termos de polindmios homogeéneos, os quais sao fornecidos pela

quantidade p"P,(z/p).

A parte nao linear da hamiltoniana pode ser gerada confortavelmente através da
formula de recorréncia, derivada da féormula da expansao de Legendre para os po-

linomios P,. Define-se:

p

e a férmula de recorréncia para o polinomio de ordem n é dada por

_2n—1 n —

Tn $Tn,1 -

1
- (2% +y° + 22T o (2.11)

iniciando-se com Ty =1 e T} = x.
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Para a aplicacao do método de Lie é mais conveniente que a parte linear das equagoes
esteja escrita na forma diagonal, implicando uma transformacao de coordenadas
lineares, onde os novos eixos do espaco de fase sao os autovetores da parte linear
do sistema. Selecionando-se os termos quadréticos da hamiltoniana (Equagao 2.10),
tem-se:

1
(pi +p§) + YPz — TPy — CQZE2 + @92 + —(pg + 0222).

H, —
2 9 9

N | —

Se co > 0, que é o caso dos pontos colineares para 0 < p < 0.5, verifica-se que a
diregao vertical ¢ um oscilador harmonico simples de freqiiéncia wy =,/c;. Uma vez
que esta direcao ja se encontra desacoplada das demais, todos os seguintes calculos
serao para desacoplar as direcoes x e y. Portanto, a hamiltoniana considerada nas

préximas expansoes €:

Ca
(P2 +p)) + ype — 7Dy — 2%+~ (2.12)

Hy = 5

N | —

A direcao z serd re-introduzida brevemente.

Seja M a matriz JHess(H,), definida por

0 1 0
—1 0 1
M = (2.13)
262 0 1
0 —co —1 0,
em que
T T
=M
Dz Dz
Dy Dy

representa as equacoes de movimento da parte linear plana do sistema. O polinomio
caracteristico da matriz M é p(\) = A\ + (2 — ) A\? + (1 + ¢ — 2¢2). Definindo-se
A\? = 7, as quantidades 7, e 7y se tornam raizes do polindomio p(n) = n*+ (2 —ca)n +

(1+ ¢y — 2¢3), entdo:

ca — 2 —/9c3 — 8¢y ca — 2 +/9¢3 — 8¢, (2.14)
5 . .

’]71: 2 e ’]72:
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Se co > 1 entao n; < 0 e ny > 0, tem-se um par de autovalores puramente complexo
e outro puramente real, evidenciando-se, desta forma, o carater centro-sela da esta-
bilidade linear do ponto de equilibrio. Ao se considerar os autovalores da direcao z,
que sao puramente complexos conjugados, caracteriza-se que o equilibrio ¢ do tipo
sela x centro x centro. Neste momento, busca-se uma transformacao simplética de
coordenadas, que coloque a parte linear da hamiltoniana (Equagao 2.12) diagonali-
zada. A nova base tem como eixos os autovetores correspondentes aos autovalores
de M. Para certificar-se de que se trata de uma transformacao simplética, a matriz

tem que obedecer a seguinte relagao:

ctjc =17 (2.15)
onde J é dada por:
0 0 10
0 0 01
J =
-1 0 00
0 -1 00

No caso em questao é preciso normalizar adequadamente as componentes dos au-
tovetores para satisfazer a condigao simplética acima mencionada (Equagao 2.15).
Definindo w; =+/—n; e A\ = /12 como quantidades reais positivas, e inserindo a

freqiiéncia wy referente a direcao z, a matriz de transformacao C é:

2) —2) 2w
2 0 0 == &4 0
)\2—;22—1 70.)%720271 0 )\2—;102—1 85 0
51 52 s
0 0 - 0 0 0
C=1 . o ver (2.16)
+2c0+1 w1+202+1 0 A +2c0+1 0 0
S1 S2 S1
A3 (1—2¢2)\ A —(1-2c2)A  —wi+(1+2¢c2)wr
— 0 0 — " 0
0 0 0 0 0 N
onde os fatores de normalizacao sao:
s1= R/2A((4+3e)X + 4+ 5y — 603
Sy = +\/w1((4 + 3cg)wi — 4 — 5eg + 6c3. (2.17)
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Esta matriz estd ordenada para o vetor (x,y, 2, Py, Py, D»), porém o ordenamento im-
plementado computacionalmente foi (z, p,, y, py, 2, p.) 0 que implica na permutacao
dos termos de C. A transformagao simplética descrita acima coloca a hamiltoniana
linearizada (Equagao 2.12) na forma normal quadratica
_ w1, _ _ w2, _ _
H = \epe + (57 + 1)) + = (2% + 1) (2.18)
evidenciando-se novamente que o ponto L; é do tipo sela X centro x centro. A

fim de simplificar os calculos, principalmente no que diz respeito ao uso da férmula

homolégica que sera visto, foi utilizada a transformacao de coordenadas reais para
coordenadas complexas,

b)) () ()= () ew
(o) =) ()

que transcreve a hamiltoniana (Equagao 2.18) na sua forma normal complexa:

Hy = Aqip1 + iw1qap2 + iwaqsps. (2.20)

2.3.2 Meétodo de Lie

Inicia-se expandindo a hamiltoniana (Equagao 2.10) escrita em termos das varid-
veis complexas (Equagao 2.19), na qual Hs ja se encontra diagonalizada. Os passos
para a obtencao desta expansao sao os mesmos descritos e realizados anteriormente:
expande-se a hamiltoniana em polinomios de Legendre e aplica-se as transformacoes
de coordenadas, Equagoes (2.16) e (2.19), com isto, a hamiltoniana escrita nas co-
ordenadas complexas é expressa em termos de um polindmio de grau n, assumindo

a forma:

H(q,p) = Ha(q,p) + Y Hu(q,p) (2.21)

n>3
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A forma normal que se deseja determinar é definida em termos da série de Lie (37)

por:
H=H+{HG}+ %{{H, G},G} + %{{{H, G}, G}, G} + ... (2.22)

onde G = G(q,p) é a funcao geratriz e {.} denotam os paréntesis de Poisson:

080G _ OF 0G

{6} = dq dp  9p g

A hamiltoniana H é o resultado de uma transformacao canonica préxima a iden-
tidade; tanto H como H sdo compostas de polinomios de grau n. Se F' e G sao
dois polinomios homogéneos de ordem s e r respectivamente, entdo {H,G} é um
polinomio homogéneo de ordem r 4+ s — 2. Esta propriedade é de grande utilidade

na construgao do manipulador algébrico, que serd apresentado brevemente.

Neste caso, a fungao geratriz G é escolhida de forma a eliminar de H os monomios,
nos quais ¢q; e p; apresentam expoentes, kq, e kp,, diferentes, restando, portanto,
os monomios dependentes da quantidade (q;p;), ou seja, H= ﬁ(qlpl, 42,3, D2, D3)-
Este é o procedimento da forma normal parcial, porque nao ha necessidade de se
colocar as demais dire¢oes em forma normal. Poderia-se aniquilar outros termos, por
exemplo, quando k; + ko = 1 (38), entretando, os resultados qualitativos permane-

ceriam iguais.

Os termos da hamiltoniana normalizada (Equagao 2.22) sdo coletados ordenada-

mente e dados por:

H2 = HQ
H; = Hs;+ {H,, Gs}
1
Hy = H4+{H3,G3}+5{{HQ,G3},G3}+{HQ7G4}

Visto que os calculos para se obter H, ja foram apresentados na secao anterior, o que
serd apresentado nas seguintes linhas serve para o calculo das demais ordens de H.
Se o objetivo é determinar Hg, primeiramente selecionam-se os termos indesejaveis
de H3 (Equagao 2.21), portanto Hj tera termos que se deseja eliminar, contidos no

polinémio S5, e outros que se deseja preservar, em Z3, portanto, pode-se separa-lo
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em duas partes:
Hs = Z3+ Ss

onde Zz = H3(q1p1, 42, 43, P2, p3) € Ss = H3(q1, G2, 43, P1, P2, p3)- Desta forma,
Hs = Zs+ Ss + {Ha,G3}
e {Hy, G3} deve satisfazer a equagao homolégica, de onde tem-se:
{H,, G3} = =53, (2.23)
para se obter como resultado final, para a ordem n = 3, apenas os termos desejados,
Hy = Zs. (2.24)
Explicitamente, tem-se:

Hy(q,p)= Y luwd™p",  Gsle.p)= Y. grw,d" 0"
|kp|+|kq|=3 |kp|4-|kq|=3

3
e HQ((LP) = qumi
i=1

onden; = A\, My = —iwy e M3 = —iwsy. A equacao homoldgica (Equagao 2.24) torna-se:

{H27 GS} = Z < kp - ktp n> gkq,kqu"pk"
|kp‘+‘kq|:3

portanto, a funcao (G3 procurada tem a forma:

_hkq,kquqpkp
Gslan) = D>, — -4 s (2.25)
|kpl+lkgl=3 ~ P T

onde Ay, 1, sao os coeficientes dos termos de S3 e < k, — kg, 7 > representa o produto
interno, < x,y >= Y. x;y;. Esta forma vale, somente, se < k,—ky,n > ¢ diferente de
zero, ol seja, nao existe ressonancia, além da ressonancia caracteristica dos sistemas
hamiltonianos. No caso ressonante os termos singulares nao devem ser eliminados,

deve-se, entao, gerar uma forma normal ressonante.

O mesmo procedimento ¢ aplicado aos termos de ordens superiores de H, lembrando
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que a cada passo da transformacgao mudam-se os termos de ordens superiores, o que
torna o procedimento nao trivial. Este procedimento pode ser descrito pelo seguinte

algoritmo, que estd apresentado em detalhes em (33):

{Gk, Ha} + Z), = Fy, para k> 3, com Fy = Hj, (2.26)

k—3 k—2

m

I = Z{Zk—ma Goim} + Z mHQ+m,k—m—2 para k>4,
m=1 m=1

onde
k—m—2

)
Hoymp—m—2 = ——— A Hopmp—m— ,i,G i
2-fm,k—m—2 ZZ:; k—m—2{ 24 m k—m—2 24i}

sao os termos do triangulo de Lie:

Hj — k=2
Hso Hj; — k=3
Hyo Hsp Hyp — k=

Hso Hy1 Hsp Hyj — k=5

Heo Hsy Hip Hss Hys — k=6

) ) ) )

onde a quantidade Z, é dada pela somatoria dos termos da linha k£ do triangulo
de Lie acima. Esta propriedade pode ser utilizada para conferir a consisténcia da
implementagao computacional da Equacao 2.26, uma vez determinado o processo
até uma dada ordem k. A funcdo geratriz G, é retirada da Equacao 2.26 para cada
ordem k do método, ou seja, o valor de Gy ¢é desconhecido quando calcula-se Fj,
pois F}, depende somente dos valores de GG5...Gg_1. A determinacao de G, é feita

a0 mesmo tempo que Zy.

A transformacao inversa de coordenadas da variedade central as coordenadas cor-

respondentes a hamiltoniana expandida em coordenadas complexas (Equagao 2.21),
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¢ dada por:

0= 6o+ {3, G} + 3 (100 GL G+ {10, GLGLG + . (220)
pi=pit {50 G+ 5 {{,G), G} + 3 {15 G}, G), G} + .

2.4 Redugao a Variedade Central

Uma vez que a dire¢ao central da hamiltoniana normalizada encontra-se desacoplada
da direcao hiperbdlica, a reducao a variedade central se torna uma tarefa simples.

A hamiltoniana parcialmente normalizada assume a forma

A~ A

H<Q7p> = H(q1p17QQJQ37p2ap3) (228)

onde a quantidade ¢;p; é uma integral primeira do sistema, pois, em coordenadas
acao-angulo, este produto depende somente da coordenada acao I;. Considerando
I; = 0, isto é, eliminando-se o comportamento hiperbdlico, obtém-se uma hamilto-
niana H de dois graus de liberdade, H=H (g2, q3, P2, p3) que descreve a dinamica
do sistema na variedade central. Se o interesse é por trajetérias que se mantém na
variedade central, mesmo quando incluidos os termos nao lineares, é suficiente que
¢1(t) = p1(t) = 0 para todo t, portanto, ao considerar ¢;(0) = p1(0) = 0 e ¢;(0) =

p1(0) = 0, garante-se a permanéncia na variedade central.

Uma vez que o procedimento da forma normal foi escolhido de tal maneira a fornecer
varidveis complexas, é necessario utilizar a transformagao inversa a Equacao (2.19)
para obter a hamiltoniana expressa em coordenadas reais. A andlise da dinamica
ao redor do equilibrio é feita através da seccao de Poincaré, em z = 0 - a seccgao
de Poincaré é uma superficie arbitraria e invariante, S(X, X ) = 0, transversal ao
movimento; toda vez que a trajetoria cruza esta superficie em uma direcao fixa e
arbitrariamente escolhida é registrado um ponto (39). Este procedimento gera um
mapa ou seccao de Poincaré. No caso de sistemas hamiltonianos, com dois graus de

liberdade, gera uma aplicacao de S — S que preserva a area no mapa S.
2.5 Construgao do Manipulador Algébrico

O conjunto de rotinas computacionais que visam realizar operacoes aritméticas com

polinomios é conhecido como manipulador algébrico de polinomios, sendo utilizado
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como uma ferramenta de trabalho em que o usuario tem plena autonomia dos cal-
culos realizados. As motivagoes de sua construcao neste trabalho sdo a precisao
numérica e a alta velocidade nos célculos da teoria apresentada até o momento. E
importante notar que os softwares comerciais nao suportam o volume dos calculos
efetuados nas expansoes da hamiltoniana (Equagao 2.22) para ordens superiores a

quarta ordem (> 5).

Existem basicamente duas estratégias no desenvolvimento de um manipulador al-
gébrico: a esparsa e a plena. Se o nimero de mondomios com coeficientes nulos é
suficientemente grande, ou seja, monomios esparsos, justifica-se apenas o armaze-
namento dos coeficientes nao nulos, de seus expoentes e de um vetor auxiliar de
monitoramento do nimero de termos existentes em cada grau do polinomio. Por
outro lado, se ha poucos coeficientes nulos, torna-se conveniente o armazenamento
de todos os coeficientes do polinomio e de nenhum expoente, isto é, trabalha-se como
se a estrutura fosse plena. Nesta estrutura, cada coeficiente é alocado em um deter-
minado local do vetor polinomial e, dado o local pode-se determinar os expoentes
correspondentes a este local. Por isto, é suficiente saber apenas o local do mono-
mio, sendo esta principal diferenca entre as estratégias. Neste trabalho escolheu-se

a estrutura plena na construgao do manipulador.

Um dos itens fundamentais na manipulagao de estruturas polinomiais é a ordenacao
dos monomios. Uma vez feito o ordenamento dos monomios, pode-se calcular, com a
ajuda da férmula binomial, o niimero de monomios e o local de armazenamento dos
mesmos. Além disso, deve-se responder as seguintes perguntas bdsicas: (i) dados os
expoentes de um monomio de grau g com n variaveis, qual o seu local na estrutura?
(17) dado o local, quais sdo os expoentes do monomio que ocupam este local? Estes
passos sao prévios a expansao da hamiltoniana em fungao dos polinémios de Legen-
dre e a obtencao de formas normais totais ou parciais. Neste trabalho utiliza-se a
implementagao do algoritmo em linguagem Fortran, como foi feito em (40) para a
determinagao da variedade central do problema de Hill plano. Jorba (34) detalha a
metodologia da computacao numérica para formas normais, variedades centrais e in-
tegrais primeiras de sistemas hamiltonianos, em linguagem de programagao C/C*t,
além disto, o autor fornece uma direcao virtual, onde as sub-rotinas estao disponi-

veis.

49



2.5.1 Ordenagao de Polinémios

Os mono6mios de um polindmio homogéneo de grau g com n variaveis (1, o, ..., Tp,)
sao ordenados na ordem lexografica inversa, isto é, do grau menor para o maior.

Sejam dois monomios de um mesmo polinémio,

o
my = caiiakr g ek

hi ho I
my = Coxi'Ty%..x,)" f:chn
que ocupam os lugares [; e [y respectivamente. A ordenacao dos monomios é feita

da seguinte forma:

i- se) ki <) hentdoly < ly;

ii- sed k=) ,hieks > hyentdol; <ly;

iii - se D> ki =D, hi, ki = hi e ks > hy entao l; < ly;

e assim sucessivamente. Se um determinado expoente i dos monomios se iguala,
testa-se o expoente seguinte, em algum momento aparecera a desigualdade, neste
caso se k; > h; entao l; < ly. Se todos os expoentes dos dois monomios forem
idénticos, entdao estes ocuparao o mesmo lugar, [y = [,. A Tabela 2.2 clarifica a
ordem lexografica inversa para um polinomio de terceiro grau com trés varidveis. O

indice k; representa o expoente da variavel z;.
Numero de Monoémios e Tabela Auxiliar

O ntmero de monomios N, de um polinémio com n varidveis e grau g ¢ dado pelo

numero binomial

N (nte)_(ntg)! (2.29)
g n g! n! )

Com esta formula constréi-se uma tabela auxiliar com o nimero total de termos
de um polindbmio homogéneo de grau g com n variaveis. Esta tabela é bastante
utilizada na construcao do manipulador algébrico, pois permite uma consulta rapida

do niimero de monomios existentes em cada ordem do polindémio.

Um polindmio homogéneo de grau trés com trés variaveis tem 20 termos, o que

pode ser conferido na Tabela 2.3. O termo 56 da sexta linha nesta tabela indica que
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um polinomio de quinta ordem com trés variaveis tem 56 termos, ja o termo 56 da
quarta linha indica que um polinémio de terceira ordem com cinco variaveis tem 56

termos.

A Tabela 2.3 cumpre um papel essencial para o funcionamento do manipulador sendo
bastante acionada na determinacao do local e dos expoentes do monomio desejado.
Se a intencao é saber o nimero de monomios de grau trés de um polinomio de duas
variaveis, entao subtrai-se do numero total de monomios do polindbmio completo
(10) o numero total de termos do polinomio da ordem imediatamente inferior a
ordem desejada (6), entdo o nimero de monomios de ordem trés com duas varidveis

é 10 — 6 = 4. Na verdade, o que foi descrito é a aplicacao da seguinte férmula:

N, N, — <n+g>_<n+(g—1)>.

Tabela 2.2 - Ordem Lexogréfica Inversa para um Polinémio de Trés Varidveis.

lugar | coeficiente | k1 ko k3
1 c1 0 0 0
2 Co 1 0 O
3 C3 0 1 0
4 Cy 0O 0 1
5 Cs 2 0 0
6 Cg 1 1 0
7 Cr 1 0 1
8 cs 0 2 0
9 Cy 0o 1 1
10 C10 0 0 2
11 c11 3 0 0
12 C12 2 1 0
13 C13 2 0 1
14 C14 1 2 0
15 C15 1 1 1
16 Ci6 1 0 2
17 ci7 0 3 0
18 Cis 0 2 1
19 C19 0 1 2
20 C20 0 0 3
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Tabela 2.3 - Nimero de Termos de um Polinbmio.

grau x; Xy T3 Ty Ty  Tg
0 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7
6 10 15 21 28
10 20 35 56 84
15 35 70 126 210
21 56 126 252 462

U k> W N+~
O O = W

Expoente-Local

Para um polinémio homogéneo de n varidveis e ordem m, o nimero (N,,_; + 1) é
o local onde iniciam-se os monomios desta ordem; e N,, é o local onde terminam
os monomios da ordem m. Portanto, dados o niimero de varidveis do polinémio e a
ordem de um dos monomios é possivel determinar facilmente em qual intervalo do

vetor de armazenamento o monomio se encontra.

O proximo passo é determinar com exatidao o local que um determinado monoémio
ocupa, dados os expoentes e o numero de variaveis do mesmo. Vale ressaltar que
para armazenar os coeficientes de um polinomio foi adotada a forma vetorial, por
esta razao saber o local que o coeficiente ocupa é importante e possuindo o local é

possivel determinar os expoentes, como serd visto brevemente.

Sejam g e k;, o grau e os expoentes de um monomio com n varidveis, entao:

9= Z ki;
i=1

o local do monomio esta entre os dois ntimeros binomiais abaixo:

(n - 1)> +1 <local < (n * g> (2.30)

que fornece um primeiro intervalo do local procurado. A relagao que fornece o local

exato é dada por:

1 .
i1
local =3 <S T ) +1. (2.31)

; 1
i=n
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onde

Si= knrig.
j=1

Local-Expoente

O objetivo nesta Secao é determinar os expoentes de um monomio a partir do local
em que este se encontra. Vale lembrar que a ordem do mesmo nao é conhecida,
portanto esta informagao deverd ser a primeira a ser buscada. Da Tabela 2.3 retira-

se a informagao desejada, a qual obedece a Equacgao 2.29.

Exemplificando, considera-se n = 6 e local = 150. Da tabela lé-se diretamente que o
grau do monoémio € 4. Esta informacao esta entre a quarta e a quinta linha da coluna
Zg, pois o numero 85 acrescido de uma unidade delimita o local onde os monomios

de quarta ordem comegam e o nimero 210 corresponde ao local do tltimo mondmio

0,0 ,.0,0 .04
de quarta ordem, dado por ce19 7y x5 T3 T4 T5 T

O expoente ¢é determinado da seguinte forma:

Se (n tlo- 1)) +1 <local < (n - 1)> + ((n(_i)l—; j) (2.32)

onde j varia de 0 até g, for verdadeiro, entao ky = g — J.
-1 —1 '
Seja I; = nt(n=D)  ((=DHI) 20
n (n—1)

Se I; +1 <local < (n—i—(n—l)) 4 ((n—l)—l—j)

n (n—1)

for verdadeiro entao ky = n — j.

O mesmo se aplica ao célculo dos demais expoentes. Seguindo com o exemplo anterior
de um polinomio homogéneo de trés variaveis, deseja-se calcular seus expoentes dado

o local, local = 150. Aplica-se a formulagao acima da seguinte forma:

3+3 3+3 240
Se <—§>+1§100a1§<§>+<—;>:>k1—4
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=(3) () remms ]
o (V7)) (1) 1o 07
=37 (127 e
(

S

@

)
)
)
) () s () (3)

O mesmo aplica-se ao calculo dos demais expoentes. Da Tabela 2.4 nota-se que os
expoentes ko e k3 representam um polinomio de duas variaveis completo, isto é, com
todos os monomios de grau 0 até o grau 4. A partir desta propriedade o calculo dos

expoentes se torna mais facil.

Tabela 2.4 - Mon6mios de Quarta Ordem de um Polindmio de Trés Variaveis.

coeficiente | local | k1 ko k3
Ca1 21 4 0 0
C99 22 3 1 0
Co3 23 3 0 1
Cou 2 |2 2 0
Cos 25 2 1 1
Cog 26 2 0 2
Co7 27 1 3 0
Cos 2% |1 2 1
Coo 2 |1 1 2
C3p 30 1 0 3
C31 31 0 4 0
C32 32 0 3 1
C33 33 0 2 2
C34 34 o 1 3
C35 35 0 0 4
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2.5.2 Operagoes Fundamentais

Antes do préximo passo na construcao do manipulador algébrico especialista, é pre-
ciso certificar-se que as sub-rotinas anteriores estao bem consolidadas, pois elas for-
mam o arcabouco do cddigo, e se alguma férmula nao estiver bem implementada
comprometerd o funcionamento das préximas operagoes, conseqiientemente, do re-
sultado. Portanto sao duas sub-rotinas fundamentais que serao mais utilizadas: local-
exp, dado o local determina os expoentes, e exp-local, dados os expoentes determina

o local.

Passa-se agora a descricao de algumas operacoes aritméticas com polindmios que
sao: (1) soma; (2) diferenca; (3) produto por uma constante; (4) produto de dois
polinémios; (5) derivada parcial de um polinémio; e (6) paréntesis de Poisson. As
trés primeiras sub-rotinas mencionadas sao bastantes simples, pois necessitam so-
mente da informagao do nimero de monomios em cada polinémio, ja as trés tltimas

necessitam o uso das sub-rotinas local-exp e exp-local.

Como visto, os coeficientes dos polindmios sao armazenados na forma vetorial, sendo
o indice do vetor o proprio local do monomio. Além disso, para agilizar o andamento
das operagoes os expoentes sao guardados em uma matriz M, onde o indice da linha
da matriz é o local do monomio, e o indice da coluna se relaciona com os indices dos
expoentes das variaveis. Guardar os expoentes dessa forma evita o constante uso das

sub-rotinas local-exp e/ou exp-local, economizando tempo de CPU.
(1) Soma

Dados dois polinomios P; e P, cujos coeficientes sdo pi(.) e pa(.), o polindmio soma é
facilmente obtido a partir de s(i) = p;(i) +pa2(i) onde i varia do local 1 até o niimero
de monomios dos polinomios, se P, e P, possuirem o mesmo grau. Se os polinomios

nao possuirem o mesmo grau, uma condicao a mais devera ser implementada:

- se g1 > go entao:

: : » o [(n+
s(1) = p1(i) + pa(i), para 1<i< 92
n
+ +
s(i)=p(i), para [ P <i< ("
n n
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Para o caso g» > ¢; o raciocinio é analogo.
(2) Diferenga

A diferenca é obtida da mesma forma que a soma d(z) = p1(i) — p2(2), onde i varia
7

do local 1 até o nimero de monémios dos polinémios, se P, e P, possuirem o mesmo

grau. Se os polinomios nao possuem o mesmo grau o procedimento explicado acima

devera ser aplicado.

A diferenga também pode ser realizada de uma outra maneira, utilizando-se uma

constante multiplicativa £ = —1, desta forma P, = £P,, em seguida soma-se d(i) =
p1(2) + &Epa(i) = pa(i) — pa(i).

(3) Multiplicagao por uma Constante

Seja P um polinomio de grau g; p(i)’s os coeficientes dos monémios e £ uma cons-

tante. Os coeficientes ¢,’s do polinémio produto sao dados por:

cp(i) = Ep(i) Vi, tal que 1 <i < (n * g)
n

(4) Produto

Sejam P; e P, dois polinomios de n variaveis e de grau g; e go, respectivamente. No

produto destes dois polindmios o niimero resultante de monoémios é
n+gp
N, =
n

Como foi dito anteriormente, os expoentes sao armazenados numa matriz M, uma

onde gp = gp, + gp,-

vez dado o local do monomio, obtem-se diretamente seus expoentes. Esta matriz
funciona como uma tabela de consulta, o que evita recalcular os expoentes quando
necessario. Esta matriz é gerada tanto para os polinomios a serem manipulados como

para o resultado de algumas operacoes.

O produto é feito de forma ordenada, isto é, o grau do resultado é obtido na ordem

crescente, de gp = 0 a ordem gp = gp, + gp,. Multiplica-se 0 monomio de grau i
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do polinémio P;, pelo o monoémio de grau j do polinomio P, o grau resultante do
produto é 7 + j = k. Para percorrer em ordem crescente do grau do produto, faz-se
uma multiplicacao em blocos; isto €, coleta-se qual a combinacao entre os graus i e
j de cada polinomio P; e P,, que fornece o grau desejado k. Por exemplo: para se
obter o grau 6 do polinomio produto percorre-se os graus de P; e de P, respeitando
a igualdade gp, + gp, = 6. A Tabela 2.5 mostra todas as possibilidades para que o

grau do produto seja 6.

Sejam ()7 um monomio qualquer do polinomio P; que ocupa o local [ e Qo um
monomio do polindomio P, que ocupa o local l5. A partir da matriz de armazenamento

dos expoentes, retira-se diretamente os expoentes dos monomios:

_ ki, ko, ks, ka, ks, ke
Q1 = axi'xy’rr v’ xg
Qo = coxltalzghsghaylsghe

Quando se multiplica dois monémios quaisquer, o resultado tem como coeficiente,

o produto dos coeficientes, e como expoente, a soma dos expoentes, portanto:
_ ki+h1 .ka+ho , k3+h3,  kit+ha ks+hs,  ke+he
Q1Q2 = (c1c2) 7y Lo S RV R

Apos esta operacao o local do produto devera ser recalculado acionando a sub-
rotina exp-local, que armazenara o coeficiente obtido ¢ico no local de seu monémio
equivalente, cujos expoentes sao k; + hy,--- , k¢ + hg. Em uma multiplicacao de
polinomios surgirao termos que ocupam o mesmo local, estes devem ser somados
e armazenados devidamente. Por esta razao a implementacao de uma rotina de

armazenamento vetorial é necessaria.

Pode-se também implementar uma multiplicacao de polinomios utilizando a simetria

Tabela 2.5 - Possibilidades para que o Resultado de um Produto Seja Igual a 6.

gr, | gp, | 9P = gp, + Gp,
6 0 6
5 1 6
4 2 6
3 3 6
2 4 6
1 5 6
0 6 6
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do produto, isto gera rapidez na execucao do mesmo. Sejam ()1 e R, monomios de
hn

n

um polinomio P;; e ()3 e Ry monomios de Ps; e, se Q1 = clxlfl..xk” e R = dla:’l“..x
Q2 = cox™ e Ry = coa® . aFn | 0s mondmios produto Q1 R, e Qo Ry sdo calculados

simultaneamente.
(5) Derivada Parcial

Derivar parcialmente um polindmio nao é uma tarefa muito dificil desde que a sub-
rotina exp-local esteja funcionando bem. A féormula geral de uma derivada parcial
em relacao a x; é dada por:

a@ ki—1 ke

81‘ _kll 1.%2 WX ...IG
(2

Portanto, derivar um polindmio em relacao a uma variavel é fazer o produto do
coeficiente pelos expoentes da mesma variavel para cada mondémio. Porém, ao sub-
trair uma unidade do expoente, este deixara de ocupar seu lugar de origem, é neste
momento que deve-se chamar a sub-rotina exp-local e redeterminar o local do novo

monomio e armazena-lo.

Apés a derivada, o grau do polinomio cai de uma unidade e o nimero de termos

resultante é:
n+(g—1)
n

N =
A derivada parcial sera usada futuramente para se obter as equacoes de Hamilton,
Equagao 5.29, uma vez obtida a hamiltoniana na forma normal.
(6) Paréntesis de Poisson

Dado que o paréntese de Poisson de duas funcoes f e g em coordenadas canonicas

(X1 Ty Y1+ Yn) €
N~ (999 Of 9g
{f,9} = Z (8% dy; Oy (%i)

e sejam P; e Py dois polindomios de graus g; e ¢o, respectivamente. O grau do pa-

réntese de Poisson {P;, P} é dado por g, = g1 + g2 — 2 e o ntimero de monoémios
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por:
N+ Gep

Observando a definicao de paréntese de Poisson, nota-se que seria necessario usar as
sub-rotinas do produto, da derivada e da diferenca de polinomios. Ha, porém, uma
maneira mais eficiente de estruturar o calculo dos parénteses sem precisar utilizar

tantas sub-rotinas e com isso otimizar seu calculo.

O célculo efetivo do paréntese de Poisson pode ser feito observando que, dados dois

A _ k1 ko ks, ks ha .
monomios Q; = c;zh w2 akdytylayke o Q; = cjxl wh2ahsytiyhoyle tem-se:

0Q;9Q;  9Q; 0Q,
{Qi,Q;} = Z (3@ aylj Oy 3%])

_ ki+h1—1,_ ko+ha k3+hs, kat+ha—1, ks+hs, ke+he
{Qi,Q;} = cicj[(kihy — kaha)ay x5 TRty Y'Yt +
ki+hy ko+ha ks+hs—1, kqa+hs, ks+hs—1, ke+he
(kohs — ksho)xy Tq T3 Y1 Yo Ys +
k1+h1 k2+h2 k3+h3 1, ka+ha, ks+hs, ke+he—1
+(kshg — kghs)z™ M 2k Y sy ]

Esta propriedade permite elaborar uma sub-rotina mais veloz, pois sé resta
ordenar o resultado do paréntese. Para tal procedimento, utiliza-se a sub-
rotina ezp-local que coloca o coeficiente ¢;c;(kihy — kyhq) no local do monémio

ki+h1—1, ko+hsa, k3+h3, kit+ha—1 | ks+hs, ke+he. :
xy e AR T Yo" MPyso T o coeficiente ¢;cj(kahs — ksha) no local

do monomio $k1+h1xk2+h2 §3+h3 1y’f4+h4 y§5+h5_1y’§"+h", e, finalmente, o coeficiente

1 -1
cicj(kshe — kghs) no local do monomio af' " gh>the ghsths=ly katha y Eaths, kethe=1,

Como esta estratégia é bastante similar a do produto, nao é preciso o uso das sub-
rotinas derivada, produto e diferenga. O fato da sub-rotina exp-local ser acionada
um numero menor de vezes faz com que o programa se torne mais rapido. Da se-
¢ao anterior observa-se que o manipulador algébrico passa grande parte do tempo

avaliando os paréntesis de Poisson.

Portanto, de posse destas sub-rotinas, pode-se agora expandir a hamiltoniana em
polinomios de Legendre e implementar a forma normal parcial usando as férmulas

vistas anteriormente (Secao 2.3).
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2.5.3 Transformacao Inversa

As subrotinas apresentadas até o momento sao suficientes para a implementacao
computacional da Equagao 2.26. O procedimento seguinte é a implementacao da
transformacao inversa, de coordenadas complexas para coordenadas reais. Esta ope-
racao é realizada para cada ordem do polinomio H (q,p) separadamente, através da

transformacao inversa a da Equagao (2.19):

D400 @5 e

No caso estudado, o par ordenado (qi,p;) referente a parte hiperbdlica do sistema
nao é transformado, pois ja é real, agilizando, assim, a manipulacao dos monomios,

pois o numero de variaveis a serem transformadas é reduzido para n = 4.

Da Equacao 2.33 inicia-se escrevendo as coordenadas ¢s e ps como polindmios de

duas varidveis e de grau unitério, g2 = ¢2(y, py) € p2 = p2(y, py) (ver Tabela 2.6).

A partir desses polinomios e com o auxilio da sub-rotina que realiza o produto entre

dois polinémios, criam-se os polinomios auxiliares
¢() = a()+a()+a()+ o+ () e () =p() () +pa() + - p ()

até a ordem desejada. Uma propriedade desta transformacao, que pode ser 1til na
ordenagao das coordenadas transformadas de H(q,p), é a simplicidade da alocagao
de seus expoentes: dados o grau m de um mondémio de g» ou ps € o0 expoente k; de
sua coordenada y, sabe-se que o expoente da coordenada p, serd ko = m — k;, para
m > 1.

A razao para se armazenar a transformacao em outros dois vetores auxiliares é a
economia nos célculos da transformagao subseqiiente do par (g3, p3), que é idéntica

a esta apresentada, podendo ser realizada com os mesmos polindmios acima e da

Tabela 2.6 - Polindmio da Transformacgdo Inversa.

ki ko ki ko
@2(0)=0.]0 0 |p(0)=0.]0 0
ga(1)= \/% 1L 0| p(l)= \/% 10
e2)=7510 1 |pl)=7%50 1
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mesma maneira.

Primeiramente, insere-se o resultado da transformacao no polinomio inicial
I—if(xpx, 02, D2, q3,P3) que se transformard em f[(:cpx, Y, Py, 43, p3). Neste passo se faz
necessaria a re-ordenacao dos coeficientes provenientes da multiplicacao das variaveis
(g2, p2) pela transformagao inversa e sua inserc¢ao no polinémio principal. Sejam i e
m o grau de g2 e 0 grau do monomio, respectivamente, sabe-se entao, que j = m —1i,
portando o local do novo monomio serd dado pela sub-rotina exp-local com os expo-

entes
ki =Fki, ko =k, ks=ks+1i, kay=ks+ (m—1i), ks =ks, ke = ks

e seu coeficiente é dado pelo produto dos coeficientes envolvidos na transformacao
com os coeficientes do polinémio inicial H(xp,, g2, p2, g3, p3). O mesmo aplica-se a
variavel py. Isto nao significa que existird apenas um unico coeficiente neste local,

pois coeficientes provenientes de outras operagoes podem ocupar o mesmo local.

Este mesmo procedimento é aplicado ao vetor (g3, p3) até se determinar a transfor-

macao completa da hamiltoniana na forma normal, encontrando-se

~ A~

H = H(xps, Y, Dy, 2, Pz)- (2.34)

Para a conferéncia do resultado, pode-se fazer um teste numérico bastante sim-
ples: associa-se valores numéricos para as coordenadas (qi,pi1, g2, P2,q3,D3) € as
transforma com a Equagao 2.19 gerando o vetor de coordenadas reais equi-
valente (x,ps, Y, Py, 2,p-). Avalia-se numericamente o valor das hamiltonianas
H(q1,p1, 92, 02,43, p3) € H(x,ps, Y, Py, 2,pz). Se a implementacao da transformacao
inversa tiver sido bem sucedida, o resultado numeérico final devera ser o mesmo, isto
é, H(q,p) = H(x,px). Vale ressaltar que este teste prova, somente, a coeréncia da
aplicacao da transformacao inversa, pois se houver, algum outro passo equivocado,
principalmente na implementacao do triangulo de Lie, este teste nao é capaz de
detetéa-lo.

2.5.4 Integragao Numérica

Apoés a realificacao da hamiltoniana, executa-se o processo de reducao a variedade

central, que a esta etapa se torna uma tarefa facil. Dada a hamiltoniana na forma
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normal parcial (Equagao 2.28) em termos dos polindmios homogéneos, impoe-se a

seguinte condigao aos coeficientes do par ordenado (z,p,):
se k1 = ko e k1 # 0 entao ¢ = 0.

Obtem-se, assim, a hamiltoniana reduzida a variedade central, tornando-se fungao
apenas das coordenadas (y,py,z,p.). As equacoes de Hamilton que descrevem o

movimento na variedade central, sao:

OH, OH,
y= , Dy = — : 2.35
apy Yy ay ( )
. O, . OH.
z = » = —
op.. P E»

A sub-rotina responsavel pela derivada parcial deverd ser acionada para gerar o
campo vetorial acima. Os valores das componentes do vetor de estado sao valores nu-
méricos, portanto nao ha necessidade de se obter uma expressao analitica do campo.
Tais expressoes podem ser introduzidas na sub-rotina do campo vetorial através de
fungoes, onde os parametros de entrada sao os valores numéricos das variaveis e os
coeficientes de FIC, e o de saida é o proprio campo avaliado adequadamente. Desta

forma, o valor numérico de H, é calculado a cada passo do integrador.

Nesta etapa, pode-se implementar o teste de consisténcia numérica, que validara
os resultados obtidos na variedade central. A idéia deste teste é a comparacao en-
tre a integracao do sistema, a partir do ponto fixo, no espacgo fisico e no espaco
normalizado. Inicialmente, considera-se uma distancia p; do ponto de equilibrio no
espago fisico (em coordenadas do PRTC), geralmente p; é da ordem 1073. Com
a transformacao inversa a Equacao 2.27, este deslocamento, cujas coordenadas no
espago fisico sao dadas por xy, é levado as coordenadas normalizadas tornando-se
xy. Integra-se este ponto em um intervalo de tempo ¢; nos dois espagos, isto gerara
ponto zs no espaco normalizado, e a0 mesmo tempo, o ponto z; no espago fisico.
Se nao houvesse erros de precisao, devido as integragoes numéricas envolvidas, ao
transformar o ponto x’f para o espaco fisico, este deveria coincidir com o ponto x¢,
porém isto nao ocorre. A distancia entre o ponto zy e o ponto x’f transformado no
espaco fisico ¢ denotado por €. O préximo passo é tomar um deslocamento p; = £,
e integra-lo em um mesmo intervalo de tempo ¢;, que gerara uma diferenca e;. Se a

razao E—; = 2F=1 onde k é a ordem das expansoes envolvidas na forma normal, entao
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o método foi implementado com sucesso.
2.6 Resultados na Variedade Central

A hamiltoniana na forma normal foi obtida até a ordem 10, sendo suficiente para o
estudo qualitativo da dinamica na variedade central ao redor dos pontos de equilibrio.
A manipulacao algébrica desta expansao requereu dois minutos em um computador
Pentium IV com 512 MB de meméria RAM. Os resultados qualitativos na variedade
central em torno dos pontos lagrangianos L e Ly nos sistemas Terra-Sol e Terra-Lua

sao analisados na sec¢ao de Poincaré em z. = 0, ver Figuras 2.2-2.5.

As Tabelas 2.7-2.10 listam os coeficientes da hamiltoniana na variedade central, onde
os termos (¢ p¥?), em que ky # ks, foram aniquilados na forma normal parcial. Outra
reducao na forma normal poderia ter sido implementada, como aniquilar os termos

em que k; + ko = 1, mas geraria o mesmo resultado qualitativo, como feito em (38).

Para se obter o valor inicial do momento p, em funcao da energia, e com isso, garantir
que as oOrbitas permanecam na mesma superficie de energia, fixa-se um valor para
H = hg, reduzindo o sistema um grau de liberdade, portanto p,, = p.,(ho, Yo, Py,)- O
valor de p,, é obtido numericamente através do método de Newton tomando como
aproximacao inicial o valor positivo da raiz quadrada de p, em funcao de hg, avaliado
somente com H,. Portanto, para adquirir o retrato de fase da variedade central na
seccdo de Poincaré z = 0, é suficiente selecionar os valores hgy e (y,p,) desejados.
Logo, a condicao inicial é usada na integracao numérica das equagoes de Hamilton

referentes a hamiltoniana H.,.

Os resultados para o sistema Terra-Sol estao apresentados nas Figuras 2.2 e 2.3, onde
a primeira refere-se a Ly e a segunda a Ls; e para o sistema Terra-Lua estao nas
Figuras 2.4 e 2.5, referentes a L1 e Lo, respectivamente. Uma vez que a hamiltoniana
¢é positiva definida na origem, isto pode ser clarificado através do sinal dos coeficientes
da segunda ordem (ver Tabelas 2.7- 2.10), cada nivel de energia define uma regiao
fechada na seccao de Poincaré. O limite desta regiao coincide com a familia das
orbitas de Liapunov sendo orbitas periddicas planas contidas integralmente no plano

z=p,=0.

Nas seccoes de Poincaré da Figura 2.2, as dérbitas planas de Liapunov aparecem
com uma envoltéria externa, limitando as curvas tracejadas internas. Para descrever

a dinamica ao redor dos pontos lagrangianos, foram considerados quatro niveis de
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energia para cada sistema, Terra-Sol e Terra-Lua, hg = 0.2, hg = 0.4, hy = 0.6 e
ho = 1.0. Em hy = 0.2, nota-se, claramente, que o movimento dentro desta regiao
é quase peridédico com um ponto fixo central que corresponde a orbita vertical de
Liapunov. A medida que o valor da energia aumenta (em hy = 0.4), ocorre uma
bifurcacao, pois surgem dois pontos fixos proximos ao limite da érbita plana de
Liapunov. Esta bifurcacao corresponde ao nascimento da familia das orbitas halo.
O ponto fixo referente a érbita halo também estd rodeado de toros invariantes que
sao as orbitas quase halos, isto também é evidenciado na seccao de Poincaré em
ho = 0.6. O limite entre os toros ao redor da halo e os toros ao redor da Liapunov

vertical é a trajetoria homoclinica da érbita plana de Liapunov.

Os outros mapas de Poincaré (Figuras 2.3-2.5) s@o bastante similares entre si, cuja
dinamica segue as mesmas caracteristicas das secgoes de Poincaré explicadas no para-
grafo acima. A Figura 2.6 corresponde a uma 6rbita de Lissajous em varias projegoes
e a Figura 2.7 mostra uma orbita quase halo, ambas integradas em coordenadas da

variedade central.
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Py

Py

Figura 2.2 - Seccgdo de Poincaré z = 0 na variedade central ao redor de L; no sistema Terra-Sol.
Nota-se a presenca de uma bifurcaco a partir do nivel de energia h = 0.4 (tdpo a direita).
O ponto fixo central corresponde a drbita vertical de Liapunov; as curvas fechadas ao
redor destes pontos correspondem as érbitas quase periddicas de Lissajous; os pontos fixos
laterais correspondem as érbitas halo; e, as curvas ao redor destes pontos correspondem
as oOrbitas quase halo.
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Figura 2.3 - Secc¢do de Poincaré z = 0 na variedade central ao redor de Lo no sistema Terra-Sol.
Nota-se a presenca de uma bifurcacio a partir do nivel de energia h = 0.4 (t6po a direita).
O ponto fixo central corresponde a drbita vertical de Liapunov; as curvas fechadas ao
redor destes pontos correspondem as érbitas quase periddicas de Lissajous; os pontos fixos
laterais correspondem as &rbitas halo; e, as curvas ao redor destes pontos correspondem
as oOrbitas quase halo.
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py

py

Figura 2.4 - Seccdo de Poincaré z = 0 na variedade central ao redor de L no sistema Terra-Lua.
Nota-se a presenca de uma bifurcacdo a partir do nivel de energia h = 0.2. O ponto
fixo central corresponde a érbita vertical de Liapunov; as curvas fechadas ao redor destes
pontos correspondem as Orbitas quase periddicas de Lissajous; os pontos fixos laterais
correspondem as orbitas halo; e, as curvas ao redor destes pontos correspondem as érbitas
quase halo.
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Figura 2.5 - Seccdo de Poincaré z = 0 na variedade central ao redor de Ly no sistema Terra-Lua.

Nota-se a presenca de uma bifurcacio a partir do nivel de energia h = 0.4 (t6po a direita).
O ponto fixo central corresponde a drbita vertical de Liapunov; as curvas fechadas ao
redor destes pontos correspondem as érbitas quase periddicas de Lissajous; os pontos fixos
laterais correspondem as érbitas halo; e, as curvas ao redor destes pontos correspondem
as oOrbitas quase halo.

Figura 2.7 - Quase halo nas projecdes da variedade central.
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Tabela 2.7 - Coeficientes da Hamiltoniana na Variedade Central, L1, Terra-Sol.
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-0.0265636532
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-0.0713878004
-0.0433754263
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0.1347841934
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-0.0893439728
0.0461308413
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-0.0000373914
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0.0002398829
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0.0333488634
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0.0040776905
-0.0218190379
0.0269378458
0.0972914834
-0.0931186839
0.0715408127
0.0002186857
-0.0154814096
0.0048223300
-0.0018750697
0.0195860567
-0.0060488475
0.0394568232
0.0713384936
-0.0060606671
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Tabela 2.8 - Coeficientes da Hamiltoniana na Variedade Central, Lo, Terra-Sol.
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-0.0048014545
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0.0010790694
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Tabela 2.9 - Coeficientes da Hamiltoniana na Variedade Central, L1, Terra-Lua.
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Tabela 2.10 - Coeficientes da Hamiltoniana na Variedade Central, Ly, Terra-Lua.

kg k?4 k?5 l{ZG Cr ]{33 ]C4 ]{?5 kG Cr.
0.9313229004 13 1] -0.0998671926
0.9313229004 0.0965404176
0.8930880718 -0.0062906790
0.8930880718 0.0716698415
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R R R WW WOl OO OO NNk FFRFEFWWOLILDODONFRF WORF OOODONNNE =

O N OO N RO NOOHFHF WUl WHFONPEREONOHF WHFONOFOONPEREODOODON I+ ONOH

DR NOENONOODTTWHF WHF FHFERENODNODO WHFRFINOOF OO AERNOENONOOW

0.0002448986
-0.0131312547
0.0445376619
-0.0021515388
0.0086671623
0.0084511514
-0.0059526662
0.0067956590
-0.0642258048
0.2197552645
0.0120594435
0.0132302029
-0.1789287599
-0.1364844721
-0.1937952560
-0.0040443796
-0.0041647279
-0.0476102006
-0.2066443577
0.1073029836
-0.1568631493
0.0042872053
0.0211510272
-0.0115903656
0.0016647962
-0.02223574619
0.0074703819
-0.0786056473
-0.1172655497
0.0094851776
-0.0031982388
-0.0061453679
-0.0667180052
0.0034332401
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3 DETERMINACAO NUMERICA DAS VARIEDADES HIPERBOLI-
CAS

3.1 Introducao

O teorema de Poincaré (2) garante que, em sistemas hamiltonianos, uma oérbita
peridédica nao aparece isolada, mas sim em familia. Pode-se pensar que o ponto de
equilibrio lagrangiano é uma orbita periddica de amplitude zero, portanto, ao seu
redor, existe uma familia de érbitas periddicas oriundas dele, que sao as orbitas de

Liapunov.

Como no préximo Capitulo é feito um estudo sistematico das variedades invariantes
hiperbdlicas das érbitas periddicas planas ao redor dos pontos lagrangianos dos sis-
temas Terra-Sol e Terra-Lua, é necessaria a determinacao da familia das orbitas de
Liapunov planas. Existem varios métodos analiticos e numéricos para se determinar
as orbitas periddicas de uma mesma familia, neste trabalho optou-se em seguir um
método numeérico. A idéia bésica dos métodos de continuagao de solugoes, seja este
analitico ou numérico, concentra-se em determinar condicoes iniciais da solucao vi-
zinha a uma solucao dada, a partir de solugoes conhecidas, gerando um continuum
de solugoes para o sistema em estudo. O modelo tedrico de continuagao analitica
também serve para mostrar a existéncia de solucoes peridédicas de um sistema. Este

serd brevemente descrito na primeira secao deste Capitulo.

O método empregado nesta aplicagao foi o método de continuagao numérica através
de um parametro de arco (18), que busca as condigoes iniciais da 6rbita periddica ao
longo da curva caracteristica do problema; no PRTC, a curva caracteristica é dada
pela constante de Jacobi versus uma varidvel do problema ou pelo periodo. Paralela-
mente ao método de continuacao numeérica, é apresentado um estudo da estabilidade
linear das solugoes determinadas, pois a existéncia das variedades invariantes dese-

jadas esta vinculada ao carater instavel da orbita periddica.

Se uma Oorbita é periddica e instavel, os autovetores - associados aos autovalores
reais - de seu sistema variacional integrado apds um periodo da érbita, fornecem a
direcao do espago tangente a variedade invariante estavel ou instavel no ponto inicial.
Lembrando que a variedade invariante estavel da érbita periddica, ou de qualquer
objeto invariante sob o fluxo, é o conjunto de pontos que tendem assintoticamente a

orbita periédica, ou a qualquer outro objeto invariante considerado, quando o tempo

73



tende a infinito. A variedade invariante instavel segue o mesmo conceito, porém o

tempo devera tender a menos infinito.

Este Capitulo tem como objetivos principais a determinag¢ao numérica das orbitas
periddicas, o estudo da aproximacao local e a globalizacao das variedades invariantes
estavel e instavel das orbitas periddicas, de Liapunov e halos. O segundo e o presente

Capitulos complementam o estudo da dinamica ao redor dos pontos L; e Ls.
3.2 Continuagao Analitica

O método de continuacao analitica, devido a Poincaré, consiste em se determinar
solugoes periddicas a partir de uma solugao peridédica conhecida, através de pequenas
modificagoes nas condigoes iniciais e no parametro de cada solucao. Este método
permite provar analiticamente a existéncia de érbitas periddicas no problema restrito
de trés corpos, bem como em outros problemas. A teoria descrita nesta Secao é

encontrada em (41).

Seja o seguinte sistema de equacoes diferenciais de ordem n:

X =g(X,e) (3.1)

onde € é um parametro escalar. A solucao que satisfaz uma dada condicao inicial X,
em t = 0 é escrita como

X = X(t, Xo, ¢) (3.2)

que sé sera periddica se satisfizer a condi¢ao de periodicidade,
X(t, X5, e) =Xt +T", X, €) (3.3)

onde T ¢é o periodo da o6rbita; X e €* sao as condigoes iniciais da solugao periédica,

ou de maneira analoga,

X(0,X5,€) = X(T", X§,¢") = X§ (3.4)
Para que uma solucao vizinha a esta seja periddica,

f(Xo,€) = X(T", Xg,¢) — Xo =0 (3.5)

tem que ser satisfeita para todas as variaveis do sistema. Este sistema é satisfeito
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para Xy = X e e = €*, visto que a solucao de partida é periddica 3.4. Se o jacobiano
do sistema (Equacao 3.5) for diferente de zero para Xy = X e € = €, entao o
teorema da funcao implicita garante a existéncia da solugao para € na vizinhanca de
€ com as diferencas X — X expressas em termos de série de poténcia em € — €*.

Seja f uma funcao regular no espaco de fase,
fi(Xg,e) =0 (3.6)

onde i,k = 1,2,...,n, sendo que sua solugao para a Orbita peridédica é dada por

(X, = X,e =F€). Ao escrever a funcao acima em séries de Taylor ao redor de Xy, €

X, — X }
an E,Yk( F k) + 8€k E,Y}c

8fi] — [8fi (c—2) 4

(X&) = [(Xne + Y

segue que, se o determinante formado pelos coeficientes for diferente de zero

£
D= of;

_an%O

entao, existe uma solugao na vizinhanca de € que pode ser representada através de
uma série

onde os coeficientes Ay, By, -+ sao constantes.

Deseja-se determinar uma solucao peridédica do sistema de equagoes diferenciais

(Equagao 3.1), tal que a solugao seja préxima da solugao periédica conhecida
X = X(t,Xj,€) (3.8)

A solucao da orbita periddica desejada devera ter seu parametro, seu periodo e
suas condicoes iniciais proximos dos valores da orbita periddica conhecida, porém

diferentes dos mesmos, ou seja:

€ # €
Xo # X (3.9)
T # T
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Pela definicao de érbita periddica, a solucao X* deve satisfazer:
X(T*, Xj5,e)—X;=0 (3.10)
e a Equagao 3.6 para a orbita gerada fica:
f(T, Xo,¢) = X(T, Xo,¢) — Xog =0 (3.11)

sendo que existem n 4+ 1 grandezas a serem determinadas para cada valor de e: n
componentes do vetor x mais o periodo T'. Porém, pode-se considerar um novo vetor
de condicoes iniciais que nao resulte em uma nova solucao periédica, se Xy # X,
mas X, representa um outro ponto da solucao conhecida; isto é, X, pode ser o

vetor X§ em um outro instante. A fim de se eliminar tal possibilidade, fixa-se uma

)

componente do vetor X; em Xé” e mudam-se as demais:

X{g") — X[’;(”)

k *(k
X # X

Este procedimento também é adotado quando um certo X considerado gera uma

matriz jacobiana de determinante nulo D = 0. O sistema
f(T, X(), 6) =0

tem sua solugao em € = €*, Xy = Xj e T' = T™. Mas, para buscar outra solucao
periddica, é necessario determinar a solucao do sistema acima na vizinhanga de €*,
apos verificar se a solugao desejada realmente existe; isto é, se D # 0. Entao seja o

sistema de n + 1 equacoes:

Ao xS xP L xP L x e =
fo (T,x8V, X2 xP . x\V e =
: (3.12)
o (0,xxP L xP L xM e =0

fo (T, X80, X2 XXM e =0



O determinante funcional deste sistema é dado por:

of1 of1 L ofy ofy
8X(()1) 8X(()2) 8xén_ R
1 2 n—1 0
D =det | &7 o’ oxg Ot (3.13)
ofy Ofy L. Ofy Ofy
BX(()U BX(()Q) Bxén - o910

que deve ser avaliado em T' = T™, zy =z e € = €*. O vetor da tltima coluna ¢ dado
por:
ot .
10 = X (15 Xo,) = X[X(T, Xo,€), ] (3.14)

e pode ser reescrito para 1" = T", Xy = X e € = €, na seguinte forma:

af * *
o= (X, €) (315)

desde que as condicoes iniciais nao dependam explicitamente do tempo.

Diferenciando as equagoes de movimento em relagao as condigoes iniciais, obtém-se:

8Xi . aXi 8XJ

= 3.16
oxE ~ aX; Ok (3.16)

Se as condigoes iniciais nao dependerem explicitamente do tempo, a relacao acima

pode ser reescrita na forma,

d 8Xl . aXi 8XJ

- — 3.17
dt oXE  IX; OXE ( )
que sdo as equagoes variacionais de X = x(X, €), onde
O _y. [X(t, X5, ¢), €] (3.18)
an 1) I 0> 9 .

é avaliada ao longo da solucao gerada pela condigao inicial. Se D # 0, pode-se

resolver o sistema de n equagoes com n variaveis desconhecidas. As solugoes sdo:
2

parai=1,--- . n—1;e
xXr—-x;" =0 (3.20)



T—T=A(e—€)+ Ble—€¢)* +---

3.3 Continuacao Numérica das Solugoes Periddicas

Dada a variedade central ao redor dos pontos lagrangianos, é possivel refinar e con-
tinuar suas solugoes periddicas, utilizando a técnica numérica de continuagao de
solugoes através de um parametro de arco (18). Esta técnica permite percorrer toda
a familia da solucao periédica e explorar o problema sistematicamente de maneira
eficiente. Inicialmente, o método sera apresentado para o caso espacial, e logo redu-

zido ao caso planar.

A idéia bésica deste método é dar um passo (ds) no espago de fase do problema em
direcao ao ponto de uma Orbita periddica vizinha, ilustrada na Figura 3.1. A 6rbita
inicial previamente encontrada é representada por P’, cujas condicOes iniciais na
secgao de Poincaré (y = 0) sao (z;, 2j,9;,), e as condigdes iniciais da érbita periddica
vizinha a uma distancia ds da orbita inicial é representada por P”, cujas coordenadas

sao (xj+1, Zj+1s yj+1)-

. Orbita periddica
vizinha

n‘(’)rbifo periddica
inicial

Figura 3.1 - llustragdo do método de continuagdo numérica através de um parametro de arco.

Segundo a estratégia de Birkhoff (42), se uma trajetéria cruza o eixo de simetria
ortogonalmente ao mesmo, nos instantes t = 0 e t = T/2, entdo a érbita é fe-
chada e de periodo T'. Lembrando que as solugoes do PRTC seguem a simetria

(x,y,2,2,9,2) — (x,—y, 2z, —&,9, —2) sendo o eixo de simetria y = 0.
Em linhas gerais, determinar uma solugao periédica de um sistema autonomo

X = g(X) (3.21)
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significa encontrar os zeros da funcao f(Xo) = X(7', Xo) — Xo = 0, onde X (7', Xy)
é o fluxo do campo apds um periodo da dérbita periddica. As equacoes variacionais

de primeira ordem relacionadas sao:
X = Dg(X)x (3.22)
sendo x = (y(t),n(t), C(t),5(t),n(t),{(t)) a sua solu¢do. Equivalentemente, tem-se:
Dx f(Xo) = DxX(T', Xo) — I (3.23)

para a condicao de solucao periddica. E mais facil pensar em se determinar a solugao
periddica em termos do mapa de Poincaré, isto é, determinar o ponto fixo associado
a solugao periddica X (¢, Xy) do mapa S. Se ¥ é uma seccao transversal ao fluxo

gerado pela solucao das equacgoes diferenciais, entao a solucao que se busca é:
f(Xo) = (X(t, Xo) N E) — Xo = 5(Xo) = Xo =0 (3.24)
que pode ser transformada em um problema de continuacao pela homotopia
R(X, p) = g(X)p+ L(X)(1 — p) (3.25)

onde p € [0,1) e L(X) é a solugao periddica conhecida. Enquanto p varia de 0 a 1,
R(X, ) varia de L(X) a g(X), com isto sdo obtidos os zeros da fungao f(X) se a
matriz DR(X)AX for regular ao longo da solugao.

(i) Determinagio de uma Orbita no PRTC

Seja o conjunto de condicoes iniciais da érbita periédica num ponto F da seccao de

Poincaré em y = 0 com gy > 0, tal que:
PO = (x()ayo = 07 ZOa:tO = 07.@0 > 0720 = 0) = ($ay727:tvyvz.)0 (326)
e seja o ponto Py a primeira intersecgao da mesma érbita com a secgao y = 0,y < 0,

Pf = ({L‘f,yf = O,Zf,i'f,yf < O,Z’f) = (:E,y,z,dv,y, Z)f (327)

Devido a simetria anteriormente discutida, as relacoes abaixo sao suficientes para a

79



determinacao da orbita:
1 . .
= (z,z2 =x;=0
f2 ( ) ay.)O .f (328)
f :(.T,Z,y)OZZfZO
isto ¢, busca-se solugoes que interceptem y = 0 com &y = 2y = 0 e y < 0. Este
método é um método de tiro simples, pois busca-se um ajuste nas condicoes iniciais

da érbita aproximada na seccao de Poincaré, para que a mesma se feche.

Em resumo, definindo os conjuntos X = (z,z,7) e F = (f!, f?), busca-se um X, =

(x0, 20, Yo) que seja solugao do sistema nao linear, dado pela Equagao 3.28:
F(X0) =0 (3.29)
onde X, representa a solucao da oérbita periddica desejada na secgao y = 0.

Supondo que o posto da matriz jacobiana de F',
G = DxF (3.30)

seja dois, entao F'(X,) = 0 descreve uma curva caracteristica no espaco (z, z,9)o. O
préximo valor de X = X + dX representara as coordenadas iniciais de uma érbita

periddica vizinha, onde dX é o incremento que se deseja determinar.
(ii)Continuagao Numérica

A fim de se obter a familia de drbitas peridédicas, foi utilizado o método de conti-
nuacao de solucoes para se determinar os pontos da curva caracteristica. A idéia
do método ¢ integrar esta curva ao longo de um parametro de arco ¢ = s. Este
parametro pode ser considerado como uma coordenada adicional, entao X, 11 = €.
De F(X) = 0, tem-se que a matriz AF(X)AX = 0, onde AF(X) é a matriz do
mapa linear de R"*! — R". Seja A; o determinante da matriz AF(X) obtida para a
érbita periddica, eliminando-se a coluna 4 e multiplicando por (—1)*"!. Entao tem-se
as relacoes:

Axg  Axy  Axy _Axy

Ao AL A, A,

Pode-se definir o tamanho do comprimento de arco em R"! como:

(3.31)

As = Ay = (i(mﬁ)m (3.32)

i=1
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desta forma, é obtido o conjunto de equacoes diferenciais que serd integrado nume-

ricamente ao longo do comprimento de arco s:

dx . Al

ds N Ao

dz AQ

- = — 3.33
ds A() ( )
& A

ds N AO

onde,
A= (L1 =11, A=—(ffi = L), A= - L),

os indices subscritos de f representam as derivadas parciais de f'® em relacdo
as respectivas coordenadas. Este método permite passar por pontos de retorno da
curva caracteristica, pois avancar ao longo da mesma nao privilegia nenhuma das
variaveis, com isto, pode-se atravessar o ponto de bifurcacao de uma familia de

orbitas periédicas sem problemas.

O conjunto de equacgoes diferenciais acima pode ser integrado por qualquer método
numérico de solugao de equagoes diferenciais ordinarias. Foi implementado um mé-
todo do tipo preditor-corretor, sendo o preditor o método de Euler e para o corretor

foi utilizado o método de Newton modificado, que segue abaixo.

Suponha que:
Xk = xFt g AXHEE (3.34)

sendo que a grandeza AX* ! deve obedecer a seguinte relacao:
G(AX* ) = —F(X* ) (3.35)

o lado direito representa a quantidade que falta para se atingir a curva caracteristica

mais refinada. A norma é definida por:
AXTAX (3.36)
e minimizada por:

AXF = _GT(GGTY T R(XM (3.37)
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Com este método, apds poucos passos, chega-se as condicoes da érbita periddica com

a precisao requerida.
(iii) Implementacao do Método

Dadas as condigbes iniciais (g, 0, 2o, 0, 79, 0) para o ponto Py na sec¢ao de Poincaré
comy = 0 ey > 0, o proximo ponto Py na seccao com y = 0 e y < 0, é deter-
minado apds meio periodo 7'/2, onde a matriz solugdo das equagdes variacionais,
A = A(T/2), também é calculada. A matriz A é uma matriz 6 x 6, pois a matriz
inicial é uma matriz identidade 6 x 6; ou seja, para cada integracao, toma-se o valor
unitario de uma das variagoes e zera-se as outras da mesma coluna. Isto significa
que necessita-se integrar simultaneamente 42 equagoes: 6 equagoes de movimento e
6 conjuntos com 6 condigoes iniciais para as variagoes, definidas por A(t = 0) = I.
A matriz G é obtida a partir dos elementos de A(7'/2) (18), sendo:

o a(4,1) + fsa(2,1) a(4,3) + f4a(2,3) a(4,5) + Bia(2,5) (3.38)
a(6,1) + Bsa(2,1) a(6,3) + Bsa(2,3) a(6,5) + Fsa(2,5) '

onde 0y = —vg/vy € B = —vg/va; g, V4 € Vg TEpPresentam o campo vetorial no ponto
P; da érbita. As parcelas que envolvem o (34 e o 3; representam as corregoes para a

diferenga de tempo para se atingir a seccao, entre a 6rbita nominal e suas variagoes.

Com isto, calcula-se os A;’s e os incrementos que faltam (d:}: = (dx,dz, dy)) para

atingir o ponto desejado de uma érbita peridédica vizinha, da seguinte forma:

A = 9(1,2)9(2,3) — 9(1,3)9(2,2)
Ay = —g(1,1)g(2,3) +9(1,3)9(2,1) (3.39)
Az = g(1,1)9(2,2) — g(1,2)9(2,1)

Ay = (/AT + A3+ A3

visto que,
Ay
dr = A—Ods
Ay
= — A4
dz A, ds (3.40)
A
dy = A—OdS



O passo ds é fornecido ao programa; o preditor fornece os valores aproximados de
dx = (dz,dz, dy) através da integragao das Equagoes 3.33; em seguida, os valores das
condicoes iniciais da orbita periédica obtida sao refinados com o método de Newton

modificado descrito pelas Equagoes 3.34 a 3.37.

Esta continuacao numeérica para o caso tridimensional é aplicada a continuacao da
familia das orbitas halos, que sera abordada no capitulo seguinte. Para implementar
o método no caso bidimensional, é suficiente fornecer z = 0 e 2 = 0, portanto as

equagoes envolvidas tornam-se:

J'= (@) =i =0

oz Ay

1,1) = &£ 5%

g( ) ) ox 648.73

o1 oy

9(172) - 8_3‘/_548_@
dx = g(1,1)ds
dy = g(1,2)ds

com Ay =+/g(1,1)2 + g(1.2)2.
3.4 Estabilidade das Orbitas Periédicas

A dinamica linearizada garante o carater instdvel em uma pequena vizinhanca ao
redor dos pontos lagrangianos colineares do PRTC. Para certificar-se que as solu-
¢oes, continuadas a partir destes pontos de equilibrio, nao se bifurcam, tornando-se,
eventualmente, uma solucao estavel - o que implicaria a inexisténcia de W* e W€ -

¢é necessario o estudo numérico de sua estabilidade.

A solugao das equagoes variacionais (Equagao 3.22) apés um periodo 7' da érbita
periédica e tendo como condi¢ao inicial a matriz identidade [ é conhecida como
matriz de monodromia. Esta matriz é obtida numericamente com a integracao da
orbita periddica e das equagoes variacionais. Um bom refino numérico no fechamento
da orbita é fundamental para a obtencao precisa da matriz de monodromia, sendo um

item bastante relevante na determinacao dos autovalores e autovetores da variedade.
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Devido ao cardter hamiltoniano do PRTC, isto é, nesta dinamica, existe uma quan-
tidade que se mantém constante que ¢ a integral de Jacobi, a matriz de monodromia

apresenta algumas propriedades importantes, que sao:

(i) Det(A) =1
(i) M =Aedp =\

A primeira propriedade provém do teorema de Liouville que é a conservacao do vo-
lume no espaco de fase do sistema. A segunda propriedade, como conseqiiéncia de
uma caracteristica de matrizes simpléticas, afirma que os autovalores aparecem em
pares reciprocos, ou seja, para todo autovalor A\ existe um autovalor A~!. Ambas
propriedades podem ser conferidas em (42). A parcela 2 na propriedade (iii), corres-
ponde a soma de um autovalor duplo em A = 1, que sao os autovalores das solugoes

periédicas. A segunda propriedade estd provada em (43).

Sejam os autovalores da matriz de monodromia:

1 1
A1, —, Ao, — 3.41
1, /\17 29 /\2 ( )
e seu polinomio caracteristico:
det|A — X| = s* + 415> + aps* +a1s+1=0 (3.42)

Como decorréncia da reciprocidade dos autovalores, os coeficientes do polinémio
caracteristico sao simétricos para qualquer ordem da matriz fundamental. Os coefi-
cientes, a; e aq estao fortementes vinculados ao calculo do parametro de estabilidade
das érbitas periddicas. Os parametros ki e ko sao definidos como sendo a soma dos

autovalores:

ko= M+
ky = Ao+ A7
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Reescrevendo a equagao caracteristica em termos de suas raizes ou autovalores, ela

assume a forma:
pPA) =(=A)—=ADE—A)(s =X =0 (3.43)

que, quando expandida e comparada com o polinomio da Equacao 3.42, obtém-se
as relagoes dos coeficientes a; e as em funcao dos autovalores ou dos parametros k

(§ kg.
ar = =M+ AN d + A = = (k1 + k) (3.44)
A9 — 24+ ()\1 + )\1_1)<)\2 + )\2_1) =2+ k’lkg
Resolvendo o sistema acima, chega-se a seguinte solucao:

k’l —a + CL2 — 40,2 + 8
. } = 12 (3.45)
2

nesta situacao, ki representa o parametro de estabilidade horizontal e ks o vertical.

A solucao em termos dos autovalores é dada por:

\ ko £/ k2, — 4
b= (3.46)

ALz 2

A estabilidade das solugoes periddicas no PRTC é usualmente estudada através da
curva caracteristica dos parametros de estabilidade com a constante de Jacobi de
cada solugao, como mostram as Figuras 3.2 e 3.3. Broucke (43) define sete regides
de estabilidade: seis instaveis e uma estavel, que, resumidamente, traduzem-se em:
se -2 < ky < 2e-2< ky <2, entao a solucao ¢é estavel; e para todas as demais
combinacgoes entre os parametros k; e ko a solugao periddica é instavel. Quando a
orbita é estavel seus autovalores sao complexos conjugados e estao sobre um circulo

unitario.
3.5 Variedades Invariantes Instaveis e Estaveis

Uma vez determinada a variedade central, o proximo passo é a compreensao do com-
portamento na vizinhanca de uma érbita periédica pertencente a variedade central

determinada. As Orbitas periddicas, bem como as Orbitas quase periddicas de Lq,
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Figura 3.2 - Curva caracteristica das érbitas da familia de érbitas de Liapunov de Ly (acima) e Lo
(abaixo) no sistema Terra-Sol. Nota-se que a familia é instavel. A letra "b" indica o ponto
de bifurcagdo que origina a familia das érbitas halos.

tém dois subespagos invariantes bidimensionais, um estavel e outro instavel, asso-
ciados ao cardter hiperbdlico, conhecidos como variedades invariantes estavel (119)
e instavel (W*") - justamente os subespacos eliminados pelo processo de redugao
a variedade central apresentado no capitulo anterior. O estudo de tais variedades
invariantes é um item fundamental na realizacdo de manobras de correcao e na ex-
ploracao de transferéncias com baixo custo de combustivel, pois um veiculo espacial
pode ter sua trajetéria guiada por estes caminhos naturais, nao havendo a necessi-
dade de grandes impulsos de velocidade. Nesta secao é apresentado um estudo da

determinacao local dessas variedades.

Os trés pares de autovalores da matriz de monodromia (A), no PRTC tridimensional,

tém o seguinte significado geométrico (15):

(a) O primeiro par real (A1, Ag) com A\ Ay = 1, estd associado ao carater hiper-
bolico da dérbita periédica. O autovalor de maior valor, denotado por Aq, é

o autovalor dominante e o autovetor (é;) a ele associado fornece a diregao
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Figura 3.3 - Curva caracteristica das érbitas da familia de érbitas de Liapunov de Ly (acima) e Lo

(b)

(abaixo) no sistema Terra-Lua. Nota-se que a familia é instavel. A letra "b” indica o ponto
de bifurcagdo que origina a familia das érbitas halos.

expansiva do fluxo. Utilizando D¢,, (onde ¢, é o fluxo) pode-se obter a
imagem de é;(0) sob o fluxo variacional: é (1) = D¢,é,(0), portanto, a
cada ponto da drbita periédica. O vetor é,(7), junto com o vetor tangente
a Orbita periddica em 7, gera um plano tangente a variedade instavel local,
Wk Através de uma continuacao dos pontos de W2, sob o fluxo, pode-se
produzir por completo a variedade instavel local. O raciocinio é analogo
ao autovetor é; que esta associado ao autovalor A\, - lembre-se que Ay =
At Analogamente, éy(7) = D¢, é5(0) gera, junto com o vetor tangente
a orbita periddica, a variedade estavel local. Uma maneira mais direta de

adquiri-la, a partir da variedade instavel, é utilizando a simetria do PRTC.

O segundo par (Az, \g) = (1, 1) estd associado as varidveis neutras, isto é,
aos modos nao instaveis. Sempre ha, neste tipo de sistema, um autovetor
de A cujo autovalor é unitario, sendo tangente ao vetor da orbita. O ou-
tro autovalor unitdrio estd associado as variagoes da energia ou de outra

quantidade equivalente. Na érbita periddica, estes dois vetores geram uma
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familia de planos os quais sao levados um ao outro pelo fluxo variacional.

A matriz de monodromia restrita a este plano tem a seguinte forma:

o)

O fato de € ser diferente de zero esta relacionado aos diferentes periodos

das érbitas quando caminha-se na familia.

(c) O terceiro par de autovalores complexos, A5 = Ag, tem médulo unitario. A
matriz de monodromia restrita ao plano gerado pela parte real e imaginaria

dos autovetores associados a estes autovalores, tem a seguinte forma

cosI' —sinl
sin'  cosI’
de onde se nota claramente que é uma rotacao.

Portanto, na base formada a matriz de monodromia tem a seguinte forma:

M0
0 A*

(3.47)

cos' —sinl’

sin’ cosT
onde todos os demais elementos sdo nulos.

Com essa matriz em vista, definem-se os modos de Floquet (15). O primeiro modo

é:

ei(t) = él(O)e:z:p< - tlr;f\1> (3.48)

Obviamente ¢€;(0) = é,(0) = & (T) como desejado.

O segundo modo é obtido de forma similar, inicia-se na dire¢ao do autovetor é;(0)
Ayt
T

cujo autovalor é A\[* e multiplica-se é5(0) por exp <t ) Da simetria acima men-

cionada, segue que, se é,(¢) = (3(t), A(t), C(t), 5(¢), H(t), C(t))T, entdo:
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O terceiro modo ¢ o vetor tangente a orbita, que também é uma funcao periddica
es(t).

Os demais modos sao um pouco mais complexos de serem definidos. Nao serao aqui
mencionados, pois fogem do escopo deste capitulo, porém seu detalhamento completo

encontra-se na referéncia seguida (15).
3.6 Globalizacao das Variedades Hiperbdlicas

A determinacao local das variedades invariantes é equivalente a determinacao numé-
rica dos vetores €; e é; acima. Através de uma continuacao dos pontos da variedade
local (W),.) sob o fluxo pode-se estender a variedade local, este procedimento é co-
nhecido como globalizacao de variedades invariantes. Com as condigoes iniciais da
orbita periddica e da integracao da Equagao 3.22 por um periodo, determinam-se as

direcgoes:

e1(t) = exp(—=\t/T)A(t)é1(0) e/ou ex(t) = exp(\t/T)A(t)és(0)

A determinagao numérica da variedade globalizada é realizada da seguinte forma:
sejam € um pequeno deslocamento a partir da variedade instavel local; x; um ponto
na Orbita periddica da qual deseja-se determinar a variedade instavel; e, xy as

condicoes iniciais da aproximacao linear da variedade instavel que sao dadas por:

Os pontos na variedade central x; devem estar igualmente espacados garantindo sua
determinacao homogénea. Lembrando que cada ponto da variedade central carrega
o caracter hiperbdlico da hamiltoniana linearizada nas dire¢oes ortogonais a drbita,
isto ¢, Wipo e Wi contém dois ramos coalescendo na drbita periddica. Portanto,
o sinal de € define qual ramo destas variedades se deseja determinar, o da direita
ou o da esquerda. A Figura 3.6 exibe os dois ramos de W" e W?, respectivamente
(a falta de um ajuste na escala dos graficos, pode-se levar a uma falsa impressao de

que se trata de orbitas diferentes, o que nao é verdadeiro).
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A determinacao numérica da variedade estavel é realizada de maneira similar, dife-
rindo apenas no sentido da integragao numérica das equagoes de movimento, que é
feita para tras, i. e., com o tempo negativo. Uma outra alternativa é determina-la

diretamente da simetria do problema, uma vez determinada a variedade instavel.

Vale ressaltar que a magnitude do deslocamento € nao deve ser muito pequena, pois
senao nao ha escape da variedade local, e, nem muito grande, para que a aproximagao
linear seja valida perto de cada ponto x;. Uma boa estimativa, é que € seja da ordem
de 200 a 250 km da variedade central.

A matriz A foi numericamente determinanda integrando-se o sistema de equacoes
variacionais da trajetoéria periddica por um periodo da mesma, tendo a matriz iden-
tidade I como condicao inicial. Para o refino da trajetéria foi utilizado o método
de Newton modificado, que forneceu uma precisao de fechamento da érbita perid-
dica da ordem de 107'3. Nesta etapa, o refino é um passo fundamental e deve estar
precisamente bem determinado, pois de acordo com a natureza do problema, sua
dinamica é muito sensivel as condicoes iniciais. Se alguma varidvel nao estiver bem

determinada, os resultados diferem do desejado.

Determina-se o autovetor inicial é;(0) correspondente ao autovetor dominante
usando-se o método das poténcias (??7). Outros métodos para se determinar o
autovetor poderiam ser aplicados. A simetria produz imediatamente o autovetor
é2(0) = é2(0) que quando aplicado a globalizacao da variedade, requer a integracao
para trés, pois trata-se do autovalor referente a variedade estavel local. Uma outra
maneira mais simples para a obtencao da variedade estavel é aplicar diretamente a
simetria do problema. Alguns resultados encontram-se nas Figuras 3.4 e 3.6 deste

capitulo.

O primeiro grafico da Figura 3.4 mostra W" e W* de uma érbita halo pertencente
a familia de L; do sistema Terra-Sol. A variedade W* corresponde ao tubo supe-
rior, enquanto que W?#, seguindo a simetria, corresponde ao tubo inferior. O gréfico
abaixo nesta mesma figura representa a seccao de Poincaré em z = —1 + pu das
respectivas variedades. A curva fechada a esquerda é o corte de W* e a direita é W*.
As projegoes, (x,y), (z,2) e (y, z), da 6rbita halo associada encontram-se na Figura

3.5, respectivamente.

O primeiro par de graficos da Figura 3.6 representa o ramo instavel da variedade de
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Figura 3.4 - Variedades invariantes instavel e estavel da érbita halo de L; no sistema Terra-Sol cuja
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As projecOes da 6rbita halo correspondente encontram-se na Figura 3.5. O grafico abaixo
representa o corte das variedades na sec¢do de Poincaré © = —1 + i, a curva a esquerda
da origem é a variedade estdvel enquanto que a curva a direita da origem é a variedade

instavel.
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a esta variedade central encontram-se desenhadas na Figura 3.4

uma orbita de Liapunov plana de L; do sistema Terra-Lua, e o segundo par o ramo

estavel. Evidencia-se, claramente, a simetria entre os ramos. A constante de Jacobi

da Orbita considerada é C'y = 3.160809.
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0.3 0.35

03} —
0.25 | ,
0.25 | —
02} j ; : : .
0z f N Y ]
> 015 B > oisf S _,-" B FE
i E : : 01t —
oaf { ] LL
0.05 | —
005 | ,
o} i
S
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
05 04 03 02 -01 0 0l 02 03 04 05 05 04 03 02 01 0 01 02 03 04 05
y v
04 05

Figura 3.7 - Sec¢3o de Poincaré em x = p de W™ (a direita da origem) e W* (a esquerda da origem) de
algumas 6rbitas de Liapunov pertencentes a familia L; do sistema Terra-Lua. As constantes
de Jacobisdo C' = 3.174117, C' = 3.160809, C' = 3.142624, C' = 3.093237, C' = 3.063506,
C = 3.033054, respectivamente.

93






4 SUPERPOSICAO DOS MODELOS
4.1 Introducao

Este Capitulo apresenta como linha principal o uso das técnicas vistas nos Capitulos
anteriores com a finalidade de investigar possiveis trajetorias de transferéncia para
uma missao lunar, através de trajetérias guiadas pelas variedades invariantes esta-
veis e instaveis dos pontos lagrangianos L; e Ly. Por seguirem as trajetorias dessas
variedades, tais missoes permitem uma economia consideravel de combustivel, em-
bora o tempo de transferéncia requerido seja grande. Sendo, portanto, adequadas a

missoes nao tripuladas.

Pode-se entender as variedades invariantes como separatrizes do espacgo de fase,
dividindo-o em duas regides, portanto ha trajetorias que seguem por dentro das
variedades e outras que vao por fora. Além disto, ao projetar essas trajetorias nas
regioes de Hill, nota-se que as trajetérias que transitam por dentro da variedade
atravessam as regioes exterior e interior, ao passo que, as que seguem por fora da
variedade, confinam-se apenas em uma das regioes, ou na interior ou na exterior.
Tais trajetérias foram classificas (26, 29) como 6rbitas de transito e de ndo transito,

respectivamente.

As variedades invariantes, sejam estas estaveis ou instaveis, dos pontos lagrangianos
Ly e Ly nao se aproximam do primério de maior massa do PRTC, impossibilitando,
desta forma, uma transferéncia direta entre os priméarios de um mesmo modelo. Por-
tanto, se o objetivo é chegar a Lua seguindo caminhos naturais - dados pela prépria
dinamica do problema - ha esta barreira dinamica que o impede. Em outras palavras,
no sistema Terra-Lua, se o veiculo abandona as proximidades da Terra seguindo o
fluxo na vizinhanca da variedade estavel, seja de L, ou Lo, este nao atingira a orbita
lunar através, somente, dessas artérias naturais. Por outro lado, pode-se acoplar,
em primeira aproximacgao, dois PRTC com um priméario em comum e determinar as

possiveis intersecgoes entre as variedades hiperbdlicas dos dois modelos.

Considera-se que a particula, ou veiculo espacial, abandona a Terra numa trajetoria
de nao transito préxima a variedade estavel da orbita de Liapunov de L; ou Lo
no modelo Terra-Sol, até um ponto de interseccao no interior da variedade estavel
de outra ¢rbita de Liapunov de L, no modelo Terra-Lua, onde o veiculo seguird

uma orbita de transito até ser capturado em érbita lunar. A conexao entre os dois
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modelos é feita em uma seccao de Poincaré apropriada, onde a condicao final de
uma trajetoria é a condigao inicial da trajetéria do outro sistema, a menos de uma
coordenada, pois as constantes de Jacobi de cada variedade diferem. Uma vez que o
Sol, devido a sua massa, causa uma influéncia nao desprezivel ao sistema Terra-Lua,
busca-se uma trajetéria de transito mais realistica, isto é, que considere o efeito do
potencial solar. Na verdade, busca-se uma trajetéria que seja solu¢ao do modelo
restrito de quatro corpos tendo como ponto de partida a trajetoria de transferéncia
previamente adquirida. Este procedimento é conhecido como refino de uma solugao
de um modelo simples em um modelo mais completo. Para a execucao desta tarefa
¢ aplicado o método numérico de miltiplos tiros, levando uma solucao do PRTC ao
problema restrito de quatro corpos. Neste caso foi adotado o modelo bicircular, onde

os primarios sao a Terra, o Sol e a Lua.

Como o objetivo é lancar a particula das proximidades da Terra, ou seja, a partir
de uma orbita de estacionamento baixa, é possivel que apareca singularidade nas
equacoes de movimento, dado que a distancia entre a particula e o primario pode
se tornar muito pequena, ocasionando erros nas integragoes numéricas, mesmo que
nao haja uma colisao fisica. Para contornar este problema, trabalha-se no espaco
regularizado, que elimina a singularidade de colisao das equacoes de movimento,
proporcionando seguranca computacional. Para este problema foi adotada a trans-

formacao de Levi-Civita, que é uma transformagao apropriada ao caso planar.

Neste Capitulo também é apresentado um estudo sistematico sobre as possiveis
interseccoes entre as variedades hiperbdlicas do PRTC envolvidos em funcao da

constante de Jacobi e da variagao da fase lunar.
4.2 Regioes de Hill

O modelo considerado nas transferéncias envolvidas neste Capitulo é o PRTC planar
cujo espago de fase é quadridimensional, (x,y,, 7). E suficiente inserir z = = 0
nas equagoes de movimento (Equacao 2.2) para obter as equagoes de movimento
correspondentes. Portanto, o potencial efetivo torna-se:

Q—p)  p

1
+ — 4+ —pu(l —p)
I Iy

1
Qr,y) = 5 +) + ;
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onde, r} = (x —p)*+y* ers = [z — (u—1)]* +y?, e a constante de Jacobi é reduzida
a:

C =20 —i*—? (4.1)

As superficies definidas pela constante de Jacobi, sao subespacos invariantes tridi-

mensionais. Seja [' a superficie de energia constante,
L, C) ={(z,y,2,y) | C(x,y, &, £) = constante},

a projecao desta superficie no espago de configuracao (z,y) é conhecida como regiao
de Hill, limitada por
T(1,0) = {(e.) | 2r.0) > 5}

O limite de T é a curva de velocidade zero que define as possiveis regioes de movi-
mento da particula. Basicamente, ha duas grandes regioes, a interior e a exterior que
podem se conectar dependendo do valor de C'. Sejam C; as constantes de Jacobi re-
ferentes aos pontos lagrangianos L;. Se C' > C5 o movimento é permitido na regiao
exterior e nas regioes fechadas ao redor de cada primario, e corresponde as areas
claras na Figura 4.1 (alto a esquerda). Se Cy > C' > (' o movimento é possivel na
regiao exterior e ao redor de cada primario ou ao redor dos dois primérios na regiao
interna, (Figura 4.1 - alto a direita); neste caso hd uma comunicagao entre as regioes
interiores de cada primario, mas a energia nao atingiu o valor necessario para que
haja uma conexao entre as regides interna e externa. Se C; > C' > (Cj, o l6bulo se
abre em Ly e o movimento ¢ permitido em qualquer regiao, tanto na externa como
na interna, ocasionando uma conexao entre estas duas regides (baixo a esquerda).
Este tipo de conexao é importante para o estudo de capturas pelo primario de menor
massa. Se C3 > C' > (), o movimento pode ocorrer em qualquer parte do espaco
exceto nas regides cinzas (baixo a direita), acabando em C' = Cy ou em C = Cj,
pois correspondem ao valor minimo do potencial efetivo Q(z,y). Em particular, o
interesse deste trabalho concentra-se nos valores de C' para os quais hé conexao entre
as regioes, se o sistema considerado é o Terra-Lua. Para o sistema Terra-Sol, nao hé
vinculo em relagao aos valores de energia considerados, neste caso C, pode assumir
qualquer valor, desde que seja maior que C}, pois, no minimo este l6bulo deverd
estar aberto. A Tabela 4.1 lista os valores de C; nos pontos lagrangianos para cada
PRTC, o Terra-Sol e o Terra-Lua.
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Figura 4.1 - Regides de Hill: a regido cinza é a regido proibida.

Tabela 4.1 - Constante de Jacobi.

Terra - Sol Terra - Lua
C7 | 3.00089793 3.18834108
Cy | 3.00089387 3.17216043
C3 | 3.00000304 3.01214715
Cys | 2.99999696 2.98799706

4.3 Transferéncias Orbitais Guiadas pelas Variedades

Como foi visto no capitulo anterior, a linearizagao da hamiltoniana na vizinhanca

dos pontos de equilibrio é um item fundamental a compreensao de sistemas nao

lineares. Dada a hamiltoniana linearizada

Hy = Aqip1 + iw1qaps + iwaqsps,

com g3 = p3 = 0, as respectivas equagoes linearizadas sao:

Q1
P

= W1iP2

= A\q1 D1
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cuja solucao é:

@ (t) =g pit) =ple ™ (4.3)

@2 (t) + ip2(t) = (g + ip3)e ™

onde ¢?, p, ¢9, p3 sdo as condigoes iniciais. Tais equagoes linearizadas admitem inte-
grais primeiras em adi¢ao a hamiltoniana, o que os torna um sistema integravel com

constantes de movimento ¢p; e q% + p%.

Seja h = Hs o valor da hamiltoniana, entao,

w1
qip1 + ?(qg +p3)=h

define uma esfera.

Para analisar o fluxo linearizado no espaco de fase, consideram-se projecoes desa-
copladas de (q1,p1) e (g2, p2). No primeiro caso, tem-se um retrato de fase de um
ponto sela e, no segundo caso, o de um oscilador harmonico simples. A Figura 4.2
ilustra esquematicamente o fluxo nestas duas situacoes. No retrato de fase em que
q2+p3 = 0, as linhas de fluxo dadas por q;p; = h/\ sao hipérboles caracteristicas das
selas onde as retas ¢;p; = 0 sdo separatrizes. Seguindo a terminologia de (26, 29),
convenciona-se que o eixo ¢; + p1 = 0 é o equador definindo dois hemisférios: o
norte, para q; +p; > 0, e o sul, para ¢; + p; < 0 e o eixo vertical ¢ — p; = 0 define
os hemisférios leste e oeste. Os segmentos hiperbdlicos determinados por ¢;p; > 0
atravessam as regioes de leste a oeste e vice-versa, por esta razao tais trajetorias
sao classificadas como trajetérias de transito. Os segmentos hiperbdlicos em que
¢1p1 < 0 confinam-se em uma unica regiao, desta forma, eles nao transitam entre as

regioes, sao conhecidas como trajetérias de nao transito.

q+ql:o : q2

N\

Figura 4.2 - Retrato de fase de um ponto sela-centro.
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O produto cartesiano dessas assintotas pela oOrbita peridédica formam cilindros;
quando se inclui os termos nao lineares, estes cilindros deformam-se e curvam-se,
gerando assim as variedades invariantes estavel e instavel. O espaco de fase, no
PRTC planar, é quadridimensional, mas ao considerar a constante de Jacobi, o
movimento fica restrito a uma superficie tridimensional, portanto esses cilindros di-
videm o espaco de fase em duas regioes: a regiao interna e a regiao externa a eles,
sendo separatrizes do espaco, assim como as assintotas hiperbdlicas de equilibrio
no modelo linear. Transportando essas idéias ao caso de interesse, ha dois tipos de
trajetorias relacionadas as variedades hiperbdlicas: as érbitas de transito, que se-
guem por dentro da variedade, e as érbitas de nao transito, que seguem por fora da
variedade considerada. As trajetérias de transito transitam entre as regioes interna
e externa limitadas pela curva de velocidade zero, isto sé ocorre quando o 16bulo
em Ly se abre. Também, sao classificadas trajetorias de transito as que transitam
entre as duas regides internas das curvas de velocidade zero (ver Figura 4.1 alto a
direita), isto é quando o l6bulo em L; ja estd aberto e a trajetéria pode passar entre
essas regioes internas. As dérbitas de nao transito permanecem em apenas uma das
regioes, podendo transitar apenas entre os hemisférios norte e sul, mas nunca passar

de leste a oeste ou vice-versa.

REGIAO regiayg proibida

EXTERIOR orbita de transito

=
AAIIIIIN )]

REGIAO
INTERIOR

regiao proibida

Figura 4.3 - Orbita de transito de Wr, no sistema Terra-Lua. Os limites da regido de Hill sdo repre-
sentacOes graficas. Nota-se que a trajetdria transita entre as regides externa e interna,
aproximando-se da Lua.
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A divisao do espaco de fase em duas regioes permite que a determinacao numeérica
das trajetorias de transito e de nao transito seja feita com o auxilio de uma secgao de
Poincaré. Um ponto interno ao corte da variedade, estéavel ou instavel, na seccao de
Poincaré gera uma érbita de transito, como estd indicado na Figura 4.5 (esquerda).
Se o0 objetivo é determinar trajetorias que aproximam-se do primario de menor massa
passando na vizinhanca de Lo, ha duas possibilidades: se o ponto selecionado estiver
dentro do corte de W?* a trajetéria de transito pode ser expandida diretamente
através de uma integracao para frente, mas se o mesmo pertencer a W, este devera
ser integrado para tras. A determinagao da érbita de nao transito é bastante similar
a da anterior, porém o ponto deve estar externo, mas proximo, ao corte de W* ou
W* na secgao de Poincaré (ver Figura 4.5 - direita); como mostra Koon et al (26),
se o ponto, for externo nas proximidades de W, ao ser integrado para tras, sua

trajetéria serda encaminhada até as proximidades de W*® de mesma energia.

REGIAO INTERNA

E
X
T
E
R
[
(e}
R
R
E
G
[
(@]
N 3 V —

% Poineare

seccao

Figura 4.4 - Orbita de ndo transito de W, no sistema Terra-Sol. A trajetéria de ndo trénsito inicia-se
nas proximidades da Terra, aproximando-se do ponto Ly onde faz um enlace e retorna em
direcdo a Terra. Nota-se que a érbita permanece apenas na regido interna de Hill.
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Figura 4.5 - Secgdo de Poincaré da érbita de transito e da 6rbita de n3o transito.

4.4 Transformacao Levi-Civita

Para extrair a singularidade de colisao das equagoes de movimento que afetam o
movimento da particula quando passa muito perto de algum dos primarios, seja
este o de menor ou o de maior massa, ¢ necessaria a aplicacao de algum método
de regularizagao. No caso estudado, optou-se em utilizar as transformagoes de Levi-
Civita. A descri¢ao completa desta metodologia esta em (44), aqui a abordagem sera

sucinta.

No PRTC a particula guiada pelas variedades W* ou W* esta vulneravel a colisao
com o primario de menor massa, seja no sistema Terra-Sol ou no Terra-Lua. As
variedades instavel e estdvel de L; » nao se aproximam do primdrio de maior massa,
seja do Sol, para o caso Terra-Sol, ou da Terra, para o caso Terra-Lua. Sendo esta,
a principal motivacao do acoplamento dos sistemas, pois, se as variedades W* ou
W* se aproximassem dos primarios de um unico modelo, nao seria necessaria a
superposicao de dois PRTC, neste caso a conexao entre os primarios se daria de

maneira direta.

Portanto, a transformacao de Levi-Civita remove a singularidade de colisao das
equagoes de movimento do caso planar, permitindo um trabalho computacional con-
fortavel. Porém, se o sistema possui trés graus de liberdade, a aplicacao do método
de regularizacao ¢ um pouco mais complexa, pois requer uma extensao do espaco de
fase, de trés para quatro graus de liberdade com um vinculo, neste caso, é necessario
a aplicacao do método de Kustaanheimo-Stiefel, que é uma generalizacao do método
de Levi-Civita. Esta parte do trabalho lida apenas com o caso bidimensional, sendo

suficiente a aplicacao do método de Levi-Civita.
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Primeiramente, faz-se uma translagao da origem, do centro de massa para o primario

de menor massa x = x., — (u — 1) e aplica-se a transformagao :

xZ Uy —U2 (75}

= 4.4
Y Uz Uy Us (44)
o vetor velocidade associado é dado por:
T\ 2 fur —uy u) (45)
(0 T \u2  w s '

onde r =+/2% + y2 = u? + u3. Para completar o procedimento de regularizagao ¢

necessario um escalonamento temporal, dado por:

Insere-se a transformacao nas equagoes de movimento (Equagao 2.2), em que z =
Z = 0, e integra-se no tempo s. A volta da trajetoria do espago regularizado (u, v, s)
para o espago fisico (x,4,t) é dada pelas transformagoes inversas, lembrando que

esse espaco ¢ duplicado no espaco regularizado.

3 A
] | (] m RT m
y 'E F B
! o
c o
A B C | D . D
: | —_—
B 0 ipl X ] c
| o+ F
] F B
| woRT W
A

Figura 4.6 - Transformacdo de Levi-Civita

A Figura 4.7 compara o corte na seccao de Poincaré das variedades estével e instavel
de uma érbita de Liapunov de L; no sistema Terra-Sol, nos espacos regularizado e
fisico. A seccao de Poincaré no espaco regularizado exibe uma curva fechada mais

regular, enquanto que, no espago fisico, a mesma é bastante deformada. Este fato
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nao implica grandes conclusoes, apenas ratifica que trabalhar computacionalmente

no espaco regularizado é mais confortavel.

u2’
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Figura 4.7 - Seccdo de Poincaré em © = —1 + u das variedades instdveis/estdveis no espago fisico
(acima) e no espago regularizado (abaixo) de L; do sistema Terra-Sol.

4.5 Superposicao dos Modelos

As conexoes homoclinicas sao trajetorias biassintotas a uma mesma orbita periédica

enquanto que as heteroclinicas sao trajetorias biassintotas a duas dérbitas periddicas

ao redor de pontos de equilibrio distintos de mesma energia. Inspirado nesta idéia das

conexoes homoclinicas e heteroclinicas, esta se¢ao apresenta um tipo de "conexao”

que pode ser utilizada as transferéncias de satélites artificiais.

Primeiramente, considera-se o problema restrito de quatro corpos, Terra-Sol-Lua-
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particula, como dois modelos restritos de trés corpos com um primario comum a
ambos; neste caso sao os sistemas Terra-Sol e Terra-Lua. A conexao de interesse é
entre uma érbita de nao transito no modelo Terra-Sol e outra de transito no modelo

Terra-Lua.

O veiculo espacial abandona a vizinhanca da Terra seguindo uma o6rbita de nao
transito associada a variedade invariante estavel de L; ou L, no sistema Terra-
Sol, lembrando que a orbita de transito alcanca os pontos L; ou Ly retornando
entao a vizinhanca da Terra. Em algum momento de seu trajeto é fornecido um
pequeno incremento de velocidade, para que o mesmo seja forcado a entrar em
orbita de transito guiada pela variedade invariante estavel de Ly no sistema Terra-
Lua. A interseccao entre as dérbitas desses dois modelos dinamicos é feita na secgao
de Poincaré, localizada em um plano passando pelo primario comum aos modelos.
No modelo Terra-Sol (TS), este plano localiza-se em x = —1 + urg enquanto que
no Terra-Lua (TL) estd em x = ppp. Para que os dois planos sejam coincidentes,

deve-se aplicar uma mudanca de escala adequada.

A transferéncia completa pode ser entendida a partir da Figura 4.8. O primeiro
mapa é a secgao de Poincaré das variedades nos dois sistemas considerados. (em
x=—1+4 purs e em x = prr). Um ponto dentro do corte de W73, gera uma Orbita
de transito, ao passo que, um ponto fora, mas nas proximidades, do corte de W3¢
gera uma trajetéria de nao transito. Sendo o interesse por trajetérias de nao tran-
sito que aproximam-se da vizinhanca da Terra, as condicoes iniciais do ponto na
seccao de Poincaré foram integradas para tras. A figura inferior mostra as trajeté-
rias adquiridas por esta interseccao no sistema de coordenadas sinddico do sistema
Terra-Sol.

4.5.1 Variacao da Constante de Jacobi

Uma vez que o sistema dinamico considerado ¢ hamiltoniano, hé inimeras combina-
¢oes entre as trajetérias de transito e nao transito, devido ao continuum de solugoes
periodicas, parametrizadas pela constante de Jacobi, ao redor de cada ponto de equi-
librio e, conseqiientemente, a existéncia de infinitas variedades invariantes estavel e
instavel em cada sistema considerado. Isto pode ser elucidado através da secgao
de Poincaré como mostra a Figura 4.9; a curva preenchida (negra) corresponde ao
corte das variedades estaveis das orbitas periédicas planas ao redor de Ly no sistema

Terra-Lua para diferentes valores da constante de Jacobi, isto é, para o continuum de
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Figura 4.8 - Conex3o das 6rbitas na sec¢do de Poincaré, localizada na Terra, das variedades instdvel de
L5 no sistema Terra-Sol com a variedade estavel de Ly no modelo Terra-Lua. O grafico
inferior exibe a trajetdria da transferéncia completa, drbitas de ndo transito e trénsito, no
sistema sinédico Terra-Sol.

solugoes periddicas ao redor de Ly. Para nao sobrecarregar a figura, apenas algumas
variedades instaveis das érbitas de Liapunov ao redor de Ly no sistema Terra-Sol

foram desenhadas.

Para restringir a busca pelas conexoes entre os dois modelos, foi adotado um critério
de distancia minima entre as variedades (W™?) e o primario de menor massa. Visto
que o veiculo deve partir das proximidades da Terra, que é o primario de menor
massa do sistema Terra-Sol, e chegar na vizinhanca da Lua, que é o primario de

menor massa do sistema Terra-Lua, definiu-se uma esfera ao redor de cada corpo,
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descartanto as variedades W™* que passam por fora desta esfera em cada modelo. As
variedades invariantes hiperbdlicas, geralmente associadas as orbitas periddicas de

pequena amplitude, ndo se aproximam do primério de menor massa (Figura 4.10).
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0.04

0.03 -

0.02

vy

0.01 -

-0.01 |

.0.02 L L L L L L
-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0

y

Figura 4.9 - Conexdo entre as sec¢des de Poincaré (z = —1 + prs e © = upy, da variedade W* da
familia de Liapunov de Lo no sistema Terra-Sol e de W* da familia de Liapunov de Ly no
sistema Terra-Lua.

Visto que as érbitas de estacionamento ao redor da Terra podem atingir uma altura
de até 30 mil km, estipula-se que o limite de distancia, entre a borda superior ou
inferior do tubo da variedade estavel (de Ly ou Ls) e a Terra no sistema Terra-Sol,
deve ser de aproximadamente 0.00020 em unidades canonicas. Para a insercao do
veiculo em oOrbita lunar considerou-se que a distancia maxima entre a borda inferior
do tubo da variedade instavel referente as orbitas de Lo deve ser de 5000 km que
corresponde a 0.013028 unidades canodnicas. Isto nao significa que todos os pontos
pertencentes a zona de interseccao geram trajetérias interessantes ao objetivo do
trabalho, pois nem toda trajetoria de nao transito, guiada por uma dessas variedades,

pertencente a zona de interseccao aproxima-se da Terra o quanto se deseja.

As condigoes iniciais das érbitas de Liapunov (Figura 4.11) que geram essas varie-

dades invariantes limites estao na Tabela 4.5.1.
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Figura 4.10 - Limite da zona de interseccdo entre os modelos. O indice TS representa o sistema Terra-
Sol e o indice TL o Terra-Lua. A figura abaixo mostra uma ampliagdo da zona intersecg3o.

4.5.2 Fases da Lua

Dentro deste contexto uma possibilidade a ser explorada é considerar a fase da Lua
na obtencao das interseccgoes das variedades nos dois modelos. Para isto, fixa-se um
dos referenciais e estuda-se o outro em relacao a este sistema. Optou-se por fixar o
sistema Terra-Lua, isto é, um observador no Terra-Lua enxergara o sistema Terra-
Sol em movimento, mas isto nao impede que a integracao dos modelos seja feita
separadamente em seus respectivos sistemas sinddicos. O que, de fato, é realizado, é
um ajuste no corte da seccao de Poincaré do Terra-Lua, das coordenadas sinddicas

para as coordenadas fixas em escala do sistema Terra-Sol. Portanto, a interseccao da
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Tabela 4.2 - Condi¢Ges iniciais das OP’s limites.

o) Yo Cy ky ks T/2
TS1 | -1.01149819 0.01093317 3.00079083 1560.83607 2.02573493 1.5558992
TS2 | -1.020392633 0.35059982  3.0005689 886.953969 2.19676591 1.67918158
TL1 | -1.18212003 0.16488212 3.14962509 1184.34113 2.00859114 1.69580095
TL2 | -1.20351928  0.3476276  3.0654849  488.94977 2.28655205 1.87911492
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Figura 4.11 - Orbitas de Liapunov que originam as variedades limites Witq,, Wike,, Wi, € Wi, .

variedade estavel de Ly no Terra-Lua com a variedade instavel no Terra-Sol, depende

do angulo de fase da Lua. A superficie de Poincaré escolhida, no sistema Terra-Sol,

é:

r=—1+purs

e no Terra-Lua,

T = —prr + oy

onde « é a fase da Lua, o € [0, 27]. As duas secgoes s@o sobrepostas com um ajuste

de escala entre os dois sistemas, Terra-Sol e Terra-Lua. Optou-se em escrever todas

as coordenadas com as unidades do sistema Terra-Sol.

A Figura 4.12 mostra a intersec¢ao das variedades instdveis associadas a Ly (Terra-

Sol) com a variedade estével associada a Lo (Terra-Lua) considerando a fase lunar. A

secgao de Poincaré de W exibe varias curvas internas, que representam o corte da

variedade para diferentes niveis de energia. Nota-se que é possivel obter a interseccao

desejada considerando diversos angulos da posicao lunar, o que ja nao ocorre para

a intersecao entre Wpg de Ly com W3, de Lo - ver Figura 4.13.
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Figura 4.12 - Interseccdo de Wi das orbitas de Liapunov de Ly com W}, das érbitas de Liapunov
de Ly. As curvas de Wig representam o corte das variedades na sec¢do x = pt — 1 em
diferentes niveis de energia. As curvas mais escuras representam Wy, considerando a fase
lunar.

4.6 Refino Numérico das Trajetorias

As trajetorias de transito adquiridas no PRTC sao trajetorias aproximadas de um
modelo mais completo, pois neste caso a presenca do Sol nao deve ser negligenciada.
A técnica numérica de multiplos tiros permite que tais trajetérias, aquiridas no
modelo Terra-Lua, sejam solugdes do modelo dinamico Terra-Sol-Lua. Escolheu-se
o problema bicircular, porém modelos mais completos poderiam ser utilizados com

a mesma técnica.
4.6.1 O Problema Bicircular

O problema bicircular considera o movimento de dois primarios, no caso estudado,
da Terra e da Lua, em Orbita circular ao redor de seu centro de massa, Brr. Ao
mesmo tempo, este centro de massa Brj e o terceiro corpo, o Sol, movem-se em
orbitas circulares ao redor do centro de massa do sistema completo. Este problema
é 0 caso mais simples de um modelo restrito de quatro corpos. A descricao completa
deste modelo pode ser facilmente encontrada em diversos trabalhos (45), aqui serdo

apresentadas somente as equagoes de movimento.

Como no PRTC, neste caso algumas hipdteses sao seguidas como: o movimento dos

primérios, Terra, Lua e Sol, é planar; e a particula tem massa desprezivel quando
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Figura 4.13 - Interseccdo de Wi das orbitas de Liapunov de L; com W}, das érbitas de Liapunov
de Ly. As curvas de Wiig representam o corte da variedade na sec¢do z = p — 1 em
diferentes niveis de energia. As curvas mais escuras representam Wy, considerando a fase
lunar. O segundo grafico é uma ampliagdo da zona de intersecgdo do grafico acima.

comparada as massas dos primarios.

A hamiltoniana do problema bicircular é dada por:

1 m i 1-— m
H = —(pi—l—pf/—l—pi) —xpy—i-ypz—l-—;(a:cos&—ysm@)—M—ﬂ——s (4.6)
2 ag 71 ry Tg
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onde

rno= (@)Yt
ry = [z—(u—1DP+y"+2
rg = (x—x9)’ 4+ (y—ys)* + 2°

as coordenadas zg e yg sao as coordenadas do Sol,

Tg = ag cos b e Yys = —agsinf

As quantidades mg, ag e 6 sao a massa solar, a distancia entre o Sol e o baricentro

Brp, e o angulo entre o eixo Terra-Lua e o Sol, respectivamente.

Nota-se que a hamiltoniana deixou de ser um sistema autonomo, sendo periodica-
mente dependente do tempo nas coordenadas 6 e rg. As equagoes de movimento

sao:

T = pPztY
Yy = Py—2
= p, (4.7)
N a )x—u) r—pu+1 r—x5 mgcost
Pz = Dy M T% H 7’% S T% CL%
: Y Yy Yy—Yys , mgsinf
= —p,—(1—p)= — p= — +
Dy 2 ( M)T% ’u’l“% mgs ’I“g CL%
z z z
o = (L= ) — g — Mg
p (=5 —ng 573

4.6.2 Método de Multiplos Tiros

O método de multiplos tiros é aplicado ao refino de trajetérias de um modelo preli-
minar, usado como primeira aproximagao, a um modelo mais completo. Este modelo
pode ser um dos problemas restritos de quatro corpos, como o bicircular ou o quase
bicircular (46) ou um modelo mais realistico envolvendo todos os corpos do Sistema

Solar com suas posicoes reais. Isto pode ser realizado utilizando as efemérides do

JPL/NASA.

A idéia geral do método de multiplos tiros é similar a utilizada no método de tiro
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simples, que encontra-se em ((24, 47)). Primeiramente divide-se o intervalo de tempo
da trajetéria nominal em subintervalos iguais, desta maneira obtem-se N pontos
igualmente espagados no tempo, t1,%s,...,ty (t; é o tempo inicial e At = ;.1 — ti).
Portanto, seja

Qi = (ti i, Yi, 2o Tiy Uiy 20) i=1,2..,N (4.8)

os N pontos da trajetéria nominal igualmente espagados no tempo. Seja ¢(Q;) a
imagem de (); sob o fluxo associado ao modelo em que se deseja refinar a trajetoéria.
Uma vez que todos os pontos estao na mesma trajetoria das novas equagoes de
movimento, entao, ¢(Q;) = Q;4+1 paratodoi = 1,2, ..., N —1. Assim, deve-se resolver

o seguinte sistema de N — 1 equacoes nao lineares, que sao escritas como:

1 (Q1) Q2 1 Q2
P 1 _ ¢(Q2) B Q3 _ 92 B 93 0 (4.9)
QN P(Qn-1) Qn Qn-1 Qn

Para resolvé-las pode-se utilizar o método de Newton. Se Q) = (4, y;, 2, &4, Ui, %) "
denota a j—ésima iteracao deste procedimento, entao o método de Newton pode ser

escrito como:
DF(QW).(QUTY — QU)) = —F(QY), (4.10)

onde o diferencial da funcao F' tem a seguinte estrutura:

A —I
Ay —I
DF = , (4.11)
Ay —I
com
A
Ay
DO = . . (4.12)
AN—l

Cada matriz de transicao A; contida em D® é de dimensao 6 x 6, portanto a cada
passo do método é necessario a resolucao de (N — 1) x 6 equagdes. Como o sistema
tem mais variaveis desconhecidas que equacoes, em geral, se tem um hiperplano

de solugoes, porém ao se introduzir um vinculo no problema, reduz-se o conjunto
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solucdo. Aqui, é exigido que a norma euclidiana seja minima (18). Denota-se AQY)
por:

AQU) = QU+H — Q) (4.13)

e exige-se que a norma ||[AQY)||, seja minima, usando a funcdo de Lagrange

L(AQ), i) com o multiplicador p,

L(AQ,p) = AQ" - AQ + u" (F(Q) + DF(Q) - AQ) (4.14)

tem-se:

AQY) = —DF(QUNT . [DF(QY) - DF(QU)T]t. F(QW) (4.15)

o qual fornece o valor da correcao AQU) explicitamente. Seja a matriz simétrica em
blocos M = DF(QY) - DFQW)T:

I+ A AT —A
—AT T+ A AT —A,

—AN_3 T+Ano+ A%, —ANn-2
—An_o I+ Ay + AL

Introduzindo variaveis adicionais, ZU) por M~1F(QW) = ZU), a Equacdo (4.15)
torna-se:

M- ZY) = F(QY) (4.16)
AQY) = —DF(QUNT . z) (4.17)
Utiliza-se a fatorizacao de Cholesky para expressar a matriz M como
I D, I LY
Ly 1 D, :

I Ly
Ly 1 Dy I

obtendo-se, assim, as seguintes relagoes recursivas:

D, = I+ AAT
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Portanto, com esta fatorizacdo, a Equagao (4.16) pode ser resolvida recursivamente
usando-se as variaveis intermediarias, X,Y com as componentes em blocos X;... Xy,
Yi..Yy, tais que Y = ZU) e F = (F}..Fy).

X1 = FR(QY),

X, = Fo(QY) — Ly Xy, k=2,3,., N—1,
Y1 = Dﬂfl_lXN—h

Vi = Di'Xp— L Yes, k=N-2N-3,..,1

O valor de AQY) é computado da relacdo Equacao (4.17).
4.7 Resultados

Mesmo apés restringir a area de interseccao entre Wig e W}, na secgao de Poincaré,
infinitas possibilidades de combinacao entre a érbita de nao transito e a orbita de
transito continuaram a existir. Para a ilustracao mais detalhada do método adotado,
foram selecionados dois pontos na seccao de Poincaré cujas trajetérias de transito e

nao transito foram integradas e seus respectivos impulsos de velocidade calculados.

A Figura 4.14 mostra uma trajetéria de transferéncia completa. A trajetéria de nao
transito partiu nas proximidades de W;g da drbita de Liapunov de Ly cuja cons-
tante de Jacobi é C; = 3.0005689, e a de transito, cuja conexao foi realizada no
ponto P; da seccao, refere-se a W3, de uma orbita de Ly com C; = 3.0654849. As
condigoes iniciais das orbitas de transito e de nao transito encontram-se na Tabela
4.3. A Figura 4.15 mostra a orbita de transito refinada no problema bicircular no
referencial inercial do modelo Terra-Sol. A mesma trajetéria é apresentada no refe-
rencial do modelo bicircular na Figura 4.16, onde algumas ampliagoes evidenciando
as trajetorias nominal e refinada também sao mostradas. A média da diferenca en-
tre os pontos da trajetoria de transito P1 no PRTC e no PBC ¢ 0.00696 unidades

canonicas, que correspondem a 2672.74 quilometros.

A Figura 4.17 é anéloga a Figura 4.14, porém o ponto de conexao considerado (P,)
estd em outra regiao da intersecgao, mais préximo dos limites WS e W7, . A Figura
4.18 mostra esta dérbita de transito refinada no problema bicircular no referencial
inercial do modelo Terra-Sol. A mesma trajetéria é apresentada no referencial do
modelo bicircular na Figura 4.19, onde algumas ampliacoes evidenciando as traje-

torias nominal e refinada também sao mostradas. A média da diferenca entre os
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pontos da trajetéria de transito P2 no PRTC e no PBC é de 0.00634 unidades cano-
nicas, que correspondem a 2434.56 quilometros. As condigoes iniciais das trajetérias

encontram-se na Tabela 4.7.

Uma vez que os modelos sao conectados na superficie de Poincaré que passa pela
Terra, pois o priméario é comum aos dois sistemas, Terra-Sol e Terra-Lua, as compo-
nentes do vetor de estado de ambas trajetérias diferem apenas em . As componentes

(ynt,YnT) sdo iguais as (yr,yr) na seccao ryr = —1 + u = xp = p. Portanto o

0.02

0.015 |

2 001

0.005 |

0 ! ! _
-0.008 -0.0075 -0.007 -0.0065 -0.006 -0.0055 -0.005 -0.0045 -0.004

0.006

0.004 ! b rhita-lunar

0.002 | ! \

Terra

> !
-0.002 i S
-0.004
-0.006 i S B bv
-0.008
-1.012 -1.01 -1.008 -1.006 -1.004 -1.002 -1 -0.998 -0.996

X

Figura 4.14 - Trajetdria de trénsito utilizando a conexdo entre as variedades invariantes estavel e instdvel
referente ao ponto Lo nos sistemas Terra-Sol e Terra-Lua.
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0.006

0.004 | orbita lunar B

I

0.002 |

-0.002 -
-0.004

-0.006 -

-0.008 L L L L L L L
-1.012 -1.01 -1.008 -1.006 -1.004 -1.002 -1 -0.998  -0.996

X

0.0015 T T T T T T T

nbminal "o
PQBC --—--—----
0.001 F=--—____ B

0.0005 - T a

-0.0005 |- 1
-0.001 P .
-0.0015 - ) o A
-0.002 - .

00025 F T A

1 1 1 1 1 1 1 1 1

.003
-0.9974-0.99735-0.9973-0.99725-0.9972-0.99715-0.9971-0.99705 -0.997 -0.99695-0.9969

Figura 4.15 - Trajet6ria de trinsito (P1) refinada a partir do PRTC no PBC. A figura acima mostra
a transferéncia completa, onde os pontos referem-se aos pontos nominais da trajetéria;
abaixo é exibido uma ampliacdo desta trajetéria. Nota-se uma diferenca entre a trajetdria
nominal e a trajetdria refinada.

calculo do impulso de velocidade é dado por:
Av=Azx = |$NT — ZL’T|

Os valores encontrados foram: Az p; = 0.0652245 e Axpy = 0.076355 em unidades
canonicas do sistema Terra-Sol, sendo bem inferiores aos impulsos requeridos pelos

métodos tradicionais.
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-0.8
-1
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-1.2
1.4
16
18
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22 . . . . . . . 21 . . . . . . . .
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 -0.8 -0.7 -0.6 -05 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1
05 0.1 -
nominal e
015 refino e
-0.55 :
-0.2
-0.6
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0.65 03
> -07 > -0.35
075 L -0.4
0.45
-0.8
-05
085 f -0.55
09 . . . . . 06 . . . . .
-1.275 -1.27 -1.265 -1.26 -1.255 -1.25 -1.245 -1.24 -1.3 -1.25 -1.2 -1.15 -11 -1.05 -1

Figura 4.16 - Trajetdria de transito referente as condi¢es iniciais do ponto P1 no referencial do pro-
blema bicircular e amplia¢oes de algumas regides.

Tabela 4.3 - Condi¢Ges iniciais das transferéncias em P1 e P2.

sistema o Yo To Yo Cy
P1 (NT) TS -.99999696 0.00531754 -0.0153392457  0.01035272  3.0005689
P1 (T) TL 0.0121504425  -2.07159546 -1.44913727  0.300740256  3.0654849
P2 (NT) TS -.99999696  0.00646100007 -0.00888263874 0.014789998  3.0006314
P2 (T) TL 0.0121504425  -2.51706211 -1.96002245 0.429640551 3.10336526
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Figura 4.17 - Trajetdria de trénsito utilizando a conexao entre as variedades invariantes estavel e instavel
referente ao ponto Ly nos sistemas Terra-Sol e Terra-Lua.
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Figura 4.18 - Trajetéria de transito (P2) refinada a partir do PRTC no PBC. A figura acima mostra
a transferéncia completa, onde os pontos referem-se aos pontos nominais da trajetéria;
abaixo é exibido uma ampliagdo desta trajetéria. Nota-se uma diferenca entre a trajetéria
nominal e a trajetdria refinada.
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Figura 4.19 - Trajetdria de transito referente as condigdes iniciais do ponto P2 no referencial do pro-
blema bicircular e ampliagdes de algumas regides.
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5 TRANSFERENCIAS ORBITAIS BI-IMPULSIVAS
5.1 Introdugao

Como foi visto, as transferéncias orbitais assumem uma grande importancia dentro
da engenharia aeroespacial, pois, a partir de seu estudo, pode-se controlar as tra-
jetorias seguidas pelos veiculos de uma missao espacial. Suas aplicagoes podem ser
encontradas em diversas atividades espaciais: na colocacao de um satélite em érbita,
na manutencao de uma orbita, no deslocamento de uma estacao espacial, no envio

de sondas interplanetarias e nas manobras de rendezvous.

Este Capitulo lida com as trajetorias de transferéncia bi-impulsivas, isto é, as que
requerem dois impulsos, diferenciando-se, desta maneira, das trajetorias abordadas
no Capitulo anterior. O primeiro impulso forca o veiculo espacial a deixar a érbita de
estacionamento enquanto que o segundo o insere na érbita final desejada. Existem
varios critérios para se definir uma orbita de transferéncia 6tima. Neste Capitulo,
definem-se trajetérias 6timas aquelas que fornecem a menor soma dos impulsos de
velocidade envolvidos dentro de um determinado intervalo de tempo. Ha autores que
abordam a trajetéria 6tima baseado no critério do tempo minimo de transferéncia,
da velocidade final minima, do consumo de combustivel sem vinculo temporal entre

outros. A escolha deste critério depende dos objetivos da missao.

A determinacao de uma trajetéria de transferéncia conectando dois pontos - con-
di¢des de contorno - com um intervalo de tempo fixo, dentro do modelo dinamico
de dois corpos, é conhecido como o problema de Lambert classico, onde as érbi-
tas envolvidas sao keplerianas. A formulagao classica do problema de Lambert foi
amplamente aplidada por diversos autores, sendo Battin (48) e Godding (49) as
contribui¢oes mais relevantes, onde desenvolvem-se algoritmos sofisticados e méto-
dos numéricos acurados para resolver o problema. Uma nova versao do método de
Lambert foi estudada por Prado e Broucke (50), substituindo o vinculo de que a tra-
jetoria deve ser completada em um determinado intervalo de tempo pelo vinculo do
minimo impulso num dado um intervalo de tempo. Estas idéias podem ser aplicadas
a outros modelos como o PRTC, sendo conveniente nao denoté-lo como problema

de Lambert para que nao haja divida quanto a dinamica estudada.

Neste Capitulo as condigoes de contorno consideradas sao um ponto na érbita de

estacionamento ao redor da Terra, como condicao inicial, e um ponto na érbita halo
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da familia de L, como condicao final. O método é aplicado a dois modelos: no PRTC
e no modelo quase bicircular, que é um problema restrito de quatro corpos onde as
orbitas dos primarios nao sao circulares. O impulso total exigido nas transferéncias
em cada um desses modelo é comparado. O método numérico aplicado na realizacao
desta tarefa foi o método de tiro simples, que é a versao mais simplificada do método

de maultiplos tiros apresentado anteriormente.

O problema quase bicircular, introduzido por Andreu (46) em 1998, serve para mo-
delar a dinamica do sistema Terra-Lua-Sol com bastante eficacia, pois carrega a
solugao do problema de trés corpos pleno. Por esta razao, serao apresentadas as
equacoes de movimento do problema de trés corpos, onde as trés massas tratadas
sao como puntiformes, my, ms e ms, assumem valores diferentes de zero e se atraem
mutuamente de acordo com a lei gravitacional de Newton. A solucao do problema
quase bicircular, tal como a solucao do PRTC, nao ¢é analitica, necessitando o uso

de técnicas numéricas e semi-analiticas para se chegar a resultados qualitativos.
5.2 O Problema de Trés Corpos

No problema geral de trés corpos nao ha restrigoes quanto as massas dos corpos
envolvidos; estes movimentam-se em orbitas quase circulares ao redor do centro de

massa do sistema.

Para se obter as equagoes de movimento do problema de trés corpos foi utilizada a
formulagao de Jacobi, que encontra-se detalhada em (51). Sendo 7 o raio vetor que
une os corpos de massas m; ao Mmsy € R o raio vetor que une o baricentro Bjy de (my,
ms) com o corpo de massa mg. A Figura 5.1 apresenta uma visualizagao melhor da

configuragao problema.

Considerando as seguintes igualdades,

a = my/(mi+mg)

=
|

ma/(my+ms) =1—«

M = mi + Mo + Mg
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12

m,

Figura 5.1 - Sistema de coordenadas do problema de trés corpos.

0s raios vetores relativos se tornam:

7713:}?+6F

'F23:R—ozf'

R:OéF13+6F23

e as equacoes de Jacobi sao:

- 7 T 7
T = —G(m1 + mg)—g + Gm;;(% — %) (51)
r Tas  Ti3
R=-GM(B2 +a52) (5.2)
733 13

5.2.1 Resolugao quase Bicircular do Problema de Trés Corpos

Sejam dois valores fixos a; e a., deseja-se obter solucoes quase circulares para o
movimento dos trés primarios tais que r = a; ¢ R =~ a,, onde os indices i e e referem-
se as massas interna e externa. De acordo com a terceira lei de Kepler obtem-se os

seguintes movimentos angulares médios para os respectivos raios vetores:
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3
Qe

Supondo o movimento planar, isto é, a componente z dos raios vetores 7 e R é
nula, pode-se escreve-los em coordenadas complexas. Portanto, a partir de agora,

7 e R sao raios vetores bidimensionais que correspondem as variaveis complexas z

e Z, respectivamente. As Equacoes 5.1 e 5.2 de movimento sao reescritas na forma

complexa:
7 — 7
z = —G(m1 + mg)% + Gmg( 3042 - —:ﬁz) (53)
r T'23 T13
.. A Z —
Z=-GM(a S ) (5.4)
T3 T'23
onde
ro= ¢
3 = |Z -+ ﬂ2|
ro3 = |Z — az|

Ao utilizar coordenadas complexas, o problema de se encontrar uma solugao quase
bicircular para as Equacoes 5.1 e 5.2, pode ser reestabelecido em se encontrar uma

solucao para as Equacoes 5.3 e 5.4 com:

Assumindo que no instante inicial as trés massas mq, m, e ms encontram-se no €ixo

real x, os angulos de fase 6; e 6, podem ser considerados nulos.

E possivel encontrar uma solucao da forma sugerida acima em termos de série de
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Fourier da forma:

2 = qe™? Z b (5.5)
Jj=—00

7 = a.em! Z ;e (5.6)
j=—00

sendo n = n; — n. a velocidade angular média relativa do movimento interno em
relacao ao externo. O caminho para se obter a solugao desejada é substituir as
relagoes 5.5 e 5.6 nas Equagoes 5.3 e 5.4 a fim de se determinar os coeficientes b;
e ¢; por identificagao dos termos. Para isto, ¢ conveniente introduzir o uso de um
pequeno parametro. No caso do sistema Sol-Terra-Lua esse parametro pode ser:

a;

€= —
ae

que é aproximadamente 1/389. A solucao desejada em termos do pequeno parametro,

m
z = a;e™! E Fuy
k=0

torna-se:

7 = a.e™ty ey (5.7)
k=0

onde uy, e vg, sao fungoes complexas periddicas de freqiiéncia n. Substituindo o termo
de ordem zero nas equacoes de movimento, Equacoes 5.3 e 5.4, a solucao fornecida

é a solucgao bicircular de raios a; e a., como o esperado.

Simplificando as unidades das equagoes de movimento, escrevendo-as em unidades

adimensionais, como foi feito na secao anterior, tém-se:

G:]_, m1+m2:1, aizl,
n; = 1, a = U, ﬂzl_u’a

n=1—n,

Considerando a mudanca de unidades, as equacoes de movimento ficam:

Z — Z+ (11—
r T23 13
o Z+(1—p)z Z — uz
7= —m) (pEER I g (5.9)
13 T'23
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e as expressoes 5.7 tornam-se:
m

z = eit(1+Zekuk)

k=1

7 - aseinst(l—{—Zekvk) (5.10)
k=1

Substituindo a expressao 5.10 no lado esquerdo da Equacao 5.8, tem-se:

m
=t =1 30 e (iig + 2ty — ) )
k=1
destacando-se o m-ésimo termo em €, pode-se escrever:

z‘ = ¢ (il + 20ty — ) (5.11)

m

O mesmo procede-se a Equagao 5.9:

Z‘ = ase™! (B, + 2in50 — N2V) (5.12)

Inserindo as expansoes de z e Z no lado direito das Equacoes 5.8 e 5.9, obtém-se

varios termos, como segue:

z z e ; m —1/2 T\ 3/2
B R VET = et <1 + ; 6k”’“> (1 + ; Eku’“)
= (1- l(zm:ekuk) - l(zm:e’“ukf +.)(1- §(Zm:ekﬂk) - E(zm:e’“mf +.)
z k=1 8 k=1 2 k=1 8 k=1

Z —uz = asemst((l + Z ekvk> - ueemt<1 + Z ekuk)

128



7 — 0 m , ~1/2
3”2 _ Z_;ef'mt (1 + Zek(vk . [L@”Ltuk_l + O(6m+1)>
T3 s 1
U . 372
(1 + ZE (5,@ — uemtﬂk_l + O(€m+ )) (515)
k=1

Z — uz
"33

m CL?
O mesmo procedimento ¢ feito para as demais expansoes, resultando em:

ezt
= —€
m ag

Z—(1—p):z

3

7int(
713

1 Bt )
— =V — =V
o gk

Pode-se notar que os termos contendo Z tem um fator multiplicativo mg porém
estd acompanhado do termo 1/a%, portanto a contribuigao total desta constante
multiplicativa é de ordem unitaria. Conseqiientemente, deve-se resolver o seguinte

sistema linear de equacoes diferenciais:

. . — nt
U, + QZI;m — éumg— Eum = P, (e )
U + 20N50,, — éngvm — §n825m = Qm (e”t) (5.16)

onde P, e ), sao polinomios dependentes das fungoes u; e v, com k= 0,....,m —1.

Esses polinomios possuem coeficientes reais e expoentes inteiros.
5.3 O Problema quase Bicircular

O problema quase bicircular (PQBC) é um problema restrito de quatro corpos, onde
trés corpos de massas nao despreziveis movem-se em trajetorias quase circulares ao
redor do centro de massa do sistema e o quarto corpo cuja massa € infinitesimal
em comparacao com as demais move-se no campo gravitacional gerado pelos corpos

primarios.

Seja um sistema de referéncia inercial fixado no centro de massa B, como mostra a
Figura 5.2, e sejam 7 e R os raios vetores introduzidos anteriormente. Supoe-se que
o movimento seja planar em xy, portanto, neste sistema de coordenadas, os raios

vetores sao dados por:

129



Mg - m -
—»e — ——SR m —):_ S R
P M +mm+mer 14+ my T
Me = m m -
g = ——R— ¢ F=——""R—(1—p)F 5.17
P M mm+mer I+ my L= (5:17)
Mg + Me = 1 -
—»S — S eR:_ R
“ M 1+m,

sendo:

M = m,+ m,, +m,

mt) = (ri(t),m2(1),0)"
R(t) = (Ra(t), Ra(1),0)"

A mudanca de coordenadas que sera feita consiste de uma translagao seguida de
uma rotagao e de uma transformagao homotética. A translacao move a origem do
centro de massa B para o baricentro do sistema Terra-Lua, Bys. A rotagao coloca a
Terra e a Lua sobre o eixo x e, finalmente, a transformacao homotética faz com que
a distancia entre a Terra e a Lua se torne constante. Desta forma, a estrutura do
sistema de coordenadas se aproxima da estrutura do modelo restrito de trés corpos.

As novas coordenadas estao relacionadas com as velhas através da seguinte formula:

1 m -
7= —CT(* ; R) 5.18
7= p+1+ms (5.18)
onde
rnoo_rz2 o
C=|2 o g (5.19)
0 0 1

Nota-se que CCT = I, pois r?> = r? + r3. Utilizando este sistema de referéncia, as
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coordenadas da Terra, da Lua e do Sol, tornam-se:

Cfe = (’070)T
(Tm = (M_LO?O)T
1 .
@ = -C'R
r

Observa-se que a posicao da Terra e da Lua estao situadas no mesmo local do

problema restrito de trés corpos. A relacao inversa da transformacao é dada por:

my

m,

Figura 5.2 - Modelo quase bicircular no sistema de referéncia inercial, as massas m1, mo e ms repre-

sentam a Lua, a Terra e o Sol, respectivamente.

onde

Neste caso, se obtém as seguintes relacoes:

BBT =%

1
-1 __ T
B'= 3B
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O modulo da diferenca entre as distancias da particula em relagao aos primarios é:

||pe — pl|
|| pm — pl|
195 — pl|

= rllge -4
= 7llgm — 4|
= rllgs =4l

(5.21)

portanto, pode-se escrever o potencial gravitacional da particula na forma:

L—p p my

rllge =l rllgn —al - rllgs —qll

U= (5.22)

Derivando g (Equacao 5.20) e substituindo em

T==<pp>

N | —

chega-se a:

X . | S m Lo m
2 - ST T % ST BT 1~ s T 1 = s
B'B —q¢ B Bg— R Bg—
2T q2+q q+2q 1 14 mg 1 1+ my

1
T=-

Definido o momento como:

oT 9 . Mg
= — =10+ BTBJ -
p oq 1 ? 1+ mg

extrai-se a expressao para ¢

Desta forma, pode-se definir a hamiltoniana,

H = jj-T+U

(5.24)
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As equagoes de movimento sao obtidas:

- OH 1. 1 - ms 1 L

=5 =l = @B B+ o 5B R (5.25)
. O0H 1. oU
p=———=_BT'py_— == 5.26
P="og —» 7P 07 (526)

Este sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem pode ser transformado em

um outro sistema de segunda ordem, como:

m =
* BTR- —
14+ my oq

d . i 1 . . .
= (r2<7+ BTBJ) = S BTB(*G+ BT Bq) +

A idéia é transformar levemente a hamiltoniana com o objetivo de eliminar a de-

pendéncia em R. O "novo” momento é definido da seguinte forma:
p=r¢+B"Bg

e as equacoes diferenciais de primeira ordem sao:

., L -
q = T—Q(p — BTBQ) (5.27)
: 1. m s U
y = ——B'Bp * BTR- — 5.28
P 2 PP T, a7 (5.28)
Com isso, a hamiltoniana correspondente é determinada:

He Ly loprpe ™ fpeiy (5.29)

~ 92? 2P 777 + My 1 )

5.3.1 A Hamiltoniana e as Equagoes de Movimento

Nesta etapa o objetivo é rearranjar os termos obtidos anteriormente para escrever
a hamiltoniana do problema quase bicircular. A Equacao 5.29 expressa a forma
geral da hamiltoniana; a solugao quase bicircular do movimento da Terra, da Lua
e do Sol é dada na Secao 2.2.1, o que resta é unir esses resultados, isto é, inserir a
solugao quase bicircular na hamiltoniana (5.29) e desta forma obter as equagoes de

movimento para a particula do modelo quase bicircular.

Lembrando que a expansao quase bicircular do movimento em coordenadas comple-
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xas é dada por:

]
5 = a,-emit § bjezjnt

Jj=—00
oo
7 = aeemet § Cjezjnt
Jj=—00
onde,

z = 11+

Z = Ri+1R

r? = 2z

O primeiro termo da hamiltoniana (5.29), BB, ¢ escrito na forma:

Br =B O
B2 B 0
0 0 B

onde

51 = 7"1’1.“1 —|—7’27.“2 = RQ(ZE)

52 = T17'“2 — 7,'27:‘1 = Im(zZ)
De forma analoga, calcula-se
R'B = (3. 54,0)

sendo

Bs = rR+raRy = Re(Zz)
Bi = Ry —roRy = Im(Z%)

O potencial também depende do vetor posi¢ao do Sol, que é dado por:

(s
T.=B"R=— | 5
0

134



onde

fs = 1Ry + 1Ry = Re(Z%)
ﬁG = rRy—1ryRy = ]m(ZZ)

Uma vez obtidas as relagoes acima, faz-se o produto das séries de Fourier:
2z = < Z bjeijnt> ( Z bje_ijnt>
= (za + e <Zb m)

J

25 = me(Se) (S -
Zz = —ase_mt<]Z(ns+Jn ”"t)(Zbe—W>

J

Nota-se que todos os produtos acima dependem somente da freqiiéncia n, que é a
diferenca entre o momento angular médio da Lua e do Sol, dada por n = 1 — n,.

Introduz-se as fungdes periddicas ay(t)'s:

ap = 7%2 oy = _Rer(zéi) Qs = IW;(QZ.Z)
Qy =~ Re(Zz) a5 = 1+m35[m(Zz) ag =1
a7 = 5 Re(Z7) ag = 5Im(Zz)

Enfatiza-se o fato de que tais fungoes ou sdo pares ou sao impares. As expansoes
de Fourier impares tém somente termos dependentes da funcao seno e as expansoes
pares tém somente termos dependentes da fungao cosseno, portanto as fungoes o,
Q3, (g, Qg € iy SA0 pares e as demais, am, (g € g, Sa0 impares, em outras palavras,

as funcgoes aj.s sao do tipo:

ag(t) = o, + Z au; cos(jnt) k=1,34,6,7 (5.31)
Jj=21

t) = ay,sin(jnt) k=258 (5.32)
j21
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sendo aj; nimeros reais. Os coeficientes de Fourier das fungoes aj, sao calculados

através dos coeficientes de z e de Z.

Seja ¢= (z,y, 2)T o vetor posi¢ao e p'= (s, py, p.)" 0 vetor momento, substituindo-os
na hamiltoniana anterior, chega-se a hamiltoniana desejada em termos das compo-

nentes das coordenadas da particula.

1
H =S (P2 4 P2+ 02) + a2 (pa + pyy + p22) + a3(Pey — Pyx)+

1
+ aux + asy — a6< 4+ — 4 — (5.33)

onde

G = (@—p)l+y’+2°
G = (@ = p+ 1) + 4y + 22
qf,s = (v —ar)’+ (y+ag)? + 22

Portanto, as equagoes de movimento sao:

T = Py + QT + agy
Yy = aupy+ ooy —azr (5.34)
2 = P, + aoz
Pz = —042pz+043py—064—046< 3 (x—/i)+3—($—u+1)+7($—047)>
pe Ipm Ups
Py = —azpy—%pz—%—%( s YT 5 "’T(?J_CVS))
qpe qpm ps
. 1-— m
N ETI S
pe 4pm Aps

5.3.2 Pontos de Equilibrio

Em muitos problemas de mecanica celeste é possivel descrever as equacgoes de movi-
mento como sistemas hamiltonianos autonomos acrescidos de perturbagoes depen-
dentes periodicamente do tempo, como o problema quase bicircular. Neste, supoe-se
que os movimentos da Terra e da Lua girem em érbitas quase bicirculares em torno
do centro de massa e que este, por sua vez, gira ao redor do centro de massa do

sistema Sol-Terra-Lua em movimento quase circular. E natural pensar que o ponto
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fixo do modelo restrito de trés corpos, quando submetido ao campo gravitacional
do Sol, também sofra uma perturbacao periédica. Portanto, os pontos de equilibrio
do problema quase bicircular nao sao pontos e sim Orbitas periddicas ao redor dos

pontos lagrangianos.

Pode-se pensar que a hamiltoniana do PQBC ¢ dada sob a forma:

H = Hppre + €(Hpgpe — Hprre) (5.35)

sendo ¢ um parametro que varia de 0 a 1. Quando ¢ = 0 tem-se H = Hpgre
e quando € = 1 tem-se que H = Hpgpc. Para se determinar numericamente as
orbitas peridédicas do PQBC aplica-se, também, a continuacao numérica através do
parametro €, a qual estende uma solucao periédica conhecida do PRTC até o PQBC,
desde que o periodo da drbita periddica seja compativel com o periodo solar. Esta
continua¢ao numérica estd apresentada em (52), onde sdo fornecidas as condigoes

iniciais das érbitas periddicas utilizadas neste capitulo.

As Figuras 5.3 e 5.4 mostram as orbitas periddicas relativas aos pontos lagrangianos
L1 e Ly no modelo quase bicircular. Essas orbitas possuem o mesmo periodo da

perturbagao solar.

Tabela 5.1 - Condi¢des Iniciais das Orbitas ao redor de L1 e Ly no Sistema Sol-Terra-Lua.

Zo y
Ly | -8.369141677649319e-01 | -6.247467360366576e-06
L, -1.155683607833265 6.017986175277379e-06
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Figura 5.3 - Orbita periddica relativa ao ponto L; no problema quase bicircular.
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Figura 5.4 - Orbita periédica relativa ao ponto Ly no problema quase bicircular.
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5.4 Comparagao entre as Orbitas Halo

A Figura 5.5 apresenta uma érbita halo referente ao ponto lagrangiano L; no PRTC
e sua equivalente no problema quase bicircular. O ponto de partida para se continuar
uma condi¢ao inicial do PRTC para o PQBC é o periodo da 6rbita periddica, ou
seja, as solugoes periddicas de um sistema nao autonomo aparecem isoladas, portanto
nem toda solucao periédica do sistema autonomo, que neste caso é o PRTC, gera
uma solugao no sistema nao autonomo que é o PQBC. O critério de escolha das
orbitas periddicas baseia-se no periodo. Escolhe-se uma drbita peridédica no PRTC

que tenha o mesmo periodo ou periodo miiltiplo do periodo da perturbacao.

Tabela 5.2 - Condi¢des Iniciais da Orbita Halo no PRTC e no PQBC.

modelo g z U

PRTC | -9.87162249854154e-01 | -5.21310697447108e-02 | 6.45800936855262¢-01
PQBC | -9.879629720523710e-01 | -5.108383968268400e-02 | 6.622660818240399¢-01

5.5 Problema do Valor de Contorno

Quando um sistema de equagoes diferenciais ordinarias é suposto a satisfazer condi-
¢oes iniciais e finais, o problema é conhecido como problema de valor de contorno em
dois pontos ou TPBVP - two point boundary value problem. No caso particular deste
trabalho, a integracdo do sistema X = f(X) inicia-se num determinado ponto cu-
jas condigbes sao X; = (@i, i, %, T4, Ui, 2i) € termina em Xy = (xy, Yy, 27, Tf, Y1 25),
onde as componentes relativas as posi¢oes sao fixas e as componentes relativas as
velocidades devem ser encontradas de tal modo a satisfazer as condi¢oes de contorno

impostas ao problema.

Ao propor o problema desta forma, existem infinitas solu¢oes, mas ao se estipular um
tempo fixo para a trajetoéria desejada, restringe-se o conjunto solucao do problema.
No PRTC, este conjunto solucao é formado por duas trajetérias: uma trajetéria
direta, onde o vetor velocidade tem a mesma direcao da érbita inicial, e uma traje-
toria indireta, quando o vetor velocidade tem direcao oposta ao da orbita inicial. A

simetria dessas trajetérias obedece a prépria simetria do PRTC (ver Figura 5.6).

Portanto, podem existir até duas solucoes para o mesmo conjunto de condigoes de

contorno e para um mesmo intervalo de tempo fixo para a realizagao da manobra.
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Figura 5.5 - Comparacgdo entre as érbitas halo de L; no PRTC e no PQBC.
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Uma solucao sempre apresenta um consumo de combustivel menor do que a outra,
isto é, requer um impulso de velocidade mais baixo para atingir as condigoes finais
dentro do tempo esti-pulado. No caso aplicado, o algoritmo desenvolvido nem sempre
convergiu para a solucao mais economica, mas os testes realizados mostraram que o
ponto minimo do consumo de uma familia (trajetérias diretas) é muito préximo ao

minimo da outra familia (trajetdrias indiretas) de solugoes.

H&a varios métodos numéricos para a solucao deste problema. Neste trabalho, o
método utilizado foi o método de tiro simples, que encontra-se bem detalhado na

referéncia (53) onde seu algoritmo também encontra-se disponivel.

O objetivo é aplicar esta metodologia para se determinar érbitas de transferéncia
que levam o veiculo de um ponto de estacionamento até um ponto da érbita halo
nos dois modelos previamente descritos. Com isto, tem-se dois impulsos a serem
calculados: o primeiro impulso faz com que o veiculo escape da drbita inicial e o

segundo impulso é aplicado para colocar o veiculo na érbita desejada.

A Figura 5.6 mostra algumas transferéncias realizadas fixando um ponto da érbita
halo - da familia de L; no sistema Terra-Lua - pertencente ao plano zy com z = 0.
O tempo de transferéncia foi fixo e variou-se as condigoes de contorno iniciais, que
neste caso, varreu alguns pontos da orbita de estacionamento ao redor da Terra.
Esta mesma figura mostra as duas familias de orbitas de transferéncia simétricas, a

familia direta e a indireta.
5.6 Calculo dos Impulsos

O consumo de combustivel requerido pelo veiculo para escapar ou entrar em uma
orbita esta diretamente relacionado ao calculo dos impulsos de velocidade fornecidos

a0 1mMes1io.

O primeiro impulso, AV}, é calculado como sendo a diferenca entre os vetores da
velocidade do veiculo na érbita de estacionamento e da velocidade do mesmo na

orbita de transferéncia obtida pela solucao do problema de valor de contorno.

AV; = |‘7est - ‘_/;Eransf| (536)
Para colocar o veiculo na érbita halo o segundo impulso, AV, é calculado de forma
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andloga ao primeiro:

A‘/f = H—/;fransf - Vhalo| (537)

O impulso total é a soma dos impulsos
AV = AV, + AVy (5.38)

independentemente do modelo dinamico considerado.

ORBITAS DE TRANSFERENCIA
0.1

Famifia 1
0.08 L Familia 2

0.06
0.04

0.02

-0.02 |

-0.04 |

-0.06 |

-0.08 |

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2

Figura 5.6 - Método do valor de contorno aplicado aos pontos da 6rbita de estacionamento com a
mesma condic3o final na érbita halo. A partir da figura fica evidente a simetria entre as
familias. A Familia 1 corresponde a 6rbita indireta e a Familia 2 corresponde a drbita direta.
O modelo dindmico para a realizacdo dessas transferéncias foi o PRTC.

5.7 Orbita Halo e de Estacionamento

No PRTC, a escolha das érbitas de estacionamento e das orbitas halo, cumpre-se
com a aplicagao do método de continuagao numérica através da curva caracteristica,
mostrado no Capitulo 3. Este método foi implementado com sucesso nas etapas
anteriores para a determinacao da familia das érbitas de Liapunov, e portanto, sua
aplicacao foi facilmente viabilizada para a escolha das orbitas halo desejadas. A
érbita de estacionamento selecionada pertence a familia BD (ver (54)) que ¢ uma

familia de orbitas periddicas diretas ao redor do primério de maior massa. A orbita
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retrograda equivalente a esta também foi utilizada nas simulagoes numéricas do
método de transferéncia, porém seus resultados nao estao aqui apresentados porque

propiciaram resultados equivalentes aos obtidos com a familia direta.

Foram escolhidas duas érbitas de estacionamento: a primeira dista aproximadamente
6.696 km do centro da Terra enquanto que a segunda esta aproximadamente a 11.612
km. Estas distancias sao coerentes com a faixa de distancia dos satélites geoestaci-

Onarios.

Como o veiculo espacial passa pouco tempo numa érbita de estacionamento, a 6rbita
de estacionamento escolhida no problema quase bicircular nao é exatamente uma
orbita proveniente de uma continuacao numérica de érbitas do PRTC, e sim uma
orbita geometricamente equivalente, gerada a partir das mesmas condicoes iniciais,

ou seja, nao é uma Orbita periddica.

A orbita halo escolhida tem um terco do periodo solar no problema restrito de trés
corpos, ja no caso quase bicircular apresenta o mesmo periodo, como esperado. A
partir da Figura 5.7 pode-se notar esta diferenca de periodos, no caso quase bicircular
(6rbita tracejada) a érbita s6 se fecha apds trés revolugoes. As condigoes iniciais das

orbitas encontram-se na Tabela 2.1.

[©N

Para facilitar a identificagao dos pontos nas orbitas de estacionamento e halo,

[©N

introduzido um sistema de coordenadas polares (I, «), onde apenas o angulo «
considerado, ou seja, a coordenada [ é ignorada. Seja o plano zy da dérbita de esta-
cionamento, desloca-se a origem (0,0) para o centro da érbita em (u,0), o angulo
aq é contado a partir do eixo x positivo no sentido anti-horario portanto, pode-se
localizar cada ponto da orbita pelo angulo «s. Este sistema de coordenadas nao foi

rigorosamente utilizado, serve apenas para uma localizagao rapida do ponto.

Na projecao yz da érbita halo o mesmo sistema de coordenadas polares adaptado foi
implementado. Neste plano é necessario mover a origem (0, 0) para o centro da curva
fechada. O angulo ay neste caso é contado a partir do eixo y positivo no sentido anti

horario. Estas projecoes podem ser vistas na Figura 5.9.
5.8 Transferéncias no PRTC

De acordo com a existéncia de infinitas combinagcoes entre as condicoes de contorno e

o tempo de transferéncia, alguns critérios de selecao foram aplicados. Inicialmente as
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Figura 5.8 - ProjecBes xy das 6rbitas de estacionamento 1 e 2 (ver Tabela 2.1) no PRTC e no quase
bicircular. A Terra estd localizada em x = p de acordo com o sistema de referéncia adotado.

Tabela 5.3 - Condi¢es Iniciais

Utilizadas nas Simulacdes

ORBIT Zo 20 y()
Halo - RTBP | -9.87982557457513E-01 | -2.48226957833054E-03 | 3.13139586195729E+00
Halo - QBCP | -9.879722904635280E-01 | -2.462095060502300E-03 | 3.184909363998671E+00
Parking 1 -0.005270250000000E+0 0.0000E+0 7.547700390000000E4-0
Parking 2 -0.018068060000000E+-0 0.0000E+0 0.747748530000000E4-0
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Figura 5.9 - Condi¢Ges de contorno que propiciaram transferéncias com impulso total menor que as
outras possiveis combinagoes entre pontos dessas duas érbitas.

orbitas foram discretizadas em intervalos de aproximadamente seis graus, fornecendo
aproximadamente 60 pontos em cada érbita. Para cada combinac¢ao, um ponto na
orbita de estacionamento e um ponto na orbita halo, foi aplicado o método numérico
de tiro simples com tempo fixo. Isto foi realizado para trés intervalos de tempo
distintos, t = 0.2, 0.3 e 0.4 unidades canonicas de tempo. As simulacoes mostraram
que para o intervalo ag = [300°,40°] e as = [230°,330"] o impulso total foi o que
apresentou valores menores que o impulso calculado para as demais combinagoes,
por isto, apenas estas faixas angulares foram consideradas no resultado apresentado.

Os pontos considerados podem ser visualizados na Figura 5.9.

De posse das condigoes de contorno previamente selecionadas, as transferéncias orbi-
tais foram realizadas variando o intervalo de tempo de 0.2 até 2.0 unidades canonicas
de tempo em passos de 0.05, isto pode ser verificado a partir do grafico da Figura
5.10. Cada linha vertical representa a varredura nas condigoes de contorno consi-
derando o mesmo tempo de transferéncia. Como esperado, a contribuicao maxima
para o AV total foi o impulso inicial (Equagao 5.36). O impulso final, que coloca
o veiculo na orbita halo, em média, foi quatro vezes menor que o consumo inicial.
O resultado desta simulacao pode ser resumido da seguinte forma: o impulso total

minimo é 4.7283 unidades canodnicas de velocidade e ocorre em a; = 36°.3874 e

ay = 261°.8722 para t = 0.85.
5.9 Comparacao do AV entre os Modelos

A escolha da condi¢ao de contorno final é restrita pelo fato do problema quase bicir-
cular nao ser autonomo, ou seja, as condicoes iniciais de solucao periddica dependem

do tempo inicial. Cada ponto da solucao no espaco de fase associa-se um vetor de
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Figura 5.10 - AV total considerando as condi¢des de contorno da Figura 5.9 com o tempo de transfe-
réncia igual a 0.6 unidades candnicas de tempo.

estado acrescido do instante em que o vetor é dado. Portanto, se o objetivo é atingir
um determinado ponto na o6rbita halo, o tempo de integragao, desde o momento
inicial (onde os trés primérios estao alinhados em y = 0) até o momento em que
trajetoria passa por este ponto, deve ser igual ao tempo de transferéncia. Ao impor
este vinculo, pode-se afirmar que trata-se de uma manobra de rendezvous, embora
nao haja outro veiculo no ponto final para realizar a manobra em si. A integracao

comeca em t = 0 com os trés priméarios alinhados sob o eixo z.

Devido a este vinculo temporal nas transferéncias, nao é possivel variar as condi-
¢oes finais (na dérbita halo) mantendo fixo o tempo de transferéncia, por esta razao
foram escolhidos alguns pontos na érbita halo vinculados ao tempo de transferéncia
desejado. O que se pode variar foi a condicao inicial, uma vez que a érbita de esta-
cionamento nao foi rigorosamente determinada, sob o argumento de que um satélite
nao passa muito tempo estacionado na orbita ao redor da Terra e por isto, a érbita

nao necessita ser periodica.

Lembrando que o objetivo final é comparar o impulso total dado nos dois modelos
dinamicos estudados, as condigoes de contorno devem ser equivalentes, ou seja, deve-
se considerar pontos similares nas érbitas halos, isto ¢ possivel, porque inicialmente
ja foram consideradas érbitas equivalentes. O tempo de transferéncia também tem
que ser o mesmo. A érbita de estacionamento utilizada foi a érbita 2 da Tabela 2.1

para ambos modelos.
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Figura 5.11 - Comparagdo entre o impluso total AV nos dois modelos dindmicos estudados, as inte-
gragoes foram realizadas considerando condi¢Ges de contorno equivalentes e intervalos de
tempo distintos, iniciando com At = 0.027113 a At = 2.11332.
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A Figura 5.11 mostra o resultado das simulacoes considerando 10 intervalos de tempo
distintos. De maneira geral, pode-se afirmar que a presenca do Sol contribuiu de
forma positiva no consumo total, pois propiciou transferéncias 9% mais econémicas
que as obtidas no modelo restrito de trés corpos. Nesses graficos, pode-se notar que
a curva do impulso total dentro do modelo quase bicircular prevalece abaixo da
curva dada no pro-blema restrito de trés corpos em todos os intervalos de tempo
considerados, exceto para o intervalo de tempo muito pequeno (ver primeiro grafico
da Figura 5.11).
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Conforme apresentado no primeiro capitulo, os principais objetivos deste trabalho
foram o estudo da dinamica ao redor dos pontos lagrangianos e de transferéncias

orbitais a vizinhanca desses pontos.

Nos Capitulos 2 e 3 foram apresentadas duas técnicas que permitiram o estudo na
vizinhanga dos pontos lagrangianos L; e Ly: a técnica semi-analitica de reducao a
variedade central e a técnica numérica de determinacao das variedades invariantes
instével /estavel. A reducao a variedade central permitiu determinar o espago de fase
ao redor dos pontos lagrangianos L; e Ly, onde vivem as Orbitas periddicas e quase
periddicas. A determinacao da variedade central foi precedida da forma normal, que
desacoplou as direcoes instavel da estavel através da série de Lie. Para a obtencao da
forma normal foi implementado um manipulador algébrico especialista que permitiu
efetuar os calculos envolvidos na expansao da hamiltoniana até a ordem 10, com
velocidade e precisao. A determinacao das variedades instavel e estavel das orbitas
peridédicas ao redor dos pontos lagrangianos foi um passo prévio aos objetivos do
capitulo seguinte, onde elas sao utilizadas para as transferéncias orbitais. Além disto
a técnica de continuacao de solugoes através de um parametro de arco teve de ser
introduzida para a aquisicao das condicoes iniciais de todas as orbitas da familia
de Liapunov, proporcionando mais liberdade de escolha da oOrbita, pois permitiu
percorrer toda a familia das érbitas de Liapunov. A andlise da estabilidade linear
da familia das orbitas planas de Liapunov de L; e L, também foi apresentada,

garantindo a continuidade do carater instavel das érbitas.

No Capitulo 4 aplicam-se as técnicas previamente desenvolvidas para a obtencao das
condigoes inciais das orbitas periddicas na variedade central. O objetivo principal
deste capitulo foi a determinacao de oOrbitas de transferéncia para a orbita lunar
seguindo os caminhos dinamicos naturais, isto é, seguindo as trajetérias guiadas
pelas variedades instaveis e estaveis das érbitas periddicas dos pontos lagrangianos.
Uma vez que estas variedades nao se aproximam do primario de maior massa, uma
trajetoria direta entre a Terra e a Lua é inviavel. Para contornar este problema, foi
aplicado uma superposicao de dois PRTC com um primario em comum: Terra-Sol e
Terra-Lua. Portanto, a particula partiu da vizinhanca da Terra, no modelo Terra-Sol,
seguindo uma trajetéria de nao transito até a seccao de Poincaré localizada no plano
passando pela Terra. Deste ponto em diante, desligou-se o Sol e conectou-se esta

trajetéria com uma trajetéria de transito no modelo Terra-Lua. O refino da trajetéria
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de transito foi realizado no modelo bicircular, onde considera o campo gravitacional
dos trés primarios Terra-Sol-Lua simultaneamente. As simulagbes considerando as
orbitas de Ly e Ly no sistema Terra-Sol foram feitas. No sistema Terra-Lua pode-se
considerar somente as orbitas da familia de Lo, pois, de acordo com a constante de
Jacobi, esta familia permite uma conexao entre as regioes de Hill interna e externa,
sendo necessaria na captura lunar, pois a particula segue uma orbita de transito
contida na regiao externa Hill, enquanto que a Lua encontra-se na regiao interna
de Hill. Simulagoes considerando a fase lunar também foram apresentadas. Como
esperado neste tipo de manobra, o impulso de velocidade foi baixo em relagao aos

impulsos necessarios por manobra convencional.

O Capitulo 5 apresenta as transferéncias orbitais para uma orbita halo da familia
de L; no sistema Terra-Lua. O método empregado neste capitulo é o método do
valor de contorno, ou seja, dados dois pontos, um inicial e outro final, e o tempo de
transferéncia, o método se encarrega de encontrar uma solugao dentro do modelo
dinamico levando em consideragao esses vinculos. Este método foi implementado em
dois modelos, no PRTC e no quase bicircular, onde pode-se comparar o impulso total
em ambos, evidenciando-se que o modelo quase bicircular proporcionou manobras

mais economicas que o PRTC.

H& algumas sugestoes para a continuacgao deste trabalho, principalmente ao que se
refere as transferéncias guiadas pelas variedades hiperbdlicas e ao acoplamento dos
modelos. A técnicas apresentadas para a determinacao das orbitas de transito e de
nao transito referentes as variedade instavel e estavel das 6rbitas de Liapunov podem
ser estendidas ao caso tridimensional, isto é, pode-se considerar as érbitas halo e as
orbitas de Lissajous. As trajetoérias de transferéncia adquiridas pelo acoplamento de
dois PRTC, sejam estas guiadas pelas variedades hiperbdlicas associadas as obitas
periddicas ou quase periddicas, podem ser refinadas em um modelo mais completo,
o qual consideraria todos os corpos do Sistema Solar. Também seria interessante

classificar o tipo de captura que a particula pode sofrer.

Um outro modelo interessante que serve como primeira aproximagcao ¢ o problema fo-
togravitacional restrito de trés corpos. Este problema, em sua forma mais completa,
considera a pressao de radiacao emitida pelos primarios - o que altera quantitati-
vamente os resultados. Geralmente, este modelo é aplicado aos sistemas bindarios
constituidos de estrelas jovens, as quais carregam disco de acres¢ao. A idéia é tra-

tar cada particula deste disco individualmente, ou seja, desprezando-se as iteracoes

150



mutuas. Com isto, determinam-se as linhas de fluxo que as particulas podem seguir
e uma eventual troca de matéria entre as estrelas. Além disto, em substituicao ao
PRTC, pode-se aplicar este modelo fotogravitacional ao estudo das transferéncias
guiadas pelas variedades hiperbdlicas. Mas, quando o problema envolve algum duo
de priméarios do Sistema Solar, é necessario simplifica-lo, pois, obviamente, somente

o Sol pode ser tratado como estrela.
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A MISSOES ESPACIAIS AOS PONTOS LAGRANGIANOS

Tabela A.1 - Missdes Espaciais aos Pontos Lagrangianos

Missoes Lagrangiano | Data Objetivo da Missao
ISEE-3 (NASA) Ly 1978 vento solar, raios cdsmicos
SOHO (ESA/NASA) Ly 1996 observatorio solar
ACE (NASA) Ly 1997 vento solar, particulas
MAP (NASA) L, 2001 radiagao césmica de fundo
Genesis (NASA) Ly e L 2001 composicao do vento solar
Triana* (NASA) Ly 2002 observacao da Terra
Nexus* (NASA) L, 2004 | teste tecnolégico para o NGST
FIRST (ESA) L, 2007 telescopio de infravermelho
Planck (ESA) L, 2007 radiagao césmica de fundo
NGST (NASA) L, 2009 telescopio espacial
GAIA (ESA) L, 2009 | estrutura galactica e astrometria
Constellation-X (NASA) L, 2011 astronomia de raios X
TPF (NASA) L, 2012 busca de sistemas planetarios
SAFIR (NASA) L, 2014 | observatorio de infravermelho

x nao foi lancado

ACRONIMOS: ISEE = International Sun-Earth Explorer/ SOHO = Solar Heli-
osphere Observatory/ ACE = Advanced Composition Explorer/ MAP = Microwave
Anisotropy Probe/ FIRST = Far Infrared Submillimeter Telescope/ NGST = Next
Generation Space Telescope/ GAIA = Global Astrometric Interferometer for As-
trophysics/ TPF = Terrestrial Planet Finder/ SAFIR = Single Aperture Far Infra-
Red Observatory

FONTE: "Os Novos Observatorios Espaciais” por Gerard Gémez e Teresa Stuchi.
Ciencia Hoje, v. 177, Novembro 2001

159






B TEOREMA DA VARIEDADE CENTRAL/ESTAVEL/INSTAVEL
B.1 Definicao

Uma variedade n-dimensional diferencidvel, M (ou uma variedade de classe C*), ¢
um espago métrico conectado com um conjunto aberto {U,}, isto é, M = |, U,

tal que:

(1) para todo «, U, é homeomoérfico para uma bola unitaria em R", B = {z €
R"| |z| < 1}, i. e., para todo « nele, existe um homeomorfismo de U, em B,
he : Uy, — B, e

(2) se Uy NUg # 0 e hy : Uy — B, hg : Us — B sao homeomorfismos, entao
ho(Uy NUg) e hg(U, N Ug) sao subconjuntos de R™ e o mapa

h=hgo hgl thg(Uy NU3) — ho(Uy NU3)

é diferencidvel (ou de classe C*) e para todo x € hg(U, N Ug), o determinante
Jacobiano det Dh(x) # 0. A variedade M ¢é dita ser analitica se os mapas h = hQOng1

sao analiticos.
B.2 Teorema da Variedade Central para Orbitas Periédicas

Seja f € C"(F) com r > 1 em que F é um conjunto aberto de R"™ que contém a

orbita periddica

do sistema
i = f(z) (B.1)

cujo periodo é T. Sejam ¢, o fluxo de & = f(z) e Y(t) = ¢¢(xo). Se k expoentes
caracteristicos possuirem a parte real negativa, j possuirem a parte real positiva e
m =n — k — j possuirem a parte real nula, entao existe um variedade central de T,
We(T), de classe C" que é invariante sob o fluxo ¢;. Além disso, W*(I"), W*(T'") e
We(T) se interseptam transversalmente em I, e, se a origem for transladada para o
ponto de equilibrio g, entao I'(t) = ¢;(0). Portanto W¢(I") é tangente ao subespago
central de I"; E¢(I"), no ponto 0 € .
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B.3 Teorema da Variedade Estavel/Instavel para Orbitas Periédicas

Seja f € C1(E) onde E é um conjunto aberto de R" contendo a drbita periédica
L:xz=~(t)

do Sistema (B.1) cujo periodo é T. Sejam ¢; o fluxo de B.1 e v(t) = ¢y(xg). Se k
expoentes dos expoentes caracteristicos de I'(f) possuirem parte real onde 0 < k <
n—1en—k— 1 expoentes possuirem a parte real positiva, entao exite um o > 0

tal que a variedade estavel de T,
S(T) = {x € Ns(xo)|d(¢y),T) — 0 comt — oo},

é uma variedade (k + 1)-dimensional diferencidvel e positivamente invariante sob o

fluxo ¢;. Analogamente, a variedade invariante instavel de I',
U(I') = {z € Ns(x¢)|d(¢,),I') = 0 com t — —oo},

é uma variedade (n — k)-dimensional diferencidvel e negativamente invariante sob o
fluxo ¢;. Além disso, as variedades estaveis e instaveis de I" se interseptam transver-

salmente em I'.
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