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RESUMO

Muitos problemas de otimizacao combinatéria podem ser modelados por meio de
um grafo especial denominado grafo de conflitos. Quando estes grafos apresentam-se
esparsos, bem adaptados para uma fase de particionamento, ou seja, quando apresentam
agrupamentos de vértices bem definidos (clusters), as arestas que conectam os clusters
podem ser relaxadas no sentido lagrangeano, e o problema relaxado pode ser decomposto
e resolvido. Essa é a idéia da relaxacao lagrangeana com clusters (LagClus) proposta
neste trabalho. A vantagem desta relaxacao reside no fato de que os subproblemas
gerados apresentam estruturas semelhantes as do problema original, consequentemente,
os limitantes duais obtidos sao melhores que os de uma relaxagao lagrangeana tradicional
sobre todas as arestas do grafo de conflitos. A LagClus foi aplicada com éxito a Problemas
como o da Rotulagao Cartografica de Pontos (PRCP), do Carregamento de Paletes do
Produtor (PCPP), da Estivagem de Unidades de Celulose (PEUC) e da Programagao
Didria de Imagens de um Satélite de Observagao (PPDISO). Por outro lado, a
decomposicao do grafo de conflitos permite com que o problema seja modelado segundo a
decomposi¢ao Dantzig-Wolfe, em que o Problema Mestre Restrito (PMR) é formado pelas
restrigoes de acoplamento (restrigdes de conexao dos clusters) e o subproblema gerador
de colunas, pelos clusters definidos no particionamento. Resultados computacionais
comprovam a equivaléncia entre a LagClus e essa decomposi¢ao. Seguindo a linha dos
modelos matemadticos, este trabalho ainda apresenta novas formulagoes matematicas
para o PRCP, PEUC e PPDISO que foram baseadas na teoria de cortes. Resultados
computacionais, principalmente para o PPDISO, mostram que a insercao de cortes
adequados leva a formulagoes mais fortes que em um tempo computacional reduzido,
permitem encontrar a solucao 6tima de varias instancias presentes na literatura. !

!Este trabalho conta com apoio financeiro do CNPq e Programa ADONET-An European Network
in Algorithmic Discrete Optimization, contrato MRTN-CT-2003-504438






LAGRANGEAN RELAXATION WITH CLUSTERS FOR SOME
OPTIMIZATION PROBLEMS MODELED BY CONFLICT GRAPHS

ABSTRACT

Several combinatorial optimization problems can be modeled by a special graph denoted
conflict graph. When these graphs are sparse well-adapted for a previous clustering phase,
i.e, when they have clusters of vertices, the edges inter clusters can be relaxed in a
lagrangean fashion, and the relaxed problem can be decomposed into sub problems and
solved. This is the idea of the lagrangean relaxation with clusters (LagClus). The sub
problems have similar structure of the original problem. Therefore the dual bounds are
better than the traditional lagrangean relaxation over all edges of the conflict graph.
This is the main advantage of the LagClus. We applied the LagClus over different
problems present in the literature: Point-Feature Cartographic Label Placement Problem
(PFCLP), Manufacturer’s Pallet Loading Problem (MPLP), Woodpulp Stowage Problem
(WSP) and Daily Photograph Scheduling Problem of an Earth Observation Satellite
(DPSPEO). The decomposition of the conflict graph allows us to model the problem
using the Dantzig-Wolfe decomposition, where the Restricted Master Problem (RMP) is
defined by coupling constraints (all edges connecting the clusters) and the sub problem
by the clusters obtained in the partitioning phase. Computational results show the
equivalence between LagClus and this decomposition. This work also presents new
mathematical formulations for three problems: PFCLP, WSP and DPSPEOQO. All these
formulation are based on cutting theory. Computational tests, mainly for DPSPEQO, show
that when we insert interesting cuts generating new formulations, the optimal solutions
can be found very quickly. 2

2This work was suported by CNPq and ADONET Program-An European Network in Algorithmic
Discrete Optimization, contract MRTN-CT-2003-504438
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Muitos problemas empresariais requerem solugoes baseadas em decisoes discretas como,
por exemplo, construir ou nao um novo centro de distribuicao, visitar o porto A ao invés
do B ou realizar a seqiiéncia 1 ao invés da 2. Entretanto, essas decisoes normalmente
estao associadas a algum tipo de avaliacao que na maioria das vezes é monetaria, por
exemplo, “Dado um conjunto de 10 locais candidatos que podem receber um centro de
distribuicao, qual deles é o que apresenta o menor custo de instalagao para um dado

nivel de servigo?”.

Assim, dependendo do numero de solugoes discretas, um tomador de decistes pode
enumera-las manualmente e definir aquela que melhor atende aos objetivos da empresa.
Porém, quando o niimero de decisoes discretas é muito grande, o nimero de combinacoes
pode crescer rapidamente e talvez inviabilizar um processo manual de solugao (Parker e

Rardin, 1988).

O estudo dessas combinagoes em um problema de otimizacao discreta é o foco da
Otimizacao Combinatéria (OC) que, na sua forma geral, tem como objetivo maximizar
(ou minimizar) uma fungao sujeita a restrigdes. Na literatura existem véarios problemas
de OC amplamente estudados como o problema do caixeiro viajante, o da mochila e de

localizacao de facilidades, que ainda apresentam-se desafiadores.

Devido as dificuldades intrinsecas encontradas em muitos problemas de OC, muitas
técnicas de solucao vém sendo aprimoradas ou desenvolvidas, englobando desde modelos
matematicos mais ajustados, passando por relaxacoes, até métodos de decomposicao bem

fundamentados teoricamente (Wolsey, 1998).

No campo dos modelos matematicos, técnicas véem sendo estudadas para criar ou
fortalecer as formulagoes. Fortalecer aqui se refere ao estudo de novas restrigoes que
eliminam certas solugoes nao factiveis como as desigualdades de Chvatal-Gomory (Veja
Wolsey (1998)). Com relagdo as relaxagdes, as mais utilizadas sdo a relaxagdo de
programagao linear, Lagrangeana, Surrogate e Lagrangeana/Surrogate (Narciso e Lorena,
1999). Dentre estas, destaca-se a relaxagao Lagrangeana por ter intimeras aplicagoes na

literatura.

As solucgoes das relaxacoes fornecem limitantes que podem ser utilizados para verificar a
qualidade de uma solucao factivel. Esses limitantes permitem garantir, em alguns casos,

se uma solugao factivel é ou nao a melhor solugao para o problema em questao (solugao
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6tima).

Sob o foco de decomposicao, varios métodos vém sendo estudados como, por exemplo,
Algoritmos de Geragao de Colunas (AGC), Algoritmos de Branch-and-Cut e Algoritmos
de Branch-and-Price. Esses algoritmos aproveitam alguma informacao do problema

original para decompd-lo em problemas independentes.
1.1 Representacao em Grafos

Decisoes discretas, por exemplo, do tipo “Sim ou Nao”, podem ser representadas por
variaveis bindrias que assumem o valor 1 indicando o estado “Sim” e 0, caso contrario.
Essa representacao permite com que problemas de OC eventualmente sejam definidos

através de grafos, facilitando o entendimento e o desenvolvimento de técnicas de solucao.

Nesses grafos cada aresta representa uma relagao légica entre variaveis (vértices do grafo).
Dependendo da aplicagao, arestas podem ou nao ter direcao, pode ser permitido que
arestas liguem um vértice a ele préprio e vértices e/ou arestas podem ter um valor
numeérico associado (peso). Uma aresta entre dois vértices ¢ e j pode indicar, por exemplo,
que as respectivas variaveis de decisao nao podem aparecer simultaneamente na solucao

6tima do problema e nesse caso, tem-se um grafo de conflitos.

Ao representar um problema de OC por meio de um grafo, agrupamentos (clusters) de
vértices podem surgir explicitamente. Esses clusters indicam que as suas variaveis estao

mais fortemente relacionadas entre si.

Sendo assim, se as arestas que mantém esses clusters conectados forem removidas, cada
um deles pode ser considerado independente e resolvido por algum aplicativo comercial.
Essa estratégia, baseada no principio de “dividir para conquistar”, nao garante resolver
o problema original, mas pode produzir um limitante interessante, pois se trata de uma

relaxacao.
1.2 Motivacao

Atualmente, existem varios aplicativos comerciais que utilizam as melhores técnicas
presentes na literatura para a resolugao de problemas de OC. Esses aplicativos resolvem
problemas de pequeno a grande porte em um tempo computacional aceitavel, porém,
mesmo com o avanco tecnolégico obtido nos ultimos anos, muitos problemas praticos

ainda nao sao otimamente resolvidos.

Alguns problemas praticos possuem milhares de varidveis e restrigoes, o que inviabiliza
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muitos métodos de solucao. Por outro lado, como visto na Secao 1.1, quando se é
considerado o grafo induzido pelo problema, pode-se pensar em usar a estratégia de

“dividir para conquistar”.

Essa estratégia pode ser explorada em uma relaxacao ou até mesmo em um método
de decomposicao. Além disso, a representacao em grafo permite estudar técnicas de
fortalecimento como as cliques usadas em problemas de empacotamento de nés (Node
Packing) (Nemhauser e Sigismondi, 1992), para obter formulagoes que potencialmente

fornecem limitantes melhores.

A caréncia de métodos eficientes para a solucao desses problemas desafiadores e a propria
falta de estratégias para gerar bons limitantes que permitam avaliar uma solucao factivel,

constituem a principal motivagao deste trabalho.
1.3 Objetivos e Contribuicoes

Esta tese tem como objetivo apresentar contribuigoes relacionadas a problemas de
otimizacao combinatoria modelados em grafos de conflitos. Essas contribuicoes estao

divididas em trés grandes areas:

1¢ Modelos Matematicos. Sao apresentadas algumas novas formulagoes para o
Problema da Rotulacao Cartografica de Pontos (PRCP) (Hirsh, 1982;
Zoraster, 1990), para o Problema da Estivagem de Unidades de Celulose
(PEUC) (Ribeiro e Lorena, 2006d) e para o Problema da Programacao Didria
de Tmagens de um Satélite de Observagao (PPDISO) (Bensana et al., 1999).

2% Relaxacao Lagrangeana com Clusters. E apresentada uma nova relaxacao
Lagrangeana, denominada relaxacao Lagrangeana com Clusters (LagClus),
que é baseada na decomposi¢ao do problema original (grafo) em clusters
(subproblemas). A LagClus foi aplicada com sucesso em alguns problemas de
OC sendo eles: PRCP, o Problema de Carregamento de Paletes de Produtor
(PCPP) (Hodgson, 1982; Dowsland, 1987b), PEUC e PPDISO.

3% Geracao de Colunas. Considerando a LagClus e sua estratégia de decomposigao,
esta tese ainda apresenta um Algoritmo de Geragao de Colunas (AGC) que
utiliza os clusters (subproblemas) para gerar novas colunas para um Problema
Mestre Restrito (PMR). O AGC foi também aplicado com sucesso no PRCP

e PCPP, se mostrando mais eficiente que a LagClus.
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1.4 Organizacao da Tese

Esta tese estd organizada em sete capitulos, sendo este o primeiro. No Capitulo 2 sao
inicialmente apresentados os conceitos basicos sobre grafo de conflitos, particionamento
de grafos, relaxacao Lagrangeana e Geracao de Colunas. Em seguida, no Capitulo 3
¢é apresentada a LagClus e o AGC aplicados a um Problema de Méaximo Conjunto
Independente de Vértices (PMCIV).

No Capitulo 4 sao apresentadas contribuicoes para o PRCP: dois novos modelos
matematicos e os resultados da LagClus e do AGC sobre instancias do PRCP. Tanto a
LagClus quanto o AGC encontraram as solugoes 6timas de vérias instancias, superando

os resultados até entao obtidos na literatura.

O Capitulo 5 apresenta os resultados da LagClus e do AGC sobre instancias do PCPP.
Os resultados computacionais mostram que a LagClus e o AGC sao métodos fortes
de solucao, fornecendo as solucoes 6timas de varias instancias consideradas dificeis na

literatura.

Ainda no Capitulo 5 é apresentado o PEUC que aparece frequentemente nos portos
brasileiros. Como serd mostrado, devido as restricoes operacionais, o PEUC pode ser
considerado como sendo um PCPP, porém em escala maior. Neste caso, a LagClus foi
utilizada em instancias reais obtidas nos portos brasileiros e os seus resultados foram
melhores que os usados na pratica, proporcionando um aumento no niimero de unidades

de celulose estivadas e, consequentemente, uma redugao nos custos logisticos.

No Capitulo 6 sao apresentados os experimentos computacionais com a LagClus para
o PPDISO considerando instancias do satélite SPOT 5 (http://spot5.cnes.fr).
Esse problema nao apresenta um grafo de conflitos bem definido e mesmo assim a
LagClus forneceu bons resultados. Ainda nesse capitulo, sao propostas varias formulagoes
matematicas para o PPDISO que permitem encontrar as solugoes 6timas de instancias
propostas na literatura que até entao eram desconhecidas. Essas formulagoes sao baseadas

na teoria de cortes.

Por dltimo, no Capitulo 7 encontra-se um sumario das principais contribuicoes e

conclusoes, seguidas de sugestoes para futuras pesquisas.
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CAPITULO 2
FUNDAMENTACAO TEORICA

O presente capitulo tem como objetivo apresentar os principais conceitos utilizados neste
trabalho relacionados a relaxagao lagrangeana, método de geracao de colunas, teoria de

planos de corte, grafos e particionamento de grafos.

Inicialmente, sao apresentados conceitos gerais sobre relaxacao que dao suporte a
relaxacao lagrangeana. Em seguida, as teorias do método de geragao de colunas e de
planos de corte sao mostradas. Por ltimo, sao apresentados os conceitos de grafos e as

técnicas de particionamento de grafos.

Todos esses conceitos formam a base da relaxagao lagrangeana com clusters (LagClus) e

do Algoritmo de Geragao de Colunas (AGC), que serao apresentados no préximo capitulo.
2.1 Conceitos Sobre Relaxagao

Toda a teoria aqui apresentada foi adaptada dos trabalhos de Parker e Rardin (1988),
Wolsey (1998) e Guignard (2003).

Considere o seguinte problema:

v(P) = Max cx (2.1)
(P) Sujeito a:
Az <b (2.2)
Dz <d (2.3)
LS (2.4)

Nesse problema a funcao objetivo 2.1 deve ser maximizada, satisfazendo as restri¢oes
2.2-2.4. Suponha agora que P é um problema “dificil” de ser resolvido devido ao conjunto
de restrigoes 2.3, de tal maneira que, se esse conjunto for removido, o problema resultante
(2.1-2.2, 2.4) é de “facil” resolugao.

De maneira geral, a relaxagao de um problema tem como finalidade torna-lo mais “facil”
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de ser resolvido. Porém, ao se resolver um problema relaxado, nao existem garantias de
que a solucao relaxada seja uma solucao vidvel para o problema original. Uma solucao é

viavel para um problema se satisfaz todas as suas restricoes.

A solugdo de um problema relaxado gera um limitante para a solucao étima z* do
problema original que, se for de minimizac¢ao (maximizacao), o valor da func¢ao objetivo
do problema relaxado fornece um limitante inferior (superior) para a solugao 6tima do

problema em questao.

De acordo com Parker e Rardin (1988) e Wolsey (1998), define-se como relaxagao de um

problema de maximizacao P, um problema RP tal que:

a. Cada solugao viavel de P também é uma solucao viavel de RP;

b. O wvalor da funcao objetivo do problema P, avaliada para qualquer ponto x

viavel, é menor ou igual a funcao objetivo de RP para o mesmo ponto z.

A afirmacao b) pode ser alterada para contemplar um problema de minimizacao. Neste

caso, se P for um problema de minimizacao:

c. O valor da funcao objetivo do problema P, avaliada para qualquer ponto x

viavel, é maior ou igual a fungao objetivo de RP para o mesmo ponto x.

Lema 2.1.1 Seja P como definido em 2.1-2.} e RP uma relaxacao de P. FEntao
v(RP) > v(P).

Prova: Qualquer ponto x viavel em P é vidavel também em RP. Assim, se P nao é viavel
(v(P) = —00) a desigualdade acima (v(RP) > v(P)) se mantém. Se v(P) ¢é ilimitado
(v(P) = 400), entao v(RP) também §é ilimitado. Se v(P) tem um étimo e este Gtimo é
finito, o valor da funcao objetivo de P, o qual é menor ou igual a funcao objetivo de RP,
fornece um limitante inferior a v(RP) pois a solugao étima de P é uma solugao vidvel
em RP.

Lema 2.1.2 Seja P como definido em 2.1-2.4 ¢ RP uma relazacao de P tal que rx seja

a funcao objetivo de RP. Se x* € a solugao otima de RP, é vidvel em P e cx* = rx*,

entao x* € a solucao otima de P.

Prova: Uma solucao z* que satisfaca as hipdteses do Lema 2.1.2 é, por hipdtese, uma
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solucdo viavel em P. Isto implica dizer que cx* < v(P). Entao, considerando o Lema

2.1.1, re* = v(RP) > v(P) > cx* = rz*. Segue entdo que z* é uma solucao 6tima de P.

Considere novamente o problema P (2.1-2.4). Se o dominio z for alterado de tal maneira
que x; € R para todo 7, entdo, tem-se uma relaxagdo de programacao linear (PL) do

problema P.

Lema 2.1.3 Seja PL a relazacao de programacao linear de P. As seguintes relagoes

entre P e PL sao vdlidas:

a. v(P)<wv(PL);

b. Se a solucdo xpy, do problema PL for tal que cada componente € nao-negativa

e inteira, entao xpr € também solucao de P.

Este Lema pode ser provado utilizando os Lemas 2.1.1 e 2.1.2.
2.2 Relaxacao Lagrangeana

Considerando novamente o problema P como definido em 2.1-2.4, ao se remover as
restricoes 2.3, o problema relaxado resultante fornece um limitante superior para P,
porém este limitante pode ser muito superior a solugao 6tima v(P). Por outro lado,
pode-se tentar reduzir esse limitante superior de tal maneira que este caminhe em dire¢ao

a v(P). Essa é a idéia da relaxagdo Lagrangeana.

A utilizacao da relaxacao lagrangeana cresceu a partir dos trabalhos de Held e Karp
(1970) e Held e Karp (1971) que a usaram para obter um limitante inferior para o
problema do caixeiro viajante. Desde entao, esse método vem sendo aplicado em diversos

problemas.
2.2.1 Forma Geral e Dual Lagrangeano
Considere agora o problema P de forma mais geral:
v(P) = Max cx (2.5)

(P) Sujeito a:



reX={xeZ] Az < b} (2.7)

O problema P acima também é conhecido como problema primal.

Para qualquer valor de A = (Ay,..., \;,) > 0, o problema abaixo é uma relaxacao de P.
v(L\P) = Mazx cx+ Nd— Dx) (2.8)
(L\P) Sujeito a 2.7.

Note que no problema relaxado LyP as restricoes complicadoras aparecem na funcao
objetivo como um termo de penalidade A(d — Dx). Neste caso, A sdo os multiplicadores
lagrangeanos associados as restricoes Dz < d. Assim, o problema L),P é uma relaxacao

lagrangeana de P com parametro \.

Como mostrado acima, se LyP é uma relaxacdo de P, entdo v(LyP) é um limitante
superior de v(P). Para encontrar o melhor limitante superior, ou seja, o menor possivel,
sobre uma infinidade de valores possiveis para A, deve-se resolver o problema Dual

Lagrangeano (DL):

v(DL) = Min v(L)\P) (2.9)

(DL) Sujeito a:
A>0 (2.10)
Por outro lado, quando as m restrigoes a serem dualizadas sao restricoes de igualdade,

da seguinte maneira Dx = d, os correspondentes multiplicadores lagrangeanos devem ser
irrestritos (A € R™), e o dual lagrangeano fica assim definido: v(DL) = Minyv(L)P).

A resolugao da relaxacao lagrangeana L,P pode levar a solugao 6tima do problema

original P como mostra a Proposicao 2.2.1.
Proposicao 2.2.1 Se A >0,

a) x(\)é€ uma solugdo otima de LyP,
b) Dz(\) <d, e ainda
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c) (Dz(X)), =d; sempre que \; > 0,

entao x(\) € a solugdo étima de P.

Prova: De (a) v(DL) < v(LyP) = cx(A) +A(d— Dz())). De (¢) cx(X)+A(d— Dx(X)
cx(A). De (b) z(\) é vidvel em P, entao cx(A) < v(P). Assim v(DL) < cz(A) + A(d —
Dz(N)) = cx(A) < v(P). Mas como v(DL) > v(P), a igualdade entre v(DL) e v(P) se

faz necesséaria e assim, () é a solugdo 6tima de P.

Note também que se as restricoes dualizadas forem restricoes de igualdade, a condicao
(c) é automaticamente satisfeita, e uma solugao 6tima de LyP é também 6tima em P se

ela for vidvel em P.
2.2.2 Algoritmo de Subgradientes

Pela Proposicao 2.2.1, pode-se tentar encontrar a solucao étima através da relaxacao
lagrangeana para um problema P. Porém, existe a necessidade de se escolher os
multiplicadores lagrangeanos A > 0 e resolver o dual lagrangeano nao é uma tarefa
simples, pois para cada valor de A deve-se resolver uma relaxacao lagrangeana L,P.
Entretanto, LyP em funcao do multiplicador lagrangeano \, apresenta a propriedade de

ser convexa e linear por partes.

Sendo assim, utiliza-se normalmente o conceito de subgradientes para aproximar, no
sentido lagrangeano, as solugoes de um problema relaxado a solugdo 6tima (Parker
e Rardin, 1988). A Figura 2.1 descreve os passos necessarios para o algoritmo de

subgradientes proposto por Parker e Rardin (1988).

Dois detalhes sao importantes sobre o algoritmo de subgradientes. Primeiro, pode-se

k¥ ¢ mantido no passo 2. Isso é necessario porque

observar que o valor da melhor solucao v
os passos do algoritmo de subgradientes nao garantem melhorias em Ly P. O outro detalhe
diz respeito ao tamanho do passo 7, que deve respeitar as condicoes descritas no passo
3 para que haja convergéncia. Parker e Rardin (1988) apresentam um exemplo e provam

que essas condic¢oes sao suficientes para garantir a convergéncia do método.

Na literatura existem varios trabalhos sobre relaxacao lagrangeana. Uma boa revisao
pode ser obtida em Shapiro (1974), Wolsey (1998), Parker e Rardin (1988) e Guignard
(2003). O trabalho de Guignard (2003) mostra varios resultados intrigantes e questoes a

serem estudadas.
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I nicializacdo. Faca A'>0, k1, vK—+w
Rel axacdo Lagrangeana.
Resol ver L,P. Se (d-Dx*)=0 e A(d-Dx¥)=0,
pare pois xX resolve o problema prinal
P e v(L,P)=v(DL)=v(P)
Passo 2: Cuardar nel hor sol ugéo.
Se vk > v(L,P)=cx*+A*(d-Dx*), faga vk
~v(L,P). Caso contrario faca vk—vk1i
Passo 3: Cal cul ar passo do subgradi ente.
Ache um novo ponto
A= Qk+ 7 (d- DxK) / ||d- Dx¥||, sendo 7 o
tamanho do passo que satisfaz as
segui ntes condi ¢bes:
1) m>0 para todo k;

Passo
Passo

=e

2) limmg =0

k — 00

3) iﬂk = +oo
k=1

Passo 4: Projecéo.
Projete o novo val or A1 fazendo:

K Mado, 44} .

Faca k ~k+1 e volte ao passo 1.

FIGURA 2.1 — Algoritmo de Subgradientes segundo Parker e Rardin (1988).
2.3 Decomposicao Dantzig-Wolfe

Considere um problema (P){v(P) = Maz cx:z € X} tal que a regido factivel X pode
ser escrita como uma intersecao de dois ou mais conjuntos com a seguinte estrutura
X = ﬂszl X% para algum K > 1. Desta maneira, suponha um problema P com a

seguinte representacao:

K
v(P) = Max chxk (2.11)
k=1
(P) Sujeito a:
+At +A%? . 4 AKE < p (2.12)
+D1$1 S d1
+D?%z? < d
- (2.13)
<
+DFzX < dg
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ez atez .. aFeZix (2.14)

tal que os conjuntos X* = {xk € 7 DFzb < dk} sao independentes para k = 1,.., K

e somente o conjunto de restrigoes 2.12 conecta os diferentes conjuntos de restrigoes.

Considerando P descrito anteriormente e a relaxacao lagrangeana apresentada na Secao

2.2, note que ao relaxar 2.12, o problema relaxado L)P pode ser decomposto em K
K

subproblemas (L P) {U(L,\P) =Y Maz ((" — AAF)z" : 2P € XF) + )\b}, uma vez que
k=1

as restricoes restantes sao independentes entre si.

Problemas que apresentam as caracteristicas do problema P, ou seja, formados por blocos
de restrigdes independentes (ex: restrigdes 2.13) e por um tinico bloco de acoplamento (ex:
restrigoes 2.12), podem ser explorados de uma outra maneira, aplicando a decomposigao
Dantzig-Wolfe (Dantzig e Wolfe, 1960).

Considerando que cada conjunto X* = {xk € Z : Dah < dk} possui finito conjunto
Tk

t=1
combinacao linear convexa de seus pontos extremos. Sendo assim, X* pode ser reescrito

T}, de pontos extremos {a:’”} cada ponto do conjunto X* pode ser escrito como uma

Ccomao:

T Ty
Xk = {xk € R™ ab = "agpa™,y oy =1k € (0,1t =1, K} (2.15)
t=1 t=1

Agora usando a definicao de X* descrita em 2.15, o problema P pode ser assim definido:

K T

v(P) =" (Fab!) gy (2.16)
k=1 t=1

(P) Sujeito a:

K Ty

Z (AFa*") agy < b (2.17)

k=1 t=1

Tk

g =1 Vk=1,..K (2.18)

t=
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ap, €[0,1] Ve=1,... Ty k=1,. K (2.19)

Assim, o problema de encontrar solucdes vidveis (extremos) para X* é chamado de
subproblema e o problema 2.16-2.19 é denominado de Problema Mestre (PM). Esses

dois problemas definem a Decomposicao de Dantzig-Wolfe.

2.3.1 O Método de Geragao de Colunas na Decomposicao Dantzig-Wolfe

Ak:
Considerando o problema mestre 2.16-2.19 (PMp, ), seja ( . ’ ) uma coluna para cada

r € X*. Sejam ainda {7}, as varidveis duais associadas as m restri¢oes de acoplamento

2.17 e {u; H-_, as varidveis duais associadas as restrigoes de convexidade 2.18.

O problema mestre requer que todos os pontos extremos de X* sejam definidos, porém
em geral, o nimero de pontos extremos é muito grande e encontra-los inviabiliza o uso
direto do problema mestre. Sendo assim, muito frequentemente opta-se por trabalhar
com um subconjunto de pontos extremos (Barnhart et al., 1998), e em seguida, geram-se

novos pontos extremos de maneira sistematica como mostrado abaixo no Algoritmo de

Geragao de Colunas (AGC).

Seja X*! C X* um subconjunto que representa | pontos extremos de X*. O problema
mestre 2.16-2.19 quando considera apenas um subconjunto de pontos extremos X*! para

cada k, passa a ser denominado Problema Mestre Restrito (PMRpy).

Com isso, o PMR pode ser assim generalizado:

(PMRpL) Sujeito a:
Aa <b (2.21)
a>0 (2.22)
~ b _ .
sendo b = ok A uma  matriz gerada  conforme o
nimero de colunas disponiveis descrita da seguinte maneira
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Alght AN A2l AT AKGKD AR KTk

a os correspondentes custos e variaveis.

Ao resolver o PMRpy, obtém-se uma solugao 6tima &* do problema e uma solugao
6tima do dual (7, ) € R™ x RE. Qualquer solugao vidvel do PMRpy, é vidvel para

PMp,. Em particular, se &@* é uma solucao viavel de PMRp, entdo 0(PM Rpp) = ¢a* =

m K
domibi 4+ > e < v(PMpr) (Wolsey, 1998).
=1 k=1

Com o objetivo de inserir novas colunas que melhorem a funcao objetivo do PMRpy,
o subproblema passa a ser denominado de subproblema gerador de colunas, pois as
variaveis, obtidas através da sua resolucao, constituirao novas colunas para o PMRpy,.

O subproblema pode ser assim definido:

v(()f = Maz {(* —7A")z —py :x e XF}VE=1,.. | K (2.23)

Desta forma, o subproblema torna-se um problema de custo reduzido ou problema

pricing.

Considere ¢, = v(¢)*. Se ¢, > 0 para algum k, a solucdao correspondente 3 solucao
Ak gk

6tima 2% do subproblema tem um custo reduzido positivo e a coluna ) deve ser

inserida no PMRp;, e 0 novo PMR deve ser novamente resolvido.
2.3.2 Algoritmo Basico de Geracao de Colunas

Considerando o subproblema, tem-se que ¢, > (cF — 7 A*¥)x — y;, para todo x € X*. Isto
implica em (¥ — 7A¥)z — py, — ¢ < 0 para todo x € X*. Assim, sendo ¢ = ((y, ..., (x ),

tem-se que (7, 1+ ¢) é um dual vidvel para o PMp,. Portanto:

v(PMpy) < 7b+ Y (i + ) (2.24)
k=1

A rela¢do acima, leva diretamente ao Algoritmo de Geragao de Colunas (AGC) que
termina quando (, = 0 para todo & = 1,..., K. A Figura 2.2 apresenta um esquema

basico do AGC.
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Admitindo-se que sao evitadas a degeneracao do subproblema e as solugoes ciclicas no
problema mestre, o algoritmo converge em um numero finito de iteragoes, pois consiste
no algoritmo Simplex Revisado com a inclusao dos custos reduzidos dados pela resolucao

do subproblema.

Passo 0: Inicializagéo.
Det erm ne um conj unto vi avel inicial
de colunas para o PMR
Faca i ~1

Passo 1: Resolva o PMRy.

Passo 2: Resolva o subproblema gerador de
col unas.
Com os valores duais (1 ) do PVRy
obtidos no Passo 2, atualize e resolva
0 subprobl ena.

Passo 3: Adicione colunas no PVMRy.
Adi ci one as novas col unas com custo
reduzi do positivo no PMRy, faga i «i+1
e volte ao Passo 1.

Se ndo existirem novas col unas pare
pois a solugdo é 6tima.

FIGURA 2.2 — Algoritmo basico de Geracao de Colunas.

Para uma boa revisao sobre Geracao de Colunas bem como aplicacoes, veja Wolsey
(1998), Barnhart et al. (1998), Desrosiers e Liibbecke (2005), Carvalho (2005), Pereira
et al. (2007) e Senne et al. (2007).

2.4 Planos de Corte

Nesta secao sao apresentados os conceitos basicos sobre os métodos de planos de
corte. Esses métodos foram inicialmente introduzidos por Gomory (1958) para resolver
problemas de programacao linear inteira. Eles se baseiam na seguinte idéia: comeca-se
com uma solucao relaxada de PL de um problema P, depois, de maneira sistematica,
enquanto a solucao 6tima nao for inteira, procura-se elimina-la acrescentando-se novas

desigualdades (restrigdes), conhecidas como planos de corte, ao problema linear corrente.

Os planos de corte podem ajudar a fortalecer uma formulacao, de tal maneira que
solucoes inteiras sejam obtidas. Porém, definir os cortes mais importantes é uma tarefa
complicada. Por outro lado, dadas duas formulacoes diferentes F'! e F? de um problema
P, é possivel responder a seguinte pergunta: qual destas formulagoes é a mais eficiente?
Isto é, qual delas encontra a solugao 6tima em um menor tempo? A resposta esta na

definicao do Poliedro do problema que é definido pelas restrigoes de P.
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2.4.1 Poliedros

Considere  a  seguinte formulacio de um  problema (P) dada por
{U(P) = Max (cm :Dx <d,x € Zﬁ)} O poliedro P do problema P é um subconjunto
de R™ descrito por um conjunto finito de restrigoes lineares P= {x € R" : Dx < d}. Um
poliedro P definido por uma matriz D e por um vetor d é denotado por P(D,d). Se P
é um poliedro limitado, ou seja, existe a € R tal que todo ponto x €P satisfaz ||z|| < a,

entao P ¢é chamado politopo.

Sea € R"\0 e « € R, entdo o poliedro {x € R" : ax < a} é chamado semi-espago. Um
conjunto de pontos que divide o espago em dois semi-espagos, ou seja, um conjunto da
forma {x € R" : ax = a}, em que a é nao nulo, é chamado de hiperplano. Um conjunto

vazio é um poliedro, assim como o espago R".

Observando que cada uma das linhas da matriz D juntamente com a correspondente
entrada do vetor d define um semi-espago, segue imediatamente que P(D,d) é a

interseccao de um numero finito de semi-espacos.

Por exemplo, na Figura 2.3 a regido mais escura corresponde ao poliedro P(D,d) onde

-1 1 2
-1 -1 -2
D — 7e d:
1 0 4
0 1 4

Pol i edr o

KN
3 4
-

N\

e
FIGURA 2.3 — Exemplo de um poliedro no ".

Nem sempre os poliedros surgem na forma de um sistema de inequacoes. Entretanto,
¢ possivel mostrar que sistemas constituidos por equagoes e inequacoes podem ser

transformados em sistemas equivalentes somente constituidos de inequacoes.
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2.4.2 Formulagao “Ideal”

Como mostrado por Wolsey (1998), suponha que para um mesmo problema inteiro P
existem trés formulacoes diferentes F'!, F? e F3. Qual delas é a melhor formulacao para

P? A reposta pode ser obtida geometricamente.

Considere que os poliedros mostrados na Figura 2.4 sao os das formulacoes F', F? e F3.
Nesse caso, a formulacao F? ¢ a ideal porque se a sua relaxacao de PL for resolvida, a
solucao 6tima sera um dos extremos do poliedro P? e como todos sao inteiros, o problema

P esté resolvido. Veja novamente Lemas 2.1.2 e 2.1.3.

X1
FIGURA 2.4 — Poliedros das formulacoes F', F? e F3.

Agora a seguinte definicao pode ser apresentada.

Definicao 2.4.1 Dado um conjunto X C R" e duas formulacoes F' e F? para um
mesmo problema P, e sejam P! e P? os poliedros relativos as formulacoes F' e F?,

respectivamente. F' é uma formulacao melhor que F? se P* CP? e P' #£P2.

Considere novamente um problema (P) {v(P) = Maz (cz : Dz < d,x € Z%)}.

Definicao 2.4.2 Dado um conjunto X C R", a envoltoria convexa
de X  representada  por Conv(X), € definida como: conv(X) =
t t
;'Y a; =10, >0 para i=1,...t
i=1 z:zl b (Wolsey, 1998).
onde '€ X para i=1,..,t

r . T =

Proposicao 2.4.3 Conv(X) € um Poliedro.
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Proposicao 2.4.4 Os pontos extremos da Conv(X) estao em X.

As provas das proposigoes 2.4.3 e 2.4.4 nao sao aqui apresentadas. Para demais detalhes,
ver Parker e Rardin (1988) e Ferreira e Wakabayashi (1996).

As duas proposicoes acima, permitem substituir P pelo equivalente problema de
programagao linear: (Ppr){v(Ppr) = Maz (cx : x € Conv(X))}. Isso também ¢é vélido

para problemas mistos (com varidveis inteiras e reais).

O problema da equivaléncia mostrada acima ¢é enumerar todas as inequacoes
necessdrias para descrever C'onv(X). Normalmente o niimero dessas inequagoes é enorme
inviabilizando o processo (Wolsey, 1998), porém dado uma instancia de um problema, é

possivel obter inequagoes vélidas que aproximam a C'onv(X) para a dada instancia.

Definicao 2.4.5 Uma desigualdade 7z < m, © € R", € uma inequagao vdlida para
X CR" se mx < my para todo v € X.

Se X ={zxe€Z": Dz <d} e Conv(X) = {x eR": Dz < CZ}, as restrigoes D'z < d; e
Dix < d; sdo inequagaes validas para X.

2.4.3 Algumas Desigualdades Validas

Para Problemas Lineares

Dado um poliedro P= {z : Dx < d,z > 0}, uma desigualdade 7z < 7, é vélida para P

se algumas condicoes forem satisfeitas.
Proposicao 2.4.6 7x < my ¢ vdlida para P# () se, e somente se

a) existeu>0ev >0 tal que uD —v=m e ud <y, ou

b) existe u >0 tal que uD > e ud < .
Prova: De (b), se existe u > 0 tal que uD > 7 e ud < mp, entdao para qualquer = €P,
Dr <d<suDr <ud<<s mr <uDr <ud < my< mr < m é uma desigualdade vélida.
Para Problemas Inteiros

O procedimento de Chvatal-Gomory, para construir inequagoes vélidas, vem sendo

utilizado em aplicativos comerciais de otimiza¢do como no CPLEX (ILOG, 2001a) e
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no XPRESS (XPRESS, 2006). Este procedimento permite gerar desigualdades validas

para um problema inteiro.

Seja X =PNZ" onde P= {3: € 3‘%’_} :Dx < d}, D uma matriz m X n com colunas
{D',D? ..,D"} e u € R

a) a desigualdade > uD’z; < ud é valida para P poisu > 0e > Diz; <d,
j=1 =1

b) a desigualdade Y [uD’|x; < ud é vélida para P pois u > 0,
i=1

¢) a desigualdade Y [uD?|xz; < |ud] é vélida para X pois ¢ inteiro e assim
j=1

n
> |uD?] z; ¢ inteiro.
=1

Seja X = X' U X? sendo X’ C R}, uma disjuncao (unido) de dois conjuntos X' e X2

Alguns resultados importantes podem ser obtidos.

Proposigao 2.4.7 Se Y mwix; < 7w € uma desigualdade vdlida para X*, i = 1,2, entdo
=1

n
a desigualdade ) mjx; < my € vdlida para X se m; < Mm{w;,wf.} para j = 1,...,n e
=1

]_
7o > Mazx{ry, 75}

Prova: Se x € X, entao x € X' ou z € X2 Se x € X', entao como z > 0,
n n
domir; <y mr; < my < m para i = 1,2. Assim, a desigualdade ¢ vélida para todo
=1 =1

z e X.

Proposicao 2.4.8 Se P'= {z € R} : D'z < d'}, para i = 1,2, sao poliedros nao

vazios, entao Y, mjx; < m € uma desigualdade vdlida para Conv(P'UP?) se, e somente
j=1
se existem uy,ug > 0 tal que: m < u DY, m < ueD?, my > wid' e mp > uod?.

Para prova, veja Wolsey (1998).

Muitos outros cortes dependem das caracteristicas do problema em questao. Neste caso,
tém-se cortes especificos que nao serao aqui apresentados, como os cortes para o problema
da Mochila ou de Localizacao de Facilidades. Cortes especificos para problemas binarios

modelados em grafos, sao apresentados na proxima secao.
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2.5 Representacao em Grafos

Um grafo G = (V,A) consiste de um conjunto finito nao vazio V de elementos
denominados vértices e um conjunto de pares nao ordenados de elementos distintos de
V', denominado arestas, isto é, A C {(u,v):u,v € V,u # v}. Note que aqui ndo sao

permitidos “lagos” e nem arestas “multiplas”. A Figura 2.5 apresenta um grafo simples.

FIGURA 2.5 — Exemplo de um grafo G = (V, A).

Existem varios problemas de OC modelados sobre grafos. O Problema do Caixeiro
Viajante (PCV), por exemplo, bem difundido na literatura, pode ser representado por
meio de um grafo em que o conjunto de vértices V representa as cidades que o caixeiro
deve visitar e o conjunto de arestas A, os caminhos que ligam cada par de cidades. Note
que neste caso, cada aresta tem uma distancia associada (genericamente denominada
peso) que ¢é utilizada para o cdlculo da distancia total percorrida. Grafos que possuem

pesos nas arestas sao conhecidos como grafos ponderados.
2.5.1 Grafo de Conflitos

Conforme Atamtiirk et al. (2000), um grafo de conflitos G = (V, A) é um tipo especial
de grafo em que os vértices representam variaveis logicas binarias (por exemplo, de um
problema de OC), ou seja, V' = {x € {0,1}"}, e as arestas representam suas relagoes
l6gicas tal que x; +z; < 1V(1,5) € A.

Uma aresta no grafo de conflitos indica que suas varidveis bindrias (os vértices da
aresta) ndo podem assumir o valor 1 simultaneamente. Essas arestas sdo conhecidas
como conflitos ou arestas de adjacéncia. O exemplo mostrado na Figura 2.5 pode ser
considerado um grafo de conflitos se os vértices representarem variaveis bindrias e as

arestas, incompatibilidade entre vértices.
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O Problema do Maximo Conjunto Independente de Vértices (PMCIV) estd diretamente
ligado aos grafos de conflitos. Esse problema tem como objetivo obter o maior
subconjunto de vértices tal que todos eles sejam independentes entre si, ou seja, nao
apresente nenhuma aresta de conflito. Utilizando a teoria dos grafos, esse problema pode
ser formalmente definido como: obter a cardinalidade do maior subgrafo de G que seja

totalmente desconexo (Harary, 1972).

O PMCIV ¢ um problema classico, bem difundido na literatura. Ele aparece
freqiientemente embutido em vérias aplicagoes como em modelos de alocacao (Gerrard
e Church, 1996), Anti-Covering (Murray e Church, 1997a), carregamento de paletes
(Dowsland, 1987b; Alvarez-Valdes et al., 2005a), planejamento de cortes florestais e de
colheitas (Churh et al., 1998; Goycoolea et al., 2005; Constantino et al., 2007), redes
de telefonia celular (Bjorkund et al., 2005) e rotulacao cartografica (Zoraster, 1990;

Yamamoto e Lorena, 2005).

O modelo matematico do PMCIV pode ser assim definido (considere G = (V, A) o seu

grafo de conflitos):

v(PMCIV) = Max {Zx} (2.25)

veV

(PMCIV) Sujeito a:

2 €{0,1WieV (2.27)

Se x; = 1, o vértice i esta incluido no conjunto independente, caso contrario, x; = 0. O
conjunto de restri¢oes definido em 2.26 garante que dois vértices adjacentes nao podem
estar presentes simultaneamente na solucao étima do PMCIV. Ja o conjunto de restrigoes

definido em 2.27 indica que todas as varidveis sao bindrias.

A Figura 2.6 mostra o grafo de conflitos de um PMCIV, sua formulagao matematica e
sua solucao 6tima representada pelos vértices negros. Note que nao é possivel selecionar

mais algum vértice sem violar uma restricao de adjacéncia.

Entretanto, em muitos problemas como os citados mais acima, o nimero de arestas

presentes no grafo G é muito grande, o que pode invibilizar o processo de obtencao da
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solugao 6tima. O PMCIV ¢ classificado na literatura como NP-Hard (Harary, 1972).

Por outro lado, muitas técnicas estao presentes na literatura para fortalecer a formulacao
do PMCIV através de planos de corte. Nemhauser e Sigismondi (1992) apresentam

métodos que permitem aproximar o poliedro de uma instancia do PMCIV.

Gafo de Conflitos PNMCIV
Xy X3 V(PMOIV) = Max (X; + X, + X3 + X4 + X5 + Xg
+ X7+ Xg)
Xy Xa
Sujeito a:

X; + X, 51
X; + X5 51
X, + Xg S 1
X, + X351
X7 Xz + X4 1
X4 + Xg 51
X4 + X7 51
X5 + Xg <1
X5 + X7 1
X5 + Xg =1
Xg + Xg =1
X7 + Xg =1

Xe

Xg

X1, Xz, Xz, X4 X Xg X7 {0, 1}
(a) (b)

Gafo de Conflitos
X2 X3

X Xq

X7
Xe

Xg

Sol ugdo &tima = {x, X, e Xg

(¢

FIGURA 2.6 — PMCIV. (a) Grafo de conflitos, (b) formula¢ido matemaética e (c) solugao
otima do problema.

A seguir sao demonstradas algumas desigualdades validas para o PMCIV. Considere
G = (V, A) o grafo de conflitos de uma instancia do PMCIV e P o poliedro de uma

instancia associada ao maximo conjunto independente.
2.5.2 Desigualdades Validas para o PMCIV
Cliques

Dado C' € V uma clique em G, qualquer conjunto independente pode ter no maximo

um vértice de C'. Portanto, a desigualdade de clique:

2(C) <1 (2.28)
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é uma desigualdade valida para P. Padberg (1973) demonstrou que cada desigualdade

do tipo 2.28 gera um corte em P se, e somente se C' é uma clique.

No exemplo da Figura 2.6, note que 1, x5 e ¢ formam uma clique. Neste caso, a restricao
r1+x5+26 < 1€ uma restrigao valida e as restrigoes x14+x5 < 1, 2142 < lexs+axg < 1

podem ser removidas do modelo porque a restricao de clique as domina.
Odd Roles (Ciclos Impares) de Padberg (1973)

Um ciclo impar em G é um ciclo que contém um nimero impar de vértices. Se H é um

ciclo impar em G, entao a desigualdade associada ao ciclo impar H é:

w(V(H)) < [IV(H)] /2] . (2.29)

Veja novamente o exemplo mostrado na Figura 2.6. Note que o conjunto H =
{1, %9, 3, T4, T6, T7, 23} é um ciclo impar em G. Neste caso, a restri¢io x; + o + x5 +
Ty + xg + w7 + x5 < |7/2] é vélida para o problema, mas nao substitui nenhuma das
restricoes mostradas na Figura 2.6, diferentemente das restricoes baseadas em cliques.

Uma boa revisao sobre este assunto pode ser obtida em Cornuejols e Thizy (1982).
Rodas de Cheng e Cunningham (1997)

Outra classe de desigualdades mais recentes sao as chamadas Rodas de Cheng e
Cunningham (1997). Seja k um inteiro positivo e seja G; = (Vi, A;) um grafo com
Vi = {vo, v1, V2, .y a1} € Ay = {(vo, ), (Viyvi41) + 1 <@ < 2k + 1} tal que vgpyo = vy.
Considere um subgrafo de G;. Sejam Fy; e P, ;11 os caminhos desde (v, v;) e (vj, viq1)
respectivamente através da subdivisao. Este grafo é um I-roda simples (simple 1-wheel)
de tamanho 2k 41 se o ciclo C; formado por Fy;, P;i+1 € P41 € impar para cada 7. Esta
1-roda simples pode ser denotada por W = W (vg; vy, va, ..., Vax11) sendo vy denominado
de centro (hub), Po1, P2, ..., Pookt1 0s raios (spokes), Pio, Pys, ..., Pogogi1, Pogr11 08
segmentos de borda (rim-paths), vi,vs,...,Ver+1 as terminagoes dos raios (spoke-ends)
e o ciclo formado por Pjo, Pag, ..., Pori11 @ borda (rim). A Figura 2.7 apresenta um
exemplo de uma I-roda simples sendo a o centro e b, c,d, g,7 o conjunto de terminagoes

dos raios.

Se os vértices forem divididos em dois conjuntos £ = (W) e O = O(W) onde v; € £(O)
se [y, ¢ um caminho par (impar). Na Figura 2.7, O =d,g e { = b,¢,i. Seja S = S(W) o
conjunto de vértices internos dos raios e R = E(W) o conjunto de vértices dos segmentos
de borda. Na Figura 2.7 S = {i,k.l} e R = {m,e, f,h}.
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Com este tipo de grafo, as seguintes desigualdades sao validas:

2k+1
kmo—kal—i—ZxU Z T, < k+ = (|5|+|R|+|§|) (2.30)
i=1 vee vESUR
2k+1
RS DD S D L B 1 FaL R PR Y

veO vESUR

Considerando o subgafo da Figura 2.7, as seguintes restri¢oes validas podem ser geradas:

o 20,4+ 21, +2x.+2x;,+ >, x,<T;e
vé{a,b,c,i}

o 31,+2r4+2x,+ >, x, <T.
v¢{a,d,g}

FIGURA 2.7 — Exemplo de 1-roda simples (Cheng e Cunningham, 1997).

Existem procedimentos baseados em caminhos minimos entre pares de vértices que
encontram as desigualdades de roda, mas, de acordo com Torres (2004), necessitam de

um alto tempo computacional para serem executados.
Outras desigualdades validas

Outras classes de desigualdades sao os antiholes e webs de Balas e Padberg (1976) e
grilles de Canovas et al. (2000). Entretanto, ndo se conhecem procedimentos eficientes

para obter esses cortes (Torres, 2004).
2.6 Particionamento de Grafos

Muitos problemas combinatoriais podem ser descritos como o problema de encontrar um
ou mais conjuntos de vértices de um dado grafo, minimizando uma fungao objetivo que

estd relacionada as arestas que conectam os subconjuntos. Tais problemas incluem, por
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exemplo, armazenamento eficiente em grandes bancos de dados (Shekhar e Liu, 1996) e

mineragao de dados (Cooley et al., 1997; Karypis e Kumar, 1999).

Genericamente, esse problema pode ser expresso como: dado um grafo ponderado G =
(V, A) no qual vértices e arestas possuem pesos associados, e um nimero P, encontre P

subconjuntos Vi, Vs, ...,V de V' tal que:
a) Uzll/;:V, ViNV; = () para todo i # j, e V; # () para todo i = 1, ..., P;

b) W (i)~ W/P,Vi=1,2,.., P onde W(i) e W representam, respectivamente,

as somas dos pesos dos vértices pertencentes a V; e V;

¢) O “tamanho do corte”, isto é, a soma dos pesos das arestas que conectam os

subconjuntos V; (z =1,2, ...,F) deve ser minimo.

Qualquer conjunto {V} CV:1<q gTD} ¢ chamado de uma particdo se satisfaz a
condicdo (a), ou seja, cada V; é entdo uma parte de um P-particionamento. Uma
bissecgdo é um 2-particionamento e um particionamento que satisfaz a condigao (b)

¢ um particionamento balanceado.

O Problema de Particionamento de Grafos (PPG) é classificado como NP-Hard (Garey
et al., 1976). Algoritmos capazes de encontrar a solugdo 6tima de um PPG (ver, por
exemplo, o algoritmo de Karisch et al. (1997)), sao indicados para grafos pequenos, nao

sendo aplicdveis em problemas de grande porte (Fjéllstrom, 1998).

Existem grafos que sao particionados mais de uma vez devido as caracteristicas do
problema. Quando em um particionamento, tanto V quanto A nao se alteram, diz-se que
se trata de um caso estatico e algoritmos conhecidos como seqiienciais sao normalmente
utilizados. No entanto, em alguns casos o grafo se altera de forma incremental, por
exemplo, em métodos de elementos finitos adaptativos os vértices e arestas podem ser
removidos ou adicionados durante os calculos (Fjallstrom, 1998). Nesses casos, tem-se um
caso dinamico, e o particionamento de grafos é feito repetidamente. Com isso, segundo
Fjéllstrom (1998) e Karypis e Kumar (1998c), os algoritmos mais indicados para este
problema sao aqueles que fazem o particionamento paralelo, aproveitando informacoes

dos particionamentos anteriores.
2.6.1 Algoritmos Seqiienciais

Pesquisadores tém desenvolvido muitos algoritmos seqiienciais para o PPG que sao
baseados em métodos de melhoramentos locais que, primeiramente, bisseccionam o grafo,

e tentam reduzir o tamanho do corte, usando algum método de busca local.
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Esses algoritmos sao aplicados de forma recursiva para obter um P-particionamento.
Os algoritmos mais citados na literatura sao o de Kernighan e Lin (1970), nomeado de
algoritmo KL, o Simulated Annealing de Johnson et al. (1989), a Busca Tabu de Rolland
et al. (1996), e o Algoritmo Genético de Bui e Moon (1996).

2.6.2 Algoritmos Globais

Um método global toma como entrada um grafo G' e um inteiro P, e gera uma
P-particiio. Muitos desses métodos sdo recursivos, ou seja, eles bisseccionam o grafo
e em cada subgrafo gerado, é repetido este processo até encontrar o ntmero P de
particoes desejadas. No entanto, esses métodos sao aperfeicoados com o uso de métodos

de melhoramentos locais que procuram obter conjuntos independentes de vértices.

Os métodos classificados como globais ainda apresentam variagoes que dependem do
modo como atuam no particionamento. Muitos grafos apresentam uma localizacao
geométrica (coordenadas), assim, muitos algoritmos utilizam essa informagao para
realizar o particionamento, sendo estes classificados como algoritmos de particionamento
geométricos (Miller et al., 1993). Outros grafos nao apresentam essa propriedade e os
métodos de particionamentos sao classificados como métodos sem coordenacao, levando
entao em consideracao, a estrutura combinatorial do grafo. Dentre estes, os mais
importantes sao os métodos que utilizam em seu particionamento procedimentos para

obtencao do maior subconjunto independente de vértices em cada subgrafo gerado.

Um algoritmo interessante apresentado na literatura é a bisseccao recursiva de Simon
(1991). Esse método inicia localizando dois vértices que possuem o maior caminho minimo
entre si, e em seguida um deles é selecionado. Usando busca em largura, a distancia desse
vértice em relagao aos demais é determinada. Finalmente, os vértices sao ordenados em
relacao a essa distancia, e o conjunto ordenado ¢é dividido em dois subconjuntos de mesmo

tamanho, e assim sucessivamente.

Outra técnica que vem sendo empregada frequentemente é a bisseccao recursiva em
multi-niveis (Karypis e Kumar, 1998a,b). Em uma se¢ao mais a frente, esse método serd

apresentado com detalhes.
2.6.3 Algoritmos Paralelos

Os algoritmos paralelos para o PPG, sao implementacoes paralelas dos algoritmos
apresentados nas secOes anteriores. Alguns desses métodos, em particular os
métodos geométricos, segundo (Fjillstrom, 1998), sao relativamente simples de serem

paralelizados.
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A idéia por tras desses algoritmos é dividir a tarefa de particionamento entre diversos
processadores, e com isso, ganhar em tempo computacional, permitindo trabalhar com

grafos maiores.

Dentre os trabalhos mais citados estdo o de Gilbert e Zmijewski (1987) que é baseado
no algoritmo KL, o JOSTLE-D (Walshaw et al., 1997; Walshaw, 2004) e o algoritmo de

reparticionamento paralelo e seqiiencial de Schloegel et al. (1997).
2.6.4 Algoritmos de Multi-Niveis

Os algoritmos de particionamento de grafos em multi-niveis tém se tornado o método
padrao para particionar grafos grandes e irregulares. Esses métodos vém apresentando
solugoes de boa qualidade em um baixo tempo computacional (Karypis, 2002; Abou-Rjeili
e Karypis, 2006).

Os algoritmos de multi-niveis, ao invés de tentarem realizar o particionamento
diretamente no grafo, fazem primeiro, sucessivas aproximagoes do grafo original. Em
cada uma dessas aproximagoes, um novo problema (um novo grafo) é obtido, menor que

0 anterior.

Esse processo continua até que uma aproximagao gere um grafo pequeno com somente
algumas dezenas de vértices. Nesse momento, o algoritmo realiza o particionamento do
grafo final. Dado que o ultimo grafo obtido é pequeno, heuristicas eficientes, como a KL,

ou até mesmo métodos exatos, podem ser aplicados.

O passo final desses algoritmos é tomar o particionamento obtido com o menor grafo
gerado, e propaga-lo em direcao ao problema original. Essa propagagao ¢é realizada através
de sucessivas aproximacoes do particionamento, seguidas de métodos de refinamento
(Karypis e Kumar, 1998a,b; Karypis, 2002).

Na terminologia dos algoritmos de multi-niveis, o processo acima pode ser divido em trés
fases:

a) Coarsening;

b) Particionamento; e

¢) Uncoarsening com refinamento.
Considere a Figura 2.8, note que as trés fases estao mostradas. Na fase de coarsing, o
grafo é reduzido sistematicamente, em seguida, na fase de particionamento, o grafo é
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particionado em P partigbes (na figura tem-se um 6-particionamento), e por ultimo, na
fase de uncoarsening, o particionamento obtido é refinado sucessivamente e projetado no

particionamento do grafo original.

Coarsening Phase

Initial Partitioning Phase

FIGURA 2.8 — Principais passos dos algoritmos de multi-niveis para o PPG descritos
por Karypis (2002)

Karypis e Kumar (1998a,b) desenvolveram um aplicativo denominado METIS (<http:
//www.cs.umn.edu/ "metis>) para o PPG, baseado nos algoritmos de multi-niveis.
Experimentos realizados pelos autores (Karypis e Kumar, 1998a,c; Abou-Rjeili e Karypis,
2006) mostram que o METIS é capaz de realizar particionamento de boa qualidade em

questao de segundos, mesmo em grafos com milhares de vértices.

No METIS, um grafo G = (V, A) com n vértices e m arestas pode ser armazenado em
um arquivo texto que deve conter n + 1 linhas. A primeira linha contém informacoes
sobre o tamanho e o tipo de grafo, enquanto as demais n linhas apresentam informacoes

para cada vértice de G.

A primeira linha contém dois (n,m), trés (n,m, fmt) ou quatro (n,m, fmt, ncon)
parametros inteiros. Os primeiros dois inteiros (n, m) indicam, respectivamente, o niimero
de vértices e arestas. O terceiro inteiro (fmt) permite indicar se o grafo possui ou nao
pesos associados com os vértices, arestas ou ambos. Se fmt = 0, o grafo nao possui
pesos associados a vértices e arestas. O grafo possui pesos nas arestas se fmt = 1. Por
outro lado, se fmt = 10, o grafo possui pesos associados aos vértices e por ultimo, se
fmt = 11 a grafo possui pesos associados aos vértices e arestas. O ultimo parametro

(ncon) indica o nimero de pesos associados com cada vértice do grafo. O valor associado
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a ncon determina se o METIS deve ou nao utilizar o particionamento multi-restringido.

Arqui vo de Graf o: Ar qui vo

7 11 7

53 2 513221

134 113241

5421 53422212

236 7 21326275

136 113362

54 7 524276

6 4 6 6 45

a) G afo sem peso b) G afo ponderado com peso nas
ar est as

[1,1,1]

Z
o)
S
<
o

7 7 11 10 3

4513221 120532
2113241 022134
553422212 4115421
321326275 2232367
1113362 111136
6524276 221547

26 645 1216414

c) Gafo ponderado com peso b) Grafo nulti-restringido

nas arestas e vértices

FIGURA 2.9 — Formato de arquivos no METIS para varios tipos de grafos.

Um particionamento multi-restringido ¢ um particionamento multi-balanceado. Por
exemplo, suponha que cada vértice do grafo G tenha associado dois pesos p; e ps, 0
objetivo do particionamento multi-restringido é encontrar P clusters de maneira que

cada um possua mais ou menos o mesmo valor total de p; e ps (Karypis, 2003).

As n linhas restantes do arquivo texto armazenam informagoes sobre a estrutura do
grafo. A i-ésima linha contém informacoes relevantes do i-ésimo vértice. Dependendo

do valor de fmt e ncon, as linhas podem ser descritas de forma diferente. No caso
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mais geral, quando fmt = 11 e ncon > 1, cada linha ¢ deve apresentar a seguinte
estrutura: wy, wo, ..., Wneon, V1, A1, V2, 3, ..., Uk, Ag, ONde W1, Wa, ..., Wyeon SAO OS NCONS PESOS
associados ao vértice i, vy, v, ..., v 08 vértices adjacentes ao vértice ¢, e ay, as, ..., a; 0s

pesos das arestas.

A Figura 2.9 apresenta quatro exemplos de arquivos (grafos) para o METIS. O formato
mais simples estd representado em (a). O grafo mostrado em (b) possui peso nas arestas,
sendo assim, o correspondente arquivo indica tal situacao através do parametro fmt
que ¢ igual a 1. Nesse arquivo, se o vértice ¢ tem k vértices adjacentes, entao a linha
correspondente a ¢ tem 2 X k elementos. Cada par de nimeros indica o vértice ao qual @

estd conectado e o peso da aresta.

A Figura 2.9 (c) apresenta um grafo com pesos nos vértices e arestas. Nesse caso o
parametro fmt recebe o valor 11 e cada linha do arquivo armazena o peso do vértice
seguido dos vértices adjacentes e dos pesos das arestas. Por ultimo, em (d) é mostrado
um grafo com multiplos pesos nos vértices sem peso nas arestas. Nesse caso, fmt recebe
o valor 10 e, como cada vértice tem trés pesos associados, o parametro ncon recebe o
valor 3. Cada linha no arquivo armazena os trés pesos dos vértices seguidos da lista de

adjacéncia.

O METIS possui uma biblioteca conhecida como METISLib que pode ser chamada por
programas escritos em FORTRAN ou C. Essa biblioteca contém rotinas que permitem
passar um grafo como parametro, solicitar o particionamento e receber o resultado
também como parametro. Essas facilidades aumentam o potencial do METIS em termos

de aplicacao.

Para maiores informagoes, veja a pagina web do METIS e o seu manual que estd

disponivel em <http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/metis/download>.
2.6.5 Consideracgoes Finais

Este capitulo procurou apresentar a fundamentacao tedrica sobre os principais tépicos
abordados neste trabalho, ou seja, relaxacao lagrangeana, método de geracao de colunas,

teoria de planos de corte e a representacao de problemas de OC através de grafos.

Como foi mostrado, o limitante de uma relaxacao lagrangeana permite avaliar a qualidade

de uma solugao viavel.

A LagClus, que sera apresentada no proximo capitulo, estd baseada na decomposi¢ao

do problema original em subproblemas. Essa decomposicao é possivel a partir da
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representacao do problema por meio de um grafo de conflitos que é entao particionado
em clusters (subproblemas). Apds esta etapa, as arestas que conectam os clusters sao

relaxadas no sentido lagrangeano.

Para aplicacao da LagClus, tanto o problema original quanto os subproblemas, podem ser
fortalecidos previamente com restricoes de corte. Essa estratégia permite obter melhores
limitantes lagrangeanos e aplicar também o algoritmo de geracao de colunas, dado a

equivaléncia entre decomposicao Dantzig-Wolfe e relaxacao lagrangeana.
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CAPITULO 3
RELAXACAO LAGRANGEANA COM CLUSTERS

O presente capitulo tem como objetivo apresentar a Relaxacao Lagrangeana com
Clusters (LagClus). O método é baseado no particionamento do grafo de conflitos em

agrupamentos, formando subproblemas.

Na LagClus, as arestas que conectam os subproblemas sao relaxadas no sentido

lagrangeano, e a relaxagao obtida ¢ dividida conforme o niimero de subproblemas.

Com o particionamento do grafo de conflitos podem ser identificadas restrigoes de
acoplamento e uma matriz de restricoes com estrutura em blocos, permitindo, portanto,

a aplicacao da decomposi¢ao D-W.

Neste capitulo ainda é apresentado uma aplicacao da LagClus e do AGC em uma
instancia pequena do PMCIV. Esses dois exemplos permitem mostrar a estrutura légica

dos dois métodos.

Discussoes sobre o processo de aplicacao da LagClus e do AGC também sao realizadas,
principalmente no que diz respeito a obtencao de bons limitantes, formas de fortalecer

os subproblemas com planos de corte e a equivaléncia entre a LagClus e o AGC.
3.1 A LagClus e Grafos de Conflitos

A LagClus surgiu a partir da observacao de que muitos grafos de conflitos relacionados
aos problemas de OC apresentavam-se esparsos, bem adaptados para um estagio de
particionamento de grafos. A Figura 3.1 apresenta um grafo de conflitos esparso com

dois clusters bem definidos (mesmo nimero de vértices em cada clusters).

Na literatura, um grafo esparso é um grafo com “poucas” arestas, enquanto que, por outro
lado, um grafo denso é um grafo no qual o niimero de arestas é muito proximo do nimero
méximo de arestas (Diestel, 2000). Conforme Cormen et al. (2002) e Diestel (2000), a
distin¢ao entre um grafo esparso e um grafo denso é um pouco vaga. Uma maneira de
caracterizar um grafo G = (V, A) como esparso ¢ escolher um k com 1 < k < 2 tal
que |A| = O (]V]k>, onde |A| representa o ntiimero de arestas, |V| o niimero de vértices
e a letra O refere-se a notagdo O de complexidade de algoritmos (Preiss, 1998) que,
neste caso, indica que |A| cresce, no maximo, tao rapido quanto |V|k e que |V|k domina

assintoticamente |A|.

Voltando ao grafo mostrado na Figura 3.1, note que o nimero de arestas (57) é um
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pouco maior do que o dobro do nimero de vértices (24), com isso este grafo pode ser

classificado como esparso.

Suponha que o grafo de conflitos G = (V,A) da Figura 3.1 esteja associado a
um (PMCIV){Max cx : z; +x; <1VY(i,j) € A,x; € {0,1} Vi € V'}. Agora note que o
unico conjunto de restrigoes associado a este tipo de problema é composto por restri¢oes
de adjacencia. Usando a relaxagao lagrangeana tradicional sobre o conjunto de restricoes

de adjacéncia, tem-se:

Vi
U(L)\PMOIV) = MCLJ]ZCiIi — Z /\i,j(xi + l’j) + Z /\i,j (31)
i=1 (i,5)€A (i,5)€A
(L\PMCIV) Sujeito a:
z; € {0,1}VieV (3.2)

(b)

(c)

FIGURA 3.1 — Exemplo de um grafo de conflitos com regides bem definidas: (a) grafo
de conflitos, (b) arestas de conexao e (c) clusters independentes.

Um ponto positivo dessa relaxacao é que o problema relaxado 3.1-3.2 é de facil solucao,
pois, por inspecao, é possivel encontrar a sua solucao otima. Porém, note que esta
relaxacao apresenta também pontos negativos. Repare que o problema relaxado nao
apresenta nenhuma restrigao além da que todas as varidveis sejam bindrias (restrigdo
3.2). Isso pode levar a um limitante superior ruim além de muitas solugoes relaxadas nao

factiveis para o problema primal.

Por outro lado, o grafo de conflitos mostrado na Figura 3.1(a) apresenta dois clusters
bem definidos. Assim, se as arestas que conectam os clusters (Figura 3.1(b)) forem

relaxadas no sentido lagrangeano, dois subproblemas independentes surgem com as
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mesmas caracteristicas do original, ou seja, sao PMCIV’s também (Figura 3.1(c)).

Ao resolver os subproblemas independentemente, um limitante pode ser gerado e, como
parte das restricoes do problema original é considerada nos subproblemas, um limitante
superior melhor ou igual ao do método tradicional pode ser obtido. Além disso, as
solucoes relaxadas agora sao factiveis nos clusters, consequentemente, “factiveis” em
partes do problema original. Comparando as solucoes relaxadas do método tradicional da
relaxacao lagrangeana com as do método usando particionamento, o nimero de violagoes

de restri¢oes no primeiro ¢ maior do que no segundo.

A divisao do grafo de conflitos em clusters e a relaxacao das arestas de conexao dos

clusters é a principal idéia da Relaxacao Lagrangeana com Clusters (LagClus).

A TLagClus surgiu a partir do trabalho de Hicks et al. (2004) no qual os autores
desenvolveram um algoritmo de Branch-and-Price para o Problema do Maximo
Conjunto Independente de Vértices com Peso (PMCIVP). Primeiro, o grafo de conflitos
¢ particionado em clusters e entao o problema original é modelado conforme a
decomposicao Dantzig-Wolfe. Cada cluster gera entao novas colunas para o PMR.
Juntamente com uma arvore de busca, os autores exploram um Branch-and-Price que

gera bons resultados.
3.1.1 Principais Passos da LagClus

Conforme descrito na se¢ao anterior, a LagClus é uma relaxagao lagrangeana simples de
ser implementada que utiliza o principio de “Dividir para Conquistar”. Dado o grafo de

conflitos G = (V, A) do problema de OC, sao trés os passos basicos da LagClus:

a) Aplique uma heuristica de particionamento de grafos para dividir o grafo
G em P clusters. O problema correspondente pode ser escrito através de sua
funcao objetivo e suas restri¢oes de conflitos que agora estao divididas em dois
grupos: um com as restrigoes de conflitos correspondentes as arestas internas
de cada cluster, e um outro com as restricoes de conflitos que conectam os

clusters;

b) Usando multiplicadores lagrangeanos A, relaxe as restrigdes de conflitos que

conectam os clusters; e

c¢) Faca a decomposicao do problema original em P clusters e resolva a relaxacio

lagrangeana resultante.

Note que os subproblemas gerados neste caso possuem as mesmas caracteristicas do

problema original, mas de menor tamanho, consequentemente, solvers comerciais de
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otimizacao podem ser utilizados, ou até mesmo heuristicas eficientes que, dependendo

do tamanho do problema, garantem resolve-lo de forma 6tima.

Resolver os subproblemas gerados pode ser tao dificil quanto resolver o problema original.
Neste caso, pode-se optar por refazer o particionamento com um numero maior de

clusters, mas deve-se avaliar a qualidade do limitante obtido.

A LagClus pode ser mais ou menos forte dependendo de P. Quanto menor for P, mais
forte é a relaxacdo enquanto que, quando maior for P, mais préximo a LagClus estd
da relaxacao lagrangeana tradicional de todas as arestas em G, pois, no limite, quando

P = |V, cada vértice se torna um cluster e todas as arestas em G sao relaxadas.

A LagClus foi aplicada em varios problemas de OC comprovando sua eficiéncia. Suas
aplicagoes envolveram o PRCP (Ribeiro e Lorena, 2006b,c), o PCPP (Ribeiro e Lorena,
2007b), PEUC (Ribeiro e Lorena, 2006d) e PPDISO. Essas aplicages serao descritas nos

préximos capitulos.
A seguir, a LagClus é mostrado através de um exemplo simples que considera o PMCIV.
3.1.2 LagClus e o PMCIV

Considere um PMCIV como o da Figura 3.1 e P o ntimero de clusters obtido apds a

execucao do primeiro passo da LagClus. Com isso, o PMCIV agora pode ser escrito como:

P
v(PMCIV) = Maz ) ¥ (3.3)
p=1
(PMCIV) Sujeito a:
+ ANt 4A%? . 4 APRP <1 (3.4)
+D'z! < 1
+D?g? < 1
(3.5)
<
+DPgP < 1
tteBm ... ... 2PeBw (3.6)
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Sendo:

e AP uma matriz bindria de dimensao M X |V| que representa os coeficientes
associados as variaveis xP do cluster p que aparecem nas M restrigoes de

adjacéncia que conectam os clusters;

e DP uma matriz bindria de dimensdao |E| — M x |V| que representa os
coeficientes associados as variaveis P do cluster p que aparecem nas restrigoes

de adjacéncia do cluster p; e

e B" um vetor de varidveis bindrias com dimensao n, associadas as varidveis

P,

Agora executando o segundo passo da LagClus, ou seja, relaxando a restricao 3.4,

obtém-se o seguinte problema relaxado, sendo A € R multiplicadores lagrangeanos:
P M

v(LGy\PMCIV) = Max Z (1—=A"Na? + Y An:a? € XPp=1,., P, (3.7)

p=1 m=1

onde: XP = {aP € B DPa? <1}, p=1,.., P.

Como cada subproblema p € {1, ..., P} é um PMCIV da forma:

v(PMCIV), = Maz {(1 — A" X)a? : 2" € X*}, (3.8)

e o problema relaxado 3.7 pode ser novamente escrito como (terceiro passo da LagClus):

ol

M
V(LG\PMCIV) =Y " o(PMCIV), + ) Am. (3.9)
m=1

p=1

Agora, o problema relaxado pode ser decomposto em P subproblemas e o dual

lagrangeano resolvido com um algoritmo de subgradientes.
3.1.3 Aplicando a LagClus sobre uma Instancia do PMCIV

Nesta secao serd apresentada uma aplicagao pratica da LagClus sobre uma instancia do
PMCIV. O exemplo apresentado é pequeno, porém permite ilustrar todos os passos e

estruturas matriciais apresentados na secao anterior.
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Considere a instancia mostrada na Figura 3.2. O PMCIV pode ser modelado como

mostrado abaixo.

Grafo de Conflitos

Cluster 1 Cluster 2

Cluster 1 Cluster 2

Quatro arestas de conexao: (X;,X,), (X3,X,), (X4,Xs) € (X5.X7)

(c)

FIGURA 3.2 — Um exemplo pratico da aplicagao da LagClus sobre uma instancia do
PMCIV.

v(PMCIV) = Max {xy + x2 + x3 + x4 + x5 + 6 + 27} (3.10)

(PMCIV) Sujeito a:
T+ x5 <1
T+ <1
rt+we < 1
To+w3 <1
r3+ x4 <1
T3+ a5 <1
Ta+a5 <1
s+ 26 <1
Tyt <1
Ts+ a7 <1
e+ 27 <1

(3.11)

L1,T2,X3,T4,Ts5,Lg, L7 € {07 1}
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1° Passo da LagClus

Agora suponha um particionamento do tipo 2-Particionamento como mostrado na Figura
3.2(b). As arestas mostradas em 3.2(c) sao as arestas que devem ser relaxadas. Assim,

este problema pode ser novamente escrito mas da seguinte maneira:

Cluster 1 Cluster 2
v(PMCIV) = +4x; +z4 +x¢ —+x7 422 T3  +I5

(PMCIV) Sujeito a:

Cluster 1 Cluster 2
+x1 +x9 <= 1
+x4 +x3 <= 1 Arestas que
+x4 45 | <= 1 conectam os clusters
+x7 +r5 | <= 1 T
+x1 F1y <= 1 !
+x +xg <= 1
+zo a3 <= 1
+x3 x5 | <= 1 Arestas internas
+14 +x <= 1 de cada cluster
424 +x7 <= 1
+rg +x7 <= 1
Ti, T, T, T, | T2, T3, r5 | € {0,1}

2° Passo da LagClus

O numero de arestas que conectam os clusters ¢ igual a 4 e aparecem nas primeiras
quatro linhas das restricoes de adjacéncia. Relaxando entao essas restricoes de conexao
com multiplicadores lagrangeanos A € §Ri, a funcao objetivo do problema relaxado pode

ser assim escrita:

X1+ Tog+ X3+ Ty + T+ T+ X7
V(LG\PMCIV) = Mazx ¢ M1 — 21— 22) + Ao(1 — x5 — 14)+
A3(1 — Ty — [E5) —|— )\4(1 — Ty — ZL’7)

que pode ser rearranjada para:
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o(LG\PMCIV) = Maz

(=X + (1= Xy — Ag)xy + 26 + (1 — A\g)xr+
(T —=X)za+ (1= Ag)xs + (1 — A3 — M)zs+
(A + Ao+ Az 4+ \g)
(3.12)

Assim, o problema relaxado pode ser apresentado como:

v(LGA,PMCIV) = Max

(LGAPMCIV) Sujeito a:

3° Passo da LagClus

(=X + (1= Xy — Ag)xy + 26 + (1 — A\g)xr+
(1 — )\1)1‘2 + (1 — )\2)1’3 + (1 — )\3 — )\4)$5—|—
(/\1 + Ao+ )\3 + /\4)
(3.13)

T+ <1
rt+we < 1
To+w3 <1
r3+ x5 <1
T4+ 26 <1
Ta+ao7 <1
e+ a7 <1

(3.14)

T1,%4,T6,T7,T2,T3,T5 € {0, 1}

Agora, o problema relaxado pode ser dividido nos seguintes subproblemas:

(% (LG/\PMC]V)l = MCL:L‘{(l - Al)l‘l + (]_ - /\2 - /\3) T4+ Tg + (1 - )\4) l‘7} (315)

(LGAPMCIV); Sujeito a:

Tty <1
Tt we < 1
Ty + 16 <1
ryt+ a7 <1
re w7 <1

X1,T4,Te6, L7 € {07 1}

(3.16)
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v (LG)\PMCI‘/)z = Max{(l — )\1) To + (1 — )\2) T3 + (1 — /\3 — )\4) 3?5} (317)

(LGAPMCIV), Sujeito a:
To+w3 <1
r3+ w5 <1 (3.18)
To, x3, x5 € {0,1}

Note que parte das restricoes de adjacéncia do problema original aparece nos

subproblemas.

Passo 0: Inicializagdo. Faca A'>0, k<1,vKke+o
Passo 1. Lagd us.

M
Lip=> A
=1

Para p de 1 a P Facga
L/\P=LAP+V(LAPp)

Fi m Par a
Se (d-DxX) >0 e A(d-Dxk)=0,
pare pois xk resolve o problema prinal
P e v(L,P)=v(DL)=v(P)
Passo 2: Guardar nel hor sol ucéo.
Se vk > v(L,P)=cx*+Ak(d-Dx¥), faga vk
~v(L,P). Caso contréario faca vk—vk?l
Passo 3: Cal cul ar passo do subgradi ente.
Ache um novo ponto
A= k47 (d- DxK) / ||d- DxK||, sendo 7 o
tamanho do passo que satisfaz a
segui nte condi ¢o:
1) m>0 para todo k;

2) limm =0

k — 00

3) Z’Tk = too
k=1

Passo 4: Projecéo.
Projete o novo val or A1 fazendo:

X maxo, A5} oj.

Faca k <k+1 e volte ao passo 1.

FIGURA 3.3 — Adaptagao do algoritmo de subgradientes para contemplar a LagClus.
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Portanto, o problema relaxado 3.13-3.14 pode ser escrito como:

2
v(LG\PMCIV) =Y v (LG\PMCIV), + (A + A + s + \a) (3.19)

p=1

O Passo 1 do algoritmo de subgradientes descrito na Secao 2.2.2 deve ser alterado
conforme mostra a Figura 3.3 para contemplar a decomposicao do problema original

em clusters, como indicado na equacao 3.19.
3.1.4 Aspectos da LagClus que devem ser Observados

Como observado anteriormente, a LagClus é dependente do niimero de arestas relaxadas,
ou seja, quanto maior é esse nimero, mais fraca fica a LagClus. As arestas relaxadas
estao diretamente associadas ao algoritmo de particionamento e ao nimero de clusters
considerado. Isso porque o algoritmo de particionamento pode nao ser eficiente e
consequentemente muitas arestas podem ser desconsideradas. E, por outro lado, quanto

maior o numero de clusters, maior o nimero de arestas particionadas.

Como visto no Capitulo 2, o problema de particionamento de grafos ¢ NP-Hard, portanto
heuristicas eficientes podem ser utilizados na LagClus, como é o caso da heuristica METIS
de Karypis e Kumar (1998a). Além disso, dependendo do problema, o particionamento
pode e deve ser feito considerando pesos nas arestas e/ou nos vértices, e novamente o
METIS pode ser aplicado.

Por outro lado, estratégias de fortalecimento de formulacoes que envolvem restrigoes de
corte podem ser inseridas nos subproblemas. No caso do exemplo mostrado na Secao
3.1.3, se o vértice x; apresentasse uma restricao de adjacéncia em relacao ao vértice x7,
todas as restricoes apresentadas no cluster 1 poderiam ser substituidas por uma clique

envolvendo os vértices x1, x4, xg € 7.
3.2 Algoritmo de Geracao de Colunas

Tomando o PMCIV como exemplo, a decomposicao mostrada em 3.3-3.6 pode ser
explorada em um Algoritmo de Geragao de Colunas, conforme mostrado no Capitulo
2. Sendo assim, aplicando a decomposi¢ao Dantzig-Wolfe (DW) sobre a relaxagao de

programagao linear (PL) do problema 3.3-3.6, o seguinte PMR é obtido:
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P
v(PMCIVpw)p = Mazx Z > wth, (3.20)
p=1 jeJp

(PMCIva)pL Sujeito a.

Z Z o] 2P <1 (3.21)
p=1 jeJ,

> Np=1vpefl,.. P} (3.22)
J€Jp
Nip>0Vpe{l,.. Plej€J, (3.23)

Sendo:

e )\,, uma varidvel de decisao que representa o ponto extremo j € Jp;
e J, o conjunto de pontos extremos do cluster p; e

e w’P o custo da solucao 2/ do subproblema p.

Os P subproblemas considerados aqui sao os mesmos mostrados em 3.8, mas com as

varidveis duais (A) correspondentes as restrigoes descritas em 3.21:

v(PMCIV), = Maz {(1 — AT™PA)a? : 2P € XP} (3.24)

Nesse caso, uma nova coluna fornecida pelo p-ésimo cluster é uma coluna de melhora
se v(PMCIV), — 3, > 0, sendo (3, a varidvel dual associada a p-ésima restricdo de

convexidade descrita em 3.22.

Note que a LagClus definida pela equacao 3.9 também pode ser obtida diretamente do

PMR descrito acima pelo modelo 3.20-3.23 usando a seguinte formulacao:

P M
W(LGAPMCIV) =Y o(PMCIV),+ > A, (3.25)
p=1 m=1
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A relaxagao descrita em 3.25 mostra a equivaléncia entre o dual lagrangeano e a
decomposicao de Dantzig-Wolfe. Porém, note que no AGC um numero inicial de colunas
devem ser inseridas no PMR. Essa caracteristica pode ser 1til principalmente se existe
uma boa heuristica primal para o problema considerado. Questoes de convergéncia podem
ser gerenciadas usando um bom conjunto inicial de colunas e estratégias de eliminacao

de colunas improdutivas.
3.2.1 Aplicando o AGC sobre uma Instancia do PMCIV

Considere novamente o PMCIV mostrado na Figura 3.2. Seja x; e xy duas solugoes
vidveis para o problema tal que x; = (1,0,1,0,0,0,1) e x5 = (0,1,0,1,0,0,0). Essas
duas solugoes podem ser decompostas nos dois clusters: z%' = (1,0,0,0,0,0,1), z'? =
(0,0,1,0,0,0,0), z»' = (0,0,0,1,0,0,0) e ** = (0,1,0,0,0,0,0). Isso significa que
inicialmente existem dois pontos extremos para cada cluster, ou seja, J; = 2 e Jy = 2,

representados da seguinte maneira, z'* por A, 2b2 por A2, 23! por A%t e 222 por \*2.

Considerando a funcao objetivo do PMCIV como descrito em 3.3, as solugoes viaveis xq
e x9 representam os valores 3 e 2, respectivamente, para v(PMCTV'). Agora analisando

os clusters, os valores dessas solucoes podem ser assim divididos: w'! = 2, w!? = 1,

w?! = 1 e w*? = 1. Sendo assim, cada varidvel 2P descrita acima, corresponde as
2 1 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
seguintes colunas no PMR: 28« | 0 |, 2"« | 0 |, 22— | 1 | e2?? < | 0
1 0 0 0
1 0 1 0
0 | 1] 0 | 1]

Lembre-se que, conforme a Secao 2.3.1, no topo de cada coluna do PMR estd o custo da
coluna.

Sendo assim, o PMR do PMCIV mostrado na Figura 3.2 pode ser assim descrito:

U(PMCIVDw>LP = Max {2)\1’1 + 1)\1’2 + 1)\2’1 + 1)\2,2} (326)
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(PMCIVpw)Lp Sujeito a:

+A11 +Ap <1
A A < 1
T FALe - (3.27)
+A21 < 1
+A11 < 1
A A = 1
Al FAe (3.28)
+Ai2 +Ao = 1
A1, A21, A, Agge > 0 (3.29)

Repare que, como as solucoes x; e x5 sao solugoes viaveis para o problema, nao existem
violagoes das restrigoes entre clusters (arestas de conexao). Por outro lado, as colunas
A1,1 € Az nao podem compor a solucao do problema, pois caso contréario, a restri¢ao
1 + 22 < 1 serd violada. A mesma coisa acontece com Ag; € ;2 mas nesse caso, a

restricao x3 + x4 < 1 que estara violada.

Agora suponha que os subproblemas gerem as seguintes solugoes: 23! = (0,0,0,1,0,1,0)
e z%? = (0,1,0,0,1,0,0). Neste caso, essas duas solugoes representam a solugao r® =
(0,1,0,1,1,1,0) que nao é vidvel para o PMCIV, pois viola a restricao x4 + x5 < 1.

31 e 222 formam uma solucao vidvel. Esse comportamento é

Mas note que as colunas x
interessante, uma vez que durante o processo de geragao de colunas, uma nova coluna de
um cluster combinada com uma coluna previamente obtida de outro cluster, pode gerar

uma solucao viavel melhor do que todas as obtidas até o momento.

Para %! e 23?2, sejam v(PMCIV); — 3 > 0 e v(PMCIV)y — 3, > 0 expressoes

verdadeiras tal que w?! = 2 e w*»? = 2. Com isso, as seguintes colunas devem ser
F o T e
0 1
1 0
inseridas: 23!« | 1 | eax®? < | 1
0 1
1 0
L 0 . L 1 .

O PMR agora pode ser assim descrito:
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U(PMC]VD[/V)LP = Max {2/\171 + 1/\172 + 1)\271 + 1)\272 + 2)\3’1 + 2)\3’2} (330)

(PMCIVpw)Lp Sujeito a:

+)\1,1 +)\2,2 +/\372 <1
A A A < 1
+A21 +A12 +A3,1 = (3.31)
+A21 +A31 +Az2 <1
+A11 +A30 < 1
A A A = 1
+A11 A1 +Asz1 (3.32)
+Ai2 +A22 +A30 = 1
A A1, A2, A22, Az, Aze > 0 (3.33)

No novo PMR obtido, repare nas restricoes descritas em 3.31. Note que as
incompatibilidades entre as solucoes dos clusters sao atualizadas explicitamente na
medida em que novas colunas sao introduzidas no PMR, bem como as restricoes de

que uma coluna de cada cluster deve ser selecionada (veja restri¢ao 3.32).

O exemplo mostrado permite avaliar e entender o funcionamento do AGC, principalmente
no que diz respeito ao processo de insercao de novas colunas. Os passos aqui executados

foram baseados no AGC baésico descrito na Figura 2.2.

3.2.2 Aspectos que devem ser Observados no AGC que usa a Idéia dos

Clusters

A técnica de Geracao de Colunas pode apresentar problemas de convergéncia, gerando
muitas colunas que tornam o PMR dificil de ser resolvido. Para contornar isso, varios
autores propoem estratégias para eliminar colunas improdutivas (veja, por exemplo,
Senne et al. (2005) e Senne et al. (2007)).

Mas no caso da AGC que usa a idéia dos clusters, essas estratégias devem ser estudadas
de maneira a evitar inconsisténcias, pois cada cluster p deve obrigatoriamente ter uma
coluna no PMR (veja restrigdo 3.22) e pelo menos uma solugao vidvel para o PMCIV
original deve existir, ou seja, ao selecionar uma coluna de cada cluster, a solucao gerada

nao deve violar as restrigoes 3.21.
A aplicacao direta do método de geracao de colunas freqiientemente produz um nimero
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muito grande colunas que nao sao relevantes para a solucao final, comprometendo assim
a convergéncia para a solugao do problema e produzindo os chamados problemas de
estabilizagao (Lorena et al., 2003). Nestes casos, observa-se que as varidveis duais oscilam
em torno da solucao dual 6tima, logo métodos que previnam tal comportamento podem
acelerar a resolucao do problema. Dentre estes merecem destaque: o uso da relaxacao
Lagrangeana/Surrogate (LagSur), proposta por Narciso e Lorena (1999), no qual o
multiplicador LagSur modifica o critério de custo reduzido, fornecendo melhores colunas
para o AGC (veja Senne et al. (2005); Pereira (2005); Senne et al. (2007)); Método
Boxstep (Marsten et al., 1975), que restringe o espago de busca de solugoes duais a uma
regiao limitada tendo a solugao dual atual como centro; Método Analytic Centre Cutting
Plane (du Merle et al., 1998), que usa o centro analitico de uma regiao da funcao dual
como solucao, no lugar da solugao étima, nao permitindo assim mudangas muito drasticas
entre as solugoes duais de duas iteragoes consecutivas; Métodos Bundle (Briant et al.,
2005), que combinam regides de confianga e penalizagoes para que as solugoes duais nao

variem muito de uma iteragao para outra.

Para maiores informacoes sobre outros algoritmos e os detalhes dos médotos descritos
anteriormente, ver Neame (1999); Senne et al. (2005); Pereira (2005); Senne et al. (2007).

Passo 0: Inicializacgéo.
Det ermi ne um conj unto vi avel inici al
de col unas para o PMR
Faca i ~1

Passo 1: Resolva o PMR.

Passo 2: Resolva o subprobl ema gerador de
col unas.
Com os val ores duais (1 ) do PVMRy
obti dos no Passo 2, atualize e resolva
0 subprobl ema.

Passo 3: Adicione colunas no PMVR.
Adi ci one as novas col unas com custo
reduzi do positivo no PMRy, faga i «i+1
e volte ao Passo 1.

Se ndo exi stirem novas col unas ou
V(PMR) ; =v(LGP), pare pois a solucgédo é
oti ma.

FIGURA 3.4 — AGC alterado para contemplar o limitante da LagClus.

Outro ponto interessante a ser observado em um AGC com a idéia de clusters é
a estratégia para gerar as solugoes iniciais vidveis que deverao compor o primeiro
conjunto de colunas. Experimentos computacionais, que serao apresentados nos préximos
capitulos, mostraram que mesmo solugoes iniciais nao tao boas devem ser levadas em

consideracao, pois, ao particionar essas solugoes nos respectivos clusters, a solucao de um
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cluster pode ser interessante de tal maneira que ao combind-la com as solugoes possiveis
dos demais clusters, uma solucao de boa qualidade pode ser obtida. Esse comportamento

foi apresentado no exemplo da Secao 3.2.1.

Dada a relagao entre LagClus e AGC, conforme mostrada pela equagao 3.25, é possivel
utilizar o limitante gerado pela LagClus para parar o processo de geragao de colunas.
Experimentos computacionais realizados com o PCPP mostraram que o limitante da
PMR encontra o limitante da LagClus, mostrando que o processo pode ser finalizado sem
gerar todas as colunas. Consequentemente, o passo 3 do AGC descrito na Secao 2.3.2

pode ser alterado para contemplar esse critério de parada, conforme mostra a Figura 3.4.
3.3 Consideracgoes Finais do Capitulo

Este capitulo apresentou a LagClus e um AGC para problemas modelados em grafos de
conflitos. A idéia consiste em dividir o grafo de conflitos em clusters e na LagClus, relaxar
as arestas que conectam os clusters enquanto que no AGC, essas arestas de conexao sao
utilizados no PMR.

Uma instancia pequena do PMCIV foi utilizada para exemplificar a aplicacao da LagClus
e do AGC. Na LagClus os subproblemas sao resolvidos gerando uma solugao relaxada,
mas como parte das restricoes do problema original sao consideradas nos clusters,
essa solucao relaxada esta parcialmente nao violada, indicando que uma heuristica

lagrangeana pode ser utilizada para compor uma solu¢ao viavel para um problema.

Questoes como o fortalecimento da LagClus foram levantadas. Basicamente, o
fortalecimento da LagClus pode ser obtido considerando um ntmero menor de clusters

e a insercao de cortes nos subproblemas.

Por outro lado, os critérios de convergéncia do AGC foram discutidos e indicaram que,
dependendo do problema, heuristicas primais que geram solucoes nao muito boas sao
interessantes para a AGC, porque quando estas sao divididas nos clusters, podem gerar
solucoes boas para cada cluster que combinadas, aceleram o processo de convergencia.
Além disso, a questao da remocao de colunas também foi explorada, indicando os
problemas que podem ocorrer se nao for considerada a estrutura logica embutida na

decomposicao Dantzig-Wolfe aqui apresentada.

Com isso, dado a equivaléncia entre LagClus e AGC mostrada pela equagao 3.25, o
limitante da LagClus pode ser utilizado para parar o processo de geragao de colunas,

podendo reduzir assim, o tempo computacional.
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Nos préximos capitulos serao apresentados resultados computacionais da LagClus e AGC
aplicados em problemas de otimizagao modelados sobre grafo de conflitos. Os resultados
mostraram que tanto a LagClus quanto o AGC sao métodos fortes capazes de fechar

gaps de dualidade em um tempo computacional reduzido.
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CAPITULO 4
ROTULACAO CARTOGRAFICA DE PONTOS

A rotulacao cartografica é uma importante tarefa na cartografia, principalmente nos
sistemas de informagoes geograficas. Rotulos exibem informagoes de objetos em graficos,

diagramas ou mapas cartograficos (Wolff, 1999).

Basicamente, os objetos a serem rotulados podem ser pontos (Ex.: Cidades), linhas (Ex.:
Rodovias) ou dreas (Ex.: Estados). Dentre esses, destaca-se o Problema da Rotulagao
Cartografica de Pontos (PRCP) que é classificado na literatura como NP-Hard (Formann
e Wagner, 1991; Marks e Shieber, 1991) e, segundo Wolff e Strijk (2006), tem recebido

maior atengao por parte dos pesquisadores.

O PRCP consiste em rotular os pontos de um mapa evitando as sobreposigoes (conflitos)
dos rétulos. A Figura 4.1 mostra um mapa no qual sao exibidas algumas sedes municipais
presentes no estado de Sao Paulo. As setas indicam sobreposicoes de rétulos, o que

inviabiliza a leitura.

£
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e 7
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FIGURA 4.1 — Um exemplo de um mapa com rétulos sobrepostos (veja setas).

Considerando as possiveis sobreposicoes de rétulos como um grafo de conflitos, o PRCP
possui ligacao com o PMCIV. Sob esse enfoque, ao modelar o PRCP como um PMCIV,
alguns pontos podem ficar sem seus respectivos rétulos. Entretanto, sob o ponto de vista

cartografico, é interessante que todos os pontos sejam rotulados, mesmo que algumas
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sobreposicoes sejam inevitaveis. Com isso, existem na literatura duas outras abordagens
para esse problema: a primeira considera o Problema do Méaximo Numero de Rétulos Sem
Conflitos (PMNRSC) e a segunda o Problema da Minimiza¢ao do Numero de Conflitos
(PMNC).

Nao se conhece na literatura até o presente momento, uma formulacao matematica de
programacao linear inteira binaria para o PMNRSC, ja o PMNC possui duas formulagoes:
uma baseada nas arestas do grafo de conflitos e outra baseada nos pontos a serem

rotulados. Essas duas formulagoes foram propostas por Ribeiro e Lorena (2004a,b).

O PMNRSC procura maximizar o niimero de pontos rotulados sem conflitos nao levando
em consideracao o aspecto visual do mapa, podendo apresentar areas ilegiveis. Por outro
lado, o PMNC procura rotular todos os pontos, minimizando os conflitos gerados. Essa
ultima abordagem ¢ interessante, pois, se em um mapa os conflitos sao inevitaveis, esses

poderao ser “espalhados” pelo mesmo, reduzindo assim a ocorréncias de areas ilegiveis.
4.1 Padronizacao Cartografica e o Grafo de Conflitos do PRCP

Pela Figura 4.1 pode-se observar nas areas indicadas pelas setas, os conflitos entre os
rotulos. Uma maneira de resolver esse problema seria movimentar os rotulos, afastando-os
uns dos outros. No entanto, os rétulos devem estar préximos dos pontos obedecendo a

uma padronizacao cartografica, o que limita as suas possiveis posigoes.

A padronizagao cartografica mais conhecida é a de Christensen et al. (1995). Ao se definir
essas possiveis localizagoes do rotulo de cada ponto, este problema pode ser formulado
como um problema de OC. A Figura 4.2 mostra um conjunto de 8 possiveis posigoes
para o rotulo de um ponto, conhecidas por posi¢oes candidatas. O nimero presente em
cada uma determina a preferéncia cartografica, sendo a posicao 1 a de maior interesse

para a cartografia.

FanY
N
PARY
A~

() (b)

FIGURA 4.2 — Padronizacao cartografica proposta por Christensen et al. (1995).

Considere um problema em que para cada ponto existem somente 4 posicoes candidatas,
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como mostra a Figura 4.3. O mesmo pode ser facilmente representado por um grafo
de conflitos. Sendo NP o nimero de pontos a serem rotulados e PC o numero de
posicoes candidatas de cada ponto, seja G = (V,A) o grafo de conflitos tal que
V = {v1,v9,...,unpxpc} representa o conjunto das posi¢oes candidatas (vértices) e
A = {(v;,vj) : 4,5 € V,i # j} as possiveis sobreposi¢oes (conflitos). A Figura 4.3(b)
apresenta o grafo de conflitos obtido para o problema da Figura 4.3(a), e na Figura
4.3(c) a solucdo 6tima para esse problema. Para se determinar a qualidade de uma
solucdo, utiliza-se a proporcao de rétulos livres (sem conflitos). No caso da Figura 4.3(c)

tém-se 100% de rétulos livres.
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FIGURA 4.3 — Exemplo de um grafo de conflitos para o PRCP: (a) Posigoes candidatas,
(b) grafo de conflitos e (¢) solu¢ao Gtima.

4.2 Revisao Bibliografica para o PRCP

A primeira abordagem consiste em tratar o PRCP como um PMCIV, desta forma,
varios trabalhos propuseram diferentes algoritmos, assim como técnicas que permitem
reduzir o nimero de restrigoes. Zoraster (1986, 1990, 1991) formulou matematicamente o
PRCP, porém, para lidar com as restri¢oes de conflito, o autor criou posicoes candidatas
ficticias de custo elevado, de tal modo que se nenhuma das reais posicoes candidatas
pudessem ser utilizadas para posicionar um rétulo, a posicao ficticia era entao utilizada.
Zoraster (1990) apresentou uma relaxagao lagrangeana tradicional sobre o conjunto de
restricoes de adjacéncia. Essa relaxacao foi aplicada em instancias pequenas produzindo

bons resultados.

Por outro lado, Strijk et al. (2000) propuseram uma modelagem de programagcao inteira

bindria que usa restricoes de corte para reduzir o numero de restrigoes de conflito
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presentes no modelo de Zoraster (1990, 1991). Essas técnicas de redugao apareceram
antes nos trabalhos de Moon e Chaudhry (1984) e Murray e Church (1997b), e consistem
em utilizar conceitos de cliques, reduzindo assim o numero total de restricoes do
problema original. Strijk et al. (2000) utilizaram uma relaxac¢do de programagao linear
e propuseram um algoritmo Branch-and-Bound para encontrar as solucoes 6timas para
os problemas testados. Devido as dificuldades encontradas, os autores ainda aplicaram
e propuseram varias heuristicas, sendo elas: Simulated Annealing, Busca em Vizinhanca
Diversificada, k-Opt e Busca Tabu. Sendo a Busca Tabu o algoritmo que apresentou os

melhores resultados.

Considerando a segunda abordagem, ou seja, o PRCP como um PMNRSC, Christensen
et al. (1993, 1995) propuseram um método denominado Busca Exaustiva que faz
uma procura por solucoes melhores alternando as posicoes de rétulos previamente
posicionados. Christensen et al. (1995) também propuseram um Algoritmo Guloso com
sucessivas otimizacoes locais e um algoritmo denominado Discrete Gradient Descent que
considera as posigoes alternativas dos rotulos, porém, esse algoritmo, apesar de rapido,

tem dificuldades para escapar de maximos locais.

Verner et al. (1997) aplicaram um Algoritmo Genético com méscara no PRCP. Eles
propuseram uma maneira de trabalhar com as mascaras de modo que, se um roétulo esta
em conflito, sera permitido a troca de posicoes através de cruzamentos e mutagoes. Mais
tarde, Yamamoto et al. (2002) propuseram um algoritmo de Busca Tabu eficiente que

forneceu resultados muito bons quando comparados com a literatura.

Schreyer e Raidl (2004) utilizaram um Sistema de Colonia de Formigas, mas seus
resultados nao foram satisfatérios quando comparados com os obtidos por Yamamoto
et al. (2002). Yamamoto e Lorena (2005) desenvolveram um algoritmo exato para o
PMNRSC e aplicaram o Algoritmo Genético Construtivo proposto por Lorena e Furtado
(2001). O algoritmo exato foi aplicado a instancias de até 25 pontos, pois utiliza
uma estrutura em arvore de busca, o que limitou a sua aplicagdo. Em contrapartida,
o Algoritmo Genético Construtivo foi aplicado a instancias com até 1000 pontos,

fornecendo bons resultados quando comparados com os da Busca Tabu de Yamamoto
et al. (2002).

Alvim e Taillard (2005) aplicaram a metaheuristica POPMUSIC (Partial Optimization
Metaheuristic under Special Intensification Conditions) proposta por Taillard e Voss
(2001), nas instancias propostas por Yamamoto et al. (2002). A idéia bésica do
POPMUSIC ¢ otimizar, localmente, partes da solugao, uma vez que uma solucao viavel

esta disponivel. Essas otimizagoes locais sao entao repetidas até que um minimo ou
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maximo local seja encontrado.

Para o PRCP, Alvim e Taillard (2005) usaram a Busca Tabu proposta por Yamamoto
et al. (2002) como método de busca local. Os resultados obtidos foram melhores que os

propostos por Yamamoto e Lorena (2005).

A terceira abordagem que considera o PRCP como um PMNC, foi introduzida por
Ribeiro e Lorena (2004a,b). O PMNC considera a minimiza¢ao do nimero de conflitos
e, em alguns casos, as solugoes encontradas sao limitantes inferiores para a segunda
abordagem (PRCP como um PMNRSC). Considerando a Figura 4.4, as solugoes
mostradas em (b) e (c), sob o ponto de vista da abordagem dado pelo PMNRSC,
sdo iguais, pois apresentam o mesmo numero de rétulos em conflitos (4). Porém se
considerarmos a representacao em grafo mostrada na figura, a solugao mostrada em
(c) é mais interessante que a mostrada em (b), pois apresenta um nimero menor de
arestas no grafo de conflitos remanescente. O PMNC, no caso de conflitos inevitaveis,
permite “espalhar” mais os rotulos, fornecendo uma melhor visualizagao do mapa como

pode ser visto na Figura 4.4(c).
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FIGURA 4.4 — Comparagao entre o PMNRSC e PMNC.

Como mencionado anteriormente, existem duas modelagens para o PMNC que diferem,
basicamente, no numero de restrigdes de conflitos (adjacéncias) geradas. A segunda
trabalha com pontos e foi inspirada no trabalho de Murray e Church (1997b). Este modelo
reduz consideravelmente o numero de restricoes quando comparado com o primeiro

baseado em arestas.

Recentemente, Cravo et al. (2007) propuseram um GRASP (Greedy Randomized Adaptive
Search Procedure) para o PRCP. Na fase construtiva, uma solugao é construida ponto a
ponto, até que uma solugao viavel seja obtida. Na segunda fase, sao executadas trocas nas
posicoes candidatas, analisando as solugoes geradas sendo que a melhor é armazenada.

Entretanto, os autores mesclaram os conceitos do PMNC com os do PMNRSC. Os
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resultados encontrados foram bem interessantes para as instancias de Yamamoto et al.
(2002), superando os obtidos por Yamamoto e Lorena (2005) e Alvim e Taillard (2005).

O PRCP pode gerar grafos com um alto nimero de arestas, dificultando o processo de

otimizacao por qualquer uma das trés abordagens. Tentando reduzir o grafo de conflitos

gerado por um PRCP, Wagner et al. (2001) apresentaram um método de reducao. Os

autores propuseram trés regras que permitem reduzir a grafo de conflitos sem alterar a

solugao 6tima do problema. Essas regras podem ser assim descritas:

Se p tem uma posicao candidata p; sem qualquer conflito, adicione p; como
parte da solucao e elimine todas as outras posicoes candidatas do ponto p

(veja Figura 4.5(a));

Se p tem uma posicao candidata p; que esta em conflito somente com uma
posigdo candidata g, e ¢ tem uma posicao candidata g; (com j # k) que estd
sobreposta somente por p; (com ! # i), entao adicione p; e ¢; como parte da
solugao e elimine todas as outras posigoes candidatas de p e ¢ (veja Figura
4.5(b)); e

Se p tem somente uma posicao candidata p; restante, e as posicoes candidatas
sobrepondo p; formam uma clique, entao adicione p; como parte da solugao

e elimine todas as posigdes candidatas que conflitam com p; (veja Figura

4.5(c)).

Todas essas regras devem ser aplicadas exaustivamente. Apds eliminar uma posicao

candidata p; qualquer, o procedimento de redugao deve ser aplicado recursivamente na

vizinhanca de p;.
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@ (b) (©)
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FIGURA 4.5 — Regras para reduzir o grafo de conflitos propostas por Wagner et al.

(2001)

A seguir sao apresentadas as duas modelagens matemaéticas propostas para o PMNC.
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4.3 Modelagem Matematica Baseada em Arestas - PMNC*

A modelagem matematica baseada em arestas tem como objetivo minimizar o nimero
de conflitos. Para cada ponto i existe um numero fixo P; de posigoes candidatas. Cada
posicao candidata é representada por uma varidvel binaria x;; tal que 1 = 1,...,N e
Jj =1,...,F;, sendo N o nimero de pontos a serem rotulados. Se z;; = 1 a posicao
candidata j do ponto ¢ serd alocada (receberd o rétulo do ponto i), caso contrario,
x;; = 0. Além disso, a cada posi¢do candidata é associado um custo (uma preferéncia

cartografica) representado por wj ;, conforme descrito na Figura 4.2(b).

Cada posicao candidata x;; possui um conjunto S;; de pares de indices de posigoes
conflitantes com z; ;. Entao S;; é um conjunto de pares de indices (k,t) de posicoes
candidatas xy; que sdo conflitantes com x; ;. Para todo (k,t) € S; ;, onde k € {1,..., N} :
k>iete{l,.., P}, existe uma varidvel bindria v; ; x+ que representa o conflito, uma

aresta no grafo G.

Assim, considerando as informacoes acima, a funcao objetivo do Problema de
Minimizacdo do Numero de Conflitos baseado em Arestas (PMNC®), pode ser

representada por:

S

v(PMNC®) = Min{ >

i=1 j

U}Z’J:IZ'Z'J‘ -+ Z yl;j,k,t (41)

P
=1 (k,t)EeS; 5

Porém, para cada ponto ¢ somente uma posi¢ao candidata deve receber o rétulo do ponto.

Conseqiientemente, o seguinte conjunto de restrigoes pode ser escrito:

P;
J:

Considerando agora os conflitos, ao posicionar um rétulo em uma posicao candidata,
deve-se levar em consideracao as sobreposicoes em potencial existentes, e com isso, um

novo conjunto de restrigoes se faz necessario:

Tij+ Tpp — Yijre <1 Vi=1...N
Vji=1.F (4.3)
(kat) € Si,j
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Assim, a primeira formulacao do PMNC pode ser escrita como:

N P
v(PMNC®) = Min Z W; i 5 + Z Yijk.t (4.4)
=1 j= (k,t)€S;,;
(PMNC?®) Sujeito a:
P;
j=1

Tij+ Tt — Yijrt <1 Vi=1..N
Vi=1.F (4.6)
(kat) € Si,j

Tij, Ter € Yijkt € 10,1} Vi=1..N
Vj=1..P, (4.7)
(k,t) € Sij

A restricao 4.7 garante que todas as varidaveis de decisdo sdo bindrias. Ao minimizar
a funcao objetivo 4.4, as varidveis de conflitos devem ser eliminadas ou minimizadas
(caso nao seja possivel eliminé-las). A formulacao 4.4-4.7 é parecida com a proposta por

Zoraster (1990), porém permite rotular todos os pontos.
4.4 Modelagem Matematica Baseada em Pontos - PMNC?

A segunda formulacao matematica proposta para o PRCP, considera o grafo de conflitos
formado por pontos com arestas indicando que alguma posicao candidata do ponto ¢

possui um potencial conflito com alguma posicao candidata do ponto j.

Essa formulagao foi inspirada no trabalho de Murray e Church (1996) que indica
estratégias para reduzir formulagdes matematicas. Dado que para cada ponto ¢ somente
uma posigao candidata deverd ser usada (receberd o rétulo - restri¢ao 4.5), a restrigdo de
conflitos 4.6 pode ser alterada de modo a representar conflitos entre posicoes candidatas

e pontos ao invés de outras posicoes candidatas.

Seja C; j um conjunto com todos os pontos que possuem ao menos uma posicao candidata
em conflito com a posi¢ao candidata z; ;, e y; ;. um conflito entre a posicao candidata z; ;
e o ponto ¢ € C;; : ¢ > 4. Assim, as restrigoes 4.6 podem ser substituidas pelo seguinte

conjunto de restrigoes:
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Cijlzig + D2
(k,t)ES; 5

Thr— > Yige < |Cijl

CEC»;,]'

(4.8)

Como as restrigoes 4.8 consideram variaveis de conflito que indicam sobreposicoes entre

posicoes candidatas e pontos, a fungao objetivo 4.4 deve ser substituida por:

[

N P
v(PMNC?) = Min ZZ W; ;T + Z Yijc

Assim, a segunda formulagao do PMNC pode ser escrita como:

i=1 j=1

[

CEC@J‘

N P
v(PMNCP) = Min ZZ w; ;55 + Z Yige

(PMNCP) Sujeito a:

i=1 j=1

P;
2wy =1 Vi=
J=1

Cijlzig+ >0

(k?,t)ESiJ‘

$i,j €

CGCZ‘J'

1..N

Thr— O Yige < |Cijl

CGCM

Yije € {0,1}

Vi=1..N
Vj=1..P
CcE OZ'J‘

TABELA 4.1 — Nimero médio de restrigoes geradas.

# de # de
Pontos Instancias PMNC* PMNCP
100 25 202 153
250 25 864 530
500 25 2909 1412
750 25 6181 2481
1000 25 10700 3643
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A Tabela 4.1 apresenta o numero médio de restricoes por classe de problema,
conforme os modelos PMNC® e PMNCP. Os problemas aqui utilizados foram os
propostos por Yamamoto et al. (2002) e estao disponiveis em http://www.lac.inpe.br/
“lorena/instancias.html. A primeira coluna mostra o nimero de pontos, seguida do
numero de instancias, nimero médio de restricoes geradas pelo PMNC® e do nimero
médio de restricoes geradas pelo PMNCP. Percebe-se que este iltimo modelo reduz

significativamente o niimero de restrigoes.
4.5 Relaxagoes Lagrangeanas Consideradas para o PMNC*

O modelo definido em 4.4-4.7 quando aplicado a problemas com até 500 pontos e 4
posicoes candidatas forneceu, com auxilio do CPLEX 7.5 (ILOG, 2001a), as solugoes
otimas em poucos segundos. Em contrapartida, para problemas maiores com 750 e 1000
pontos utilizados por Yamamoto e Lorena (2005), Alvim e Taillard (2005) e Cravo et al.
(2007), os resultados 6timos nao foram obtidos para algumas instancias. Assim, além
da LagClus, algumas relaxagoes lagrangeanas tradicionais foram propostas procurando
resolver o PMNC?.

4.5.1 Relaxacao Lagrangeana Tradicional e LagSur

Semelhante ao que foi feito por Zoraster (1990), a primeira relaxagao considerada foi
uma relaxacao lagrangeana sobre o conjunto de restricoes 4.6. Assim, para um dado

%NC

vetor de multiplicadores lagrangeanos A &€ , onde NC é o numero restrigoes de

conflito definido como:

- Z Z ] (4.14)

uma relaxacao lagrangeana para o PMNC® pode ser definida como sendo:

V(L\PMNC®*) = Min {Z Z (wi,sz',j + X ?/i,j,k,t)

== (kt)ES, 4

(4.15)
P N P
Do Nkt (Tig ¥ Thr — Yijet) — 2D, 2. )\i,j,k:,t}

j=1 (k€S ; i=1j=1 (kt)€S; ;

TiMz

(LA\PMNC*®) Sujeito a 4.5 e 4.7.

O valor 6timo de v (LyPM NC®) é menor ou igual a v(PM NC?) e resulta da solucao do
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problema dual lagrangeano ]\/\4 az {v(L\PMNC*)}, como foi visto no Capitulo 2.

Com relagao ao algoritmo de subgradientes, em uma iteracao k, os subgradientes sao
definidos como g** = :Ef"; + xg’; - %)\?kt —lcomie{l,.,N}, je{l,...,P}e (ki) €
Sij, tal que (mAk,y)‘k) ¢ a solugao 6tima de LyPMNC®. O algoritmo de subgradientes

implementado atualiza os multiplicadores lagrangeanos fazendo A\py1 = Ay — g™ onde
m(ubg—lby)
lo]°

viavel encontrada até a iteracao k, e lby, o melhor limitante dual encontrado também até

0, ¢ o tamanho do passo calculado como 6, = , sendo ubg a melhor solucao

a iteragao k.

Uma solucao relaxada composta de varidaveis de posicoes candidatas e de varidveis de
conflito, também é uma solugao viavel para PMNC® pois o conjunto de restrigoes 4.5
¢é respeitado. Essa solucao viavel é melhorada utilizando a heuristica de busca local

(heuristica lagrangeana) mostrada na Figura 4.6.

Heuristica de Melhoria - HM
1. Armazene em um vetor de conflitos o total de
conflitos para cada posi¢do candi data presente na
sol ugado vi avel ;
2. Para i=1 Até o tanmanho do vetor de conflitos Faca
3. Se Vetor de conflitos[i] # 0 Entéo
4. Procurar entre as possiveis posicoes
candidatas j, a que apresenta o menor nunero
de conflitos coma solugédo vi avel atual
5. Se houver al guma posi ¢do candi data j com nudnero
de conflitos inferior a Vetor de
conflitos[i], trocar a posic¢édo candi data
presente em Sol ugdo viavel[i] por j.
6. Fim Para

FIGURA 4.6 — Heuristica lagrangeana de melhoria (HM) aplicada no algoritmo de
subgradientes

A segunda relaxacdo considerada foi a Lagrangeana\Surrogate (LagSur) (Narciso e
Lorena, 1999).

Novamente o conjunto de restrigoes relaxadas foi o definido em 4.6. Primeiramente, é
feita a relaxacdo no sentido surrogate como descrito por Glover (1968) sobre 4.6, e em
seguida no sentido lagrangeano. Assim, para um dado vetor de multiplicadores A € Y =
uma relaxacao surrogate para PMNC® pode ser encontrada. Em seguida, ao se relaxar a
restricao surrogate encontrada utilizando um multiplicador dual ¢ > 0, pode-se obter a

seguinte relaxacao LagSur do PMNC:
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M=
By

Il
—

2

v(LS,PMNC*) = Min {

J

(wi,jxi,j + > yi,j,k,t) +
N P P; .
L2220 2 ikt (Tig + The — Yijiks) — Z Yo ik

i=1j=1 (k,t)eS; i=1j=1(kt)€S;

(LS;PMNC“) Sujeito a 4.5 e 4.7.

Uma caracteristica interessante dessa relaxacao é que para t = 1 obtém-se a relaxacao
lagrangeana mostrada anteriormente. Para o vetor A fixo, o melhor valor para ¢ pode ser

calculado resolvendo-se o seguinte problema dual:

v(D}), = Mazv (LsipaNCe?) (4.17)

O valor 6timo v (D ) geralmente, ¢ um limitante melhor que o obtido pela relaxacao
lagrangeana nas primeiras itera¢oes (Senne e Lorena, 2000). Senne e Lorena (2000)
descrevem um algoritmo de busca dicotomica que aproxima o melhor valor de t. Sendo
t* esse melhor valor, se para um dado nimero de iteracoes do algoritmo de subgradientes
o valor de t* repete, entao esse valor é mantido fixo até o final do procedimento e a
busca nao é mais executada. Em uma iteracao k, os multiplicadores sao atualizados

como descrito anteriormente para LyPMNC.

A LagSur também foi aplicada sobre o conjunto de restrigoes 4.5. Da mesma forma, dado
um vetor de multiplicadores A € RV, obtém-se uma relaxacdo surrogate para PMNC®
que pode ser relaxada novamente no sentido lagrangeano utilizando um multiplicador

dual ¢ irrestrito, obtendo assim uma nova relaxacao LagSur que pode ser expressa como:

HMZ

v(LS,PMNC®) = Min {

(LS;PMNC?2) Sujeito a 4.6 e 4.7.

Z (wi,jxi,j + > yz',j,k,t>+
(k‘,t)ESi,‘j (418)

Agora, os subgradientes sao g™ = Z :B’\’“ —1Vi=1,...,N, e o método de subgradientes
7j=1
atualiza os multiplicadores \; como mostrado anteriormente, porém a melhor solucao

viavel agora considerada no calculo do passo deve ser obtida pela heuristica HM

executada apds uma heuristica de construcao como a mostrada na Figura 4.7. Isto porque,
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ao relaxar as restrigoes 4.5 nao existem garantias de que uma solugao relaxada seja viavel

para o problema original.

Heuristica de Construcédo - HC
1. Preencha o vetor da solucgédo viavel com zeros
2. Para i=1 Até N Faca
3. Procure em solugdo rel axada todas as posi ¢cdes
candi datas diferentes de zero para o ponto i
4. Sel ecione para a solucgdo vi avel na posicdo i, a
posi ¢do candidata j com o nmenor nunmero de
conflitos comos el enentos da sol ucdo vi ave
corrente sendo construida. Em caso de igual dade
sel eci onar aquel a que possui o nenor conjunto S ;.
5. Se nenhunmm posi¢do candidata j para o ponto i
esta na solucéo rel axada, escol her a posi¢éo
candi data que apresentar o nenor conjunto
S j

6. FimPara

FIGURA 4.7 — Heuristica de Construgao (HC) aplicada no algoritmo de subgradientes.
4.5.2 LagClus para o PMNC*

A LagClus para o PMNC* foi aplicada conforme mostra o exemplo da Figura 4.8. Nesse
exemplo, o grafo do problema é particionado em dois clusters. Ao se dividir sao formados
dois subproblemas menores que o problema original. Repare que neste grafo somente os

conflitos entre posicoes candidatas sao considerados como arestas.

a ust<‘1
11 p
o
L J
@
° o AN
Cluster 2
(a) (b)
Cluster 1 a ust<A1
(] g\:/'
Cluster 2 Cluster 2
(c) (d)

FIGURA 4.8 — Particionamento do grafo de conflitos. (a) Problema, (b) grafo de conflitos
e os clusters, (c) arestas entre clusters, e (d) subproblemas gerados.
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Sendo assim, a LagClus pode ser entao aplicada da seguinte maneira no PRCP:

a) Aplique uma heuristica de particionamento para dividir G em P partes,

formando P clusters:;

b) Com dois multiplicadores distintos, relaxe, no sentido lagrangeano, todas as
restricoes 4.5 e o grupo das restrigoes de conflito que correspondem as arestas

entre clusters;e
c¢) A relaxacio lagrangeana resultante pode ser decomposta em P subproblemas

e resolvida.

Reescrevendo a formulagao de forma conveniente, o PMNC® pode ser assim representado:

P
v(PMNC®) = Min{ > (2" +y") +§ (4.19)
p=1
(PMNC*®) Sujeito a:
_ | -
- . x
A Ay Ap Ay [ ]
Dy 0 0 Y
0 Dy -+ 0 0 .5 | =R (4.20)
0 Dp 0 y
L i
ey e {0,1Mlvpe{l, ., P} eyeci{01}M (4.21)

Sendo:

e 1, um vetor de variaveis de decisao (posigoes candidatas) associadas ao cluster

b;

e 1y, um vetor de varidveis de conflito associadas as restrigoes de sobreposicao

presentes no cluster p;

e 7 um vetor de variaveis de conflito associadas as M restrigoes de conflitos que

possuem vértices em diferentes clusters;
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e A, uma matriz que representa os coeficientes das varidveis associados ao
cluster p que aparecem nas M restricoes de conflito entre clusters e nas N

restricoes de igualdade 4.5;

e Ay uma matriz que representa os coeficientes das varidveis de conflito entre

clusters;

e [DP uma matriz que representa os coeficientes das variaveis associadas ao

cluster p que aparecem nas restri¢oes de conflitos do cluster p;

e R um vetor com os coeficientes do lado direito das restri¢coes definidas em 4.5
e 4.6; e

e =~ operadores relacionais = ou < que dependem das respectivas restrigoes.

Assim, relaxando no sentido lagrangeano as restricoes geradas pelas matrizes AP e Ay,
com os multiplicadores A assim divididos: A;5 .y € ¥ associados as N restrigoes de
igualdade 4.5 e Ayy1 n+2. N+m € Jy as M restricoes de conflito 4.6 entre clusters, o
modelo 4.19-4.21 pode ser decomposto em P subproblemas tal que cada subproblema p

pode ser assim descrito:

v(PMNCP®), = Min{(1+A™X\)z” +y": 2P e y* € D,,} (4.22)

Portanto, a LagClus pode ser assim definida para o PMNC*:

P N+M
V(LG\PMNC®) =Y o(PMNC"), + Min{(1 — A"\)g} = > Ry, (4.23)
p:l m=1

Note que o termo Min {(1 — AT@)\)gj} pode ser resolvido sem maiores problemas por
inspecao. Os subgradientes agora devem ser calculados conforme o tipo de restricao
e o algoritmo de subgradientes deve ser alterado para contemplar os dois tipos de
multiplicadores aqui considerados: os associados as restrigoes de igualdade definidas em
4.5 que devem ser irrestritos e os associados as restricoes de conflito 4.6 entre clusters

que devem ser maiores ou iguais a zero.
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4.6 Relaxacoes Lagrangeanas Consideradas para o PMNCP

Como feito para o modelo baseado em posicoes candidatas, o CPLEX 7.5 com o modelo
PMNCP? foi aplicado nas instancias propostas por Yamamoto et al. (2002). Novamente,
instancias com até 500 pontos foram resolvidas em poucos segundos. Por outro lado, com
instancias maiores, o CPLEX 7.5 novamente nao conseguiu encontrar a solucao 6tima

dos problemas.

As relaxacoes da Secao 4.5, exceto a LagClus, foram aplicadas no modelo PMNCP e os

resultados foram semelhantes aos obtidos com o modelo PMNC?.

Como o modelo PMNCP? é baseado em pontos, a LagClus pode ser explorada de uma

outra maneira, conforme mostrado a seguir.
4.6.1 LagClus para o Modelo PMNCP

A LagClus foi aplicada no PRCP utilizando o modelo PMNCP, entretanto, como esta
formulacao é baseada em pontos, o particionamento foi feito de maneira diferente do
apresentado na Segao 4.5.2. Considere a Figura 4.9 na qual em (a) é mostrado o problema

e em (b) o grafo de conflitos obtido, assim como na Figura 4.8(a) e (b).

Eq% ]

(@) ® (b (© Cluster 2
Cluster 2 g Cluster 2 Cluster 2
Cluster l Cluster 1 Cluster 1
(d) (e) U]

FIGURA 4.9 — Exemplo de aplicagao da LagClus para a formulagao baseada em pontos.

Porém, observando que as posicoes candidatas de cada ponto formam uma clique e que o

PMNCP? é um modelo baseado em pontos, a técnica de contracao de vértices (Goldbarg
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e Luna, 2005) foi aplicada para gerar um grafo de conflitos entre pontos. Este método
consiste em agrupar todas as posicoes candidatas do ponto ¢, formando um tnico vértice

(ponto), veja Figura 4.9(c).

Aplicando sobre o grafo de conflitos entre pontos a técnica de particionamento de grafos,
clusters sao obtidos (veja Figura 4.9(c)). Apés esta etapa, as contragoes sdo expandidas
gerando novamente o grafo de conflitos original (Figura 4.9(d)), surgindo as arestas entre
clusters (Figura 4.9(e)) e os subproblemas (Figura 4.9(f)). Observe que esta técnica é
semelhante ao processo de divisao utilizado nos algoritmos de particionamento de grafos

multi niveis, apresentado no Capitulo 2.

A contracao dos vértices permite que nos subproblemas aparecam as restrigoes 4.11, e
com isso, nao precisam ser relaxadas. Por outro lado, observa-se na Figura 4.9(e) as

arestas entre “pontos” que devem ser relaxadas.

Como as restrigoes 4.11 sao respeitadas, durante o algoritmo de subgradientes somente a

heuristica HM deve ser utilizada para melhorar uma solucao relaxada dada pela LagClus.
4.6.2 Modelo Matematico da LagClus para o PMINC?P

Apbs o particionamento mostrado (contragao - particionamento - expansao) e sendo P
o numero de clusters obtidos, o PMNCP pode ser escrito conforme o modelo 4.19-4.21
porém aqui A, é uma matriz que representa os coeficientes das varidveis associados ao
cluster p que aparecem nas M restricoes de conflito entre clusters. Veja que nao aparece
as N restricoes de igualdade definidas em 4.5, por que agora elas aparecem nas matrizes
D,,. Note também que R agora é um vetor com os coeficientes do lado direito das restrigoes
4.11 e 4.12 ao invés de 4.5 e 4.6.

Novamente, as restrigoes geradas pelas matrizes AP e Ay sao relaxadas, mas com
multiplicadores A € RY. A relaxagio obtida, denominada aqui LG\PMNCP, pode
ser decomposta em P subproblemas, sendo cada um expresso matematicamente como

mostrado em 4.22, consequentemente, a LagClus pode ser assim definida para o PMNCP:

o]l

M:

V(LG\PMNC?) =Y " o(PMNC?), + Min {(1 - A"7)\)g

p:l m=1

(4.24)

A Figura 4.10 ilustra como proceder com o modelo PMNCP apds a aplicagao da LagClus.
No exemplo mostrado, repare que, como a LagClus foi aplicada sobre o grafo de conflitos

entre pontos, a formulacao 4.10-4.13 pode ser aplicada nos clusters e com isso, somente
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parte da restricao com vértices em diferentes clusters é relaxada. Compare a “Restrigao

com vértices em diferentes clusters” e a “Restrigao a ser relaxada”, presentes na Figura
4.10.

4.7 Algoritmo de Geracao de Colunas para o PMNC

Considerando a divisao do grafo de conflitos em P clusters e aplicando a decomposicio
Dantzig-Wolfe (DW) sobre a relaxacdo de PL da formulacdo 4.19-4.21, obtém-se o
seguinte PMR:

P
v(PMNCpw)pr, = Min Z Z WPy + (4.25)
p=1 jeJp

(PMNCpw)pr Sujeito a:

b2 Jp
Z Z +y~R (4.26)
iy y
> Np=1vpefl,.. P} (4.27)
J€Jp
Nip>0vpe{l,...P},j€J, (4.28)

Sendo:

e )\, uma varidvel que representa o ponto extremo j € J,,, ou seja, representa

J,P
x
uma solucao viavel [ ] do cluster p;
Y

e J, um conjunto de pontos extremos do cluster p; e

e w/? o custo da solugdo x; do subproblema p;

Essa decomposicao pode ser aplicada nos modelos PMNC* e PMNCP. Repare que
o modelo 4.25-4.28 tem a mesma estrutura do modelo 3.20-3.23, entretanto aqui
as restrigdes podem ser de igualdade e/ou menor ou igual, dependendo do modelo
considerado (PMNC® ou PMNCP).
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para o modelo PMNCP.

FIGURA 4.10 — Um exemplo para ilustrar as variaveis e matrizes presentes na LagClus



Os P subproblemas sdo os mesmos mostrados em 4.22, entretanto, os multiplicadores

duais (A) correspondem as restrigoes 4.26:

v(PMNC), = Min {(1+ AgA) +y’aP ey’ €D Vp=1,... P (4.29)

Para o PMR 4.25-4.28, uma nova coluna fornecida pelo p-ésimo cluster deve ser inserida
no PMR se v(PMNC), — 3, < 0 sendo (3, a varidvel dual correspondente a p-ésima

restricao de convexidade 4.27.

Sendo assim, a partir do PMR, as equacoes 4.23 e 4.24 podem ser assim reformuladas,

respectivamente:
P N+M
v(LGAPMNC®) =Y v(PMNC®), + Min {(1— ATA)g} — Y R,A,  (4.30)
p:l m=1
p M

v(LGAPMNCP) =Y "v(PMNC?), + Min {(1— AT"A)g} = Y " Rn,A,  (431)

p=

3
1§

4.8 Resultados Computacionais

Os testes computacionais foram realizados com as instancias propostas por Yamamoto
et al. (2002), citadas anteriormente, em um computador equipado com um processador
Pentium IV 2,66 GHz e 512 MB de meméria RAM.

Como considerado em Zoraster (1990), Verner et al. (1997), Yamamoto e Lorena (2005),
entre outros, em todos os problemas nao foram consideradas preferéncias cartograficas,
ou seja, considera-se custo ou penalidade igual a 1 para todas as posigoes candidatas,

sendo o nimero total dessas posicoes igual a 4.
4.8.1 Resultados Computacionais Sem a Reducao do Grafo de Conflitos

Inicialmente serao apresentados os resultados computacionais sem a reducao proposta por
Wagner et al. (2001). Essa estratégia permite avaliar o comportamento das relaxagoes
e das decomposicoes de Dantzig-Wolfe, no pior caso, ou seja, com o grafo de conflitos

completo.
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4.8.1.1 Comparacao entre os Modelos PMNC* e PMNC?

Inicialmente foram realizados experimentos com o CPLEX 7.5 considerando os dois

modelos aqui apresentados, ou seja, PMNC* e PMNCP. Os resultados médios estao

mostrados nas Tabelas 4.2 e 4.3, sendo que as colunas indicam:

Prob. - Numero de pontos que devem ser rotulados;
LB - Melhor limite inferior (dual) encontrado;
UB - Melhor limite superior encontrado (melhor solugao vidvel encontrada);

GAP (%) - Desvio percentual entre os limitantes superior e inferior calculado

como: Gap = (%) x 100;

# de Instancias Resolvidas - Numero de instancias resolvidas de forma exata

pelo CPLEX 7.5;
Tempo (s) - Tempo computacional total médio em segundos;

# de Rotulos Sobrepostos - Nimero médio de rétulos sobrepostos na melhor

solugao viavel encontrada; e

Propor¢ao de Rétulos Livres (%) - Percentual médio de rétulos livres

N— # de Rotulos Sobrepostos
calculados como: ~ x 100.

TABELA 4.2 — Resultados médios do CPLEX 7.5 com o modelo PMNC?.

# de # de Proporgao

Prob. LB UB GAP (%) Instancias Tempo (s) Rétulos de Rétulos

Resolvidas Sobrepostos  Livres (%)
100 100,00 _ 100,00 0,00 25 0,02 0,00 100,00
250 250,00 250,00 0,00 25 0,06 0,00 100,00
500 500,84 500,84 0,00 25 3,12 1,68 99,67
750 756,13 759,36 0,42 9 6586,88 18,40 97,55
1000 1005,76 ~ 1048,88 4,11 0 5258,98 90,76 90,92

TABELA 4.3 — Resultados médios do CPLEX 7.5 com o modelo PMNCP.

# de # de Proporgao

Prob. LB UB GAP (%) Instancias Tempo (s) Roétulos de Rétulos

Resolvidas Sobrepostos  Livres (%)
100 100,00 100,00 0,00 25 0,03 0,00 100,00
250 250,00 250,00 0,00 25 0,06 0,00 100,00
500 500,84 500,84 0,00 25 0,74 1,68 99,67
750 757,25 759,12 0,25 12 9625,92 17,84 97,62
1000  1010,37 1051,92 3,04 0 6683,30 97,12 90,29
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O CPLEX 7.5 foi utilizado até resolver a instancia ou parar por falta de memoria.

Os resultados mostrados nas tabelas indicam que para instancias de até 500 pontos, o
CPLEX 7.5 fornece resultados semelhantes com os dois modelos. Porém, para instancias
com 750 e 1000 pontos, o modelo PMNCP apresenta melhores resultados, resolvendo de
forma otima 12 instancias das 25 propostas com 750 pontos, contra 9 do modelo PMNC*
(veja Tabela 4.2). Agora note que com 1000 pontos, o CPLEX 7.5 ndo encontrou nenhuma

solugao 6tima.

A seguir, sao apresentados os resultados das relaxagoes consideradas neste capitulo para
o modelo PMNC*.

4.8.1.2 Resultados das Relaxacoes Lagrangeana, LagSur e LagClus para o
PMNC*

O algoritmo de subgradientes descrito por Narciso e Lorena (1999) foi aqui implementado
para resolver o dual lagrangeano de todas as relaxagoes. O controle utilizado para o
parametro 7 (passo) foi o mesmo proposto por Held e Karp (1971). Inicia-se com o valor
2 e se durante 15 iteragoes o valor do limitante superior nao decrescer, 7 ¢ dividido pela

metade. As condicoes de parada consideradas foram:

a) m<0,005;
b) (Ubk — lbk) < 1;
o) fg|[F=0;e

d) o algoritmo de subgradientes também ¢ finalizado quando uma solugao sem

conflitos é encontrada.

As Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6 apresentam os resultados médios obtidos para Ly\PMNC® e
LStPMNCaf. As colunas indicam:

e v - Solucao 6tima do problema definido em 4.4-4.7, obtida usando o CPLEX
7.5;

e LB - Melhor limitante inferior (dual) encontrado;
e UB - Melhor limitante superior, ou seja, melhor solucao viavel encontrada;

e Gap UB (%) - Desvio percentual do melhor limitante superior encontrado em

relagao a solugao 6tima, calculado como: Gap UB = (UBU—’”) * 100 ;
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e Gap LB (%) - Desvio percentual do melhor limitante inferior encontrado em

relagao & solucao 6tima, calculado como: Gap LB = (“=£E) %100 ;
e Iteracoes - Numero de iteracoes utilizadas pelo algoritmo de subgradientes;
e Tempo (s) - Tempo computacional total em segundos.

A procura pelo melhor multiplicador ¢ descrita por Senne e Lorena (2000) conduziu ao
valor zero em LS, PMNC1. Esse fato era esperado, pois toda informacao sobre os conflitos
(variaveis y; ; ;1) foi relaxada. Com isso, alguns valores para ¢ foram pré-fixados: 0,25; 0,5
e 0,75.

Para os problemas com 750 e 1000 pontos, as solugoes étimas nao foram obtidas.
Instancias com 100 e 250 pontos sao simples, uma solucao totalmente sem conflito é
encontrada rapidamente, com isso, o algoritmo de subgradientes para em limitantes
inferiores ruins, conseqiientemente os limitantes inferiores e os Gaps nao foram
calculados, sendo substituidos por NC (Nao calculado). A mesma situacdo ocorreu em
algumas instancias com 500 pontos. Portanto, os resultados mostrados nas Tabelas 4.4,
4.5 e 4.6 correspondem aos problemas em que o processo de otimizagao encontra uma

das trés primeiras condigoes de parada do algoritmo de subgradientes.

TABELA 4.4 — Resultados médios para o limitante inferior das relaxagoes lagrangeana
e LagSur sobre as restrigoes 4.6.

LB - Limitante Inferior GAP LB (%)
Prob. v L,PMNC* LS,PMNC* L,PMNC* LS,PMNC*
£=0,25 t=050 t=0,75 £=0,25  t=0,50 t=0,75
100 100,00 NC NC NC NC NC NC NC NC
250 250,00 NC NC NC NC NC NC NC NC
500 500,84 498,20 493,46 496,91 499,45 0,53 1,48 0,80 0,28
750 - 749,98 743,42 748,74 749,98 - - - -
1000 - 999,93 997,04 999,93 999,95 - - - -

TABELA 4.5 — Resultados médios para o limitante superior das relaxagoes lagrangeana
e LagSur sobre as restrigoes 4.6.

UB - Limitante Superior GAP UB (%)
Prob. v* L,PMNC* LS,PMNC* L,PMNC* LS,PMNC“
t=0,25 t=0,50 t=20,75 t=0,25 t=0,50 t=0,75
100 100,00 | 100,00 100,00 100,00 100,00 0.00 0.00 0,00 0,00
250 250,00 250,00 250,00 250,04 250,00 0,00 0,00 0,02 0,00
500 500,84 | 503,92 502,88 503,16 503,80 0,61 0,41 0,46 0,59
750 - 774,44 771,80 772,68 774,44 - - - -
1000 - 1086,44 1075,64 1079,24 1086,40 - - - -
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Considerando a Tabela 4.4, os Gaps dos limitantes inferiores variaram de 0,28% a 1,48%.
Na Tabela 4.5, os Gaps encontrados para os limitantes superiores variaram de 0,00% a
0,61%. LS,PMN o apresentou resultados melhores para os dois Gaps avaliados. Os
tempos computacionais variaram de 0 a 19,60s para ambas as relaxages (veja Tabela
4.6).

Os resultados obtidos para LS,PMNC? estao mostrados na Tabela 4.7. O CPLEX 7.5

foi utilizado para resolver os problemas de programacao linear inteira binéria.

O limitante da relaxacao LS, PMNC? & mais “forte” que os fornecidos pelas relaxacoes
L\PMNC* e LStPMNC“?, pois toda informacao sobre conflitos permanece no problema
relaxado. No entanto, os resultantes nao foram interessantes. Somente o limitante inferior
foi melhorado, e os tempos computacionais aumentaram consideravelmente. Os limitantes
superiores nao foram melhores, e os problemas com 500, 750 e 1000 pontos nao puderam

ser resolvidos em 7200 segundos de execucao do algoritmo de subgradientes.

TABELA 4.6 — Iteracoes e tempos computacionais das relaxacoes lagrangeana e LagSur
sobre as restricoes 4.6.

Iteragoes Tempo (s)
Prob. | L, PMNC* LS,PMNC v*  L,PMNC*® LS,PMNC"
t=0,25 t=050 t=0,75 t=0,25 —0,50 t=0,75
100 1,16 1,16 1,16 1,16 0,02 0,00 0,00 0,00 0,04
250 9,48 2,36 7.72 268 | 0,06 0,00 0,00 0,04 0,00
500 146,00 140,24 134,48 146,20 | 3,12 2,76 2,64 2,64 2,88
750 146,00 146,00 146,00 146,00 - 8,48 8,44 8,40 8,56
1000 146,00 146,00 146,00 146,00 | - 19,32 19,60 19,52 19,08

TABELA 4.7 — Iteracoes e tempos computacionais da LagSur sobre as restricoes 4.5.

Tempo (s)
Prob. v* LB UB Gap UB Gap LB Iter. v* LStPMNC“Q
(%) (%)
100 100 NC 100 0,00 NC 1,00 | 0,02 0,16
250 250 NC 250 0,00 NC 1,48 | 0,06 0,92

A dltima relaxacao aplicada para o PMNC® foi a LagClus. A Tabela 4.8 mostra
informacoes referentes ao particionamento para cada classe de problemas. A primeira
coluna diz respeito ao problema, seguida do niimero de vértices presentes no grafo de
conflitos, do nimero de clusters considerado, e por ultimo de forma aproximada, do

nimero de vértices presentes em cada cluster.
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Na Tabela 4.9 estao mostrados os resultados obtidos com a LagClus. O particionamento
foi realizado com o METIS de Karypis e Kumar (1998b), e os subproblemas foram
resolvidos usando o CPLEX 7.5. A coluna “Gap %” foi calculada na seguinte maneira:

Gap = (Y=L % 100.

TABELA 4.8 — Informagoes sobre o particionamento realizado para a LagClus com o
modelo PMNC*.

Prob. # de # de # Médio de Vértices
Posigoes Clusters em cada cluster
Candidatas
100 400 4 100
250 1000 10 100
500 2000 20 100
750 3000 25 120
1000 4000 60 67

TABELA 4.9 — Resultados médios obtidos com a LagClus sobre o PMNC*.

# de # de Proporgao

Prob. LB UB GAP LB GAP UB GAP (%) Instancias Tempo Rétulos de Rétulos

% % Resolvidas (s) Sobrepostos Livres (%)
100 100,00 100,00 0,00 0,00 0,00 25 0,16 0,00 100,00
250 250,00 250,00 0,00 0,00 0,00 25 2,36 0,00 100,00
500 498,43 501,52 0,76 1,14 0,61 25 82,72 3,08 99,38
750 74941 767,08 - - 2,30 0 337,80 33,56 95,53
1000 1002,11 1070,60 - - 6,39 0 817,00 135,32 86,47

Os problemas com 750 e 1000 pontos, foram resolvidos em média em 337,80 e 817,00s,
respectivamente. Pode-se observar que os limitantes inferiores e superiores foram, em
geral, melhores que os obtidos pelas demais relaxacoes. Os Gaps superiores variaram de
0,00% a 1,14%, e os inferiores de 0,00% a 0,76%. Para instancias com 1000 pontos, o

limitante trivial imposto pelo nimero de pontos, foi ultrapassado.

Se a Tabela 4.9 for comparada com as Tabelas 4.2 e 4.3, o CPLEX 7.5 apresenta limitantes
melhores que a LagClus para os problemas com 750 e 1000 pontos, porém em um tempo
computacional maior. Como o CPLEX 7.5 com o modelo PMNCP apresentou os melhores
resultados, é de se esperar que a LagClus para este modelo forneca solugoes melhores

que a LagClus com o modelo PMNC*.
4.8.1.3 Resultados da LagClus para o PMNC?

Como mencionado na Secao 4.6, as relaxacoes LyPMNCP, LS,PMNCP? e LS,PMNCP2
apresentaram comportamentos semelhantes dos mostrados nas Tabelas 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7,

consequentemente optou-se por nao apresenta-los aqui.
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A Tabela 4.10 apresenta informagoes sobre o particionamento da LagClus para o PMNCP.
Note que o total de clusters adotado para cada tipo de problema, estd diferente do
apontado na Tabela 4.8, isso porque no PMNCP o grafo particionado é um grafo de

conflitos entre pontos que é bem menor que o de posicoes candidatas do modelo PMNCP?.

TABELA 4.10 — Informagoes sobre o particionamento realizado para a LagClus com o
modelo PMNCP.

Prob. # de # de # Meédio de Vértices
Posigoes Clusters em cada cluster
Candidatas
100 400 2 200
250 1000 2 500
500 2000 2 1000
750 3000 10 300
1000 4000 25 160

TABELA 4.11 — Resultados médios obtidos com a LagClus sobre o PMNC*.

# de # de Proporgao

Prob. LB UB GAP LB GAP UB Gap (%) Instancias Tempo Rétulos de Rétulos

% % Resolvidas (s) Sobrepostos Livres (%)
100 100,00 100,00 0,00 0,00 0,00 25 0,12 0,00 100,00
250 250,00 250,00 0,00 0,00 0,00 2 0,12 0,00 100,00
500 50084 50084 0,00 0,00 0,00 25 0,40 1,68 99,67
750 758,09 758,96 - - 0,12 21 53,84 17,60 97,65
1000  1030,07 1047,32 - - 1,64 0 3445,40 90,16 90,98

TABELA 4.12 — Resultados médios da LagClus sobre o PMNCP? variando o ntimero de
clusters para os problemas com 1000 pontos.

Numero de # de Proporgao
clusters LB UB GAP (%) Tempo (s) Rétulos de Rétulos
Sobrepostos Livres
20 1031,23  1044,80 1,30 3842,84 85,80 91,42
25 1030,07 1047,32 1,64 3445,40 90,16 90,98
30 1026,81  1049,16 2,13 734,80 93,56 90,64

A Tabela 4.11 apresenta os resultados da LagClus para o PMNCP. Percebe-se que esses
resultados sao melhores que todos os apresentados anteriormente, inclusive melhores que

os do CPLEX 7.5.

Tentando resolver de forma O&tima as instancias com 1000 pontos e mostrar o
comportamento da LagClus quando o numero de clusters varia, novos experimentos
foram realizados e os resultados estao mostrados na Tabela 4.12. Como esperado, quando

o numero de clusters é reduzido, o tempo do algoritmo de subgradientes aumenta (os
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subproblemas se tornam mais complicados de serem resolvidos), porém os limitantes
fornecidos sao melhores. Agora de maneira contraria, quando o numero de clusters

aumenta, o tempo do algoritmo de subgradientes reduz e os limitantes se tornam ruins.
4.8.2 Resultados Computacionais Com a Redugao do Grafo de Conflitos

A Tabela 4.13 mostra a reducao imposta aos problemas apdés o método de reducao de
Wagner et al. (2001). As colunas indicam valores médios do nimero de vértices (|V]), de
arestas (|A|), de pontos fixados pelo processo (Pontos rotulados), do percentual relativo

a reducao de vértices (Redugao de vértices (%)) e de arestas (Reducao de arestas (%)).

O método de Wagner et al. (2001) foi mais efetivo nas instancias com 100 e 250 pontos,

gerando em muitos casos, solugoes sem conflitos.

TABELA 4.13 — Informagoes sobre o processo de reducao do grafo de conflitos.

Grafo de Conflitos Grafo de Conflitos
Original Reduzido
Prob. Pontos Reducao de Reducgao de
V| |A] Rotulados Vértices Arestas
100 400 102,28 98,52 98,52 90,66
250 1000 614,00 229,60 91,84 74,95
500 2000 2409,44 344,36 68,87 46,43
750 | 3000 5431,68 347,84 46,38 29,08
1000 4000 9700,92 276,36 27,64 16,24

4.8.2.1 Resultados Computacionais Com a Redugao do Grafo de Conflitos

Como os resultados computacionais mostraram que o modelo PMNCP fornece resultados
melhores que o PMNC“, os testes aqui apresentados consideram somente o modelo

PMNCP.

TABELA 4.14 — Resultados médios do CPLEX 10 com o modelo PMNC? usando grafos

reduzidos.
# de # de Proporgao
Prob. LB UB GAP (%) Instancias Tempo (s) Rétulos de Rétulos
Resolvidas Sobrepostos  Livres (%)
100 100,00 100,00 0,00 25 0,00 0,00 100,00
250 250,00 250,00 0,00 25 0,01 0,00 100,00
500 500,84 500,84 0,00 25 0,14 1,68 99,67
750 757,10 758,92 0,24 14 5517,12 17,60 97,65
1000  1004,87 104288 3,64 0 4504,52 83,12 91,69

Sendo assim, a Tabela 4.14 mostra os resultados do CPLEX 10 (ILOG, 2006b) com os
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grafos reduzidos. Novamente, o CPLEX foi utilizado até resolver a instancia ou parar

por falta de memoria.

Considerando a Tabela 4.14 note que, mesmo com uma versao mais recente do solver
e grafos reduzidos, o CPLEX ainda nao resolve nenhuma instancia com 1000 pontos
e apenas 14 com 750 pontos. A proporcao de rétulos livres aumentou em relacao aos
demais experimentos apresentados, mas por outro lado, o tempo computacional continua

elevado, variando de 0,00 a 5517,12 segundos.
4.8.2.2 Resultados da LagClus para o PMNC? Usando Grafos Reduzidos

Como a LagClus apresentou melhores resultados que as demais relaxagoes, optou-se

somente em utiliza-la sobre o grafo de conflitos reduzido.

Considerando o mesmo nimero de clusters apresentados na Tabela 4.10, a Tabela 4.15
apresenta os resultados da LagClus para o PMNCP? utilizando grafos reduzidos, sendo

que os subproblemas foram resolvidos com o CPLEX 10.

TABELA 4.15 — Resultados médios da LagClus com o modelo PMNC? sobre os grafos

reduzidos.
# de # de Proporgao
Prob. LB UB GAP LB GAP UB Gap (%) Instancias Tempo Rétulos de Rétulos
% % Resolvidas (s) Sobrepostos Livres (%)
100 100,00 100,00 0,00 0,00 0,00 25 0,02 0,00 100,00
250 250,00 250,00 0,00 0,00 0,00 25 0,04 0,00 100,00
500 500,84 500,84 0,00 0,00 0,00 25 0,12 1,68 99,67
750 758,92 758,92 0,00 0,00 0,00 25 457 17,56 97,66
1000  1036,93 1047,32 - - 0,21 7 1238,82 76,10 92,39

Assim como aconteceu com o CPLEX, a LagClus também forneceu melhores solugoes
com grafos reduzidos. Para problemas com 750 pontos, ela resolveu todas as instancias
(25) contra 21 da LagClus sobre o grafo original (Tabela 4.11) e 14 com o CPLEX 10
sobre o grafo reduzido (Tabela 4.14).

Considerando agora os resultados encontrados para os problemas com 1000 pontos, a
LagClus com grafos reduzidos foi capaz de encontrar a solugao 6tima de 7 instancias
contra nenhuma do CPLEX (Tabela 4.14) e nenhuma da LagClus sobre o grafo original
(Tabela 4.11). Repare também que o tempo computacional foi menor e que a propor¢ao

de rétulos livres aumentou.
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4.8.3 Resultados Computacionais do AGC

Nesta secao sao apresentados os resultados computacionais do AGC com o modelo
PMNC? e grafos reduzidos, uma vez que dessa maneira, a LagClus produziu os melhores

limitantes.

A Figura 4.11 descreve o processo de geracao de colunas utilizado que se encerra quando
nenhuma outra coluna ¢é inserida no PMR. Note que apds o processo de geracao de
colunas, o PMR ¢é transformado em um problema inteiro e resolvido com o CPLEX.
Conforme Desrosiers e Litbbecke (2005), este processo pode ser considerado como sendo

uma heuristica.

Para o AGC, foi utilizado o mesmo particionamento mostrado na Tabela 4.10 e tanto os

subproblemas quanto o PMR, foram resolvidos usando o CPLEX 10.

|
1 Resolver PMR

PMNC
Formulagdo (4.4)-(4.7)
ou (4.10)-(4.13)

Resolver os subproblemas
gerando novas colunas e obter o
limitante da LagClus com as
variaveis duais do PMR

Inserir novas colunas
no PMR

Aplicar a decomposicdo
Dantzig-Wolfe (D-W)

A

Existem novas colunas
com custo reduzido negativo
e V(PMNCpy)p. Nd0 atingiu o
limitante da LagClus?

Sim

PMNCp,,
Formulagao (4.25)-(4.28)

o Algoritmo de Geracéo de Colunas
Gerar 0 conjunto inicial de e i
colunas para o PMR com a }7

heuristica mostrada na Figura 4.12

Resolver o PMR binario

A 4

Fim
FIGURA 4.11 — Diagrama dos passos da AGC para o PMNCP.

O conjunto inicial de colunas foi composto da seguinte maneira. Apds gerar uma solugao
viavel aleatoria para o PMNC, a heuristica HM ¢é aplicada e a solucao final gerada,
¢ decomposta nos clusters e introduzida no PMR. O processo entao é repetidamente
utilizado até compor o conjunto inicial de colunas desejado. Esse algoritmo estda mostrado

na Figura 4.12.
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Note que o valor da melhor solucao encontrada é armazenado no algoritmo mostrado
na Figura 4.12. Isso permite verificar se realmente o processo de geracao de colunas
estd encontrando colunas melhores, uma vez que no final do processo, o PMR binario é

resolvido e uma solucao viavel para o PMNC é obtida.

Algoritmo Inserir colunas no RMP (Solug¢des Iniciais)

// Seja:

// - Solugdo_Gerada_Aleatoriamente (N) uma fungdo que gera uma
// solugdo aleatdria para N pontos

// - Fungdo_Objetivo (Sol) a fungdo objetivo do PMNC

// - Inserir no_PMR(Sol) uma fungdo que insere Sol no PMR

1 Melhor Solugdo ¢« =
2 Para i_sol=1 Até Solugdes_Iniciais Faga

3 Sol ¢« Solugdo_Gerada_Aleatdriamente (N)
[ Bkp S0l ¢ Sol ~~TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTToTToTTToTToTTomTommmmImTI
5 Encontrou Nova_Solugdo ¢ verdadeiro HM

16 fAtual ¢« Fung¢do_Objetivo (Bkp Sol)
¥ Bkp Atual ¢« fAtual
18 Enquanto Encontrou Nova Solugdo Faga

59 Encontrou Nova_Solugdo ¢« falso

110 Para 1 = 1 Até N Faga

111 Posi¢do Candidata_ Atual = Bkp_Sol [i]

112 Para VjeP; Faga

513 Se j == Bkp Sol [i] Ent&8o Continue
114 Bkp Sol [i] ¢

115 Se (Fungdo Objetivo (Bkp Sol)<fAtual) Entdo
116 fAtula ¢« Fungdo Objetivo (Bkp Sol)

517 Encontrou Nova_Solug¢do ¢« verdadeiro
118 Melhor Vizinho ¢ j

119 Ponto Alterado « i

120 Fim Se

121 Fim Para

122 Bkp_Sol [i] ¢« Posigdo_Candidata Atual

123 Fim Para

524 Se Encontrou Nova_Solug¢do Entdo

[ 25 Bkp_Sol [Ponto Alterado] ¢ Melhor Vizinho
126 Fim Se

127 Fim Enquanto
128 Se (fAtual<Bkp Atual)E (fAtual!=Melhor Solugdo) Entédo

129 Sol ¢ Bkp Sol

130 Se (fAtual < Melhor Solugdo) Entdo
531 Melhor Solugdo ¢« fAtual

132 Fim Se

133 Fim Se
534 Inserir no PMR(Sol)

35 Fim Para

FIGURA 4.12 — Algoritmo para gerar o conjunto inicial de colunas.

A Tabela 4.16 apresenta os resultados do AGC. Nesta tabela, algumas colunas nao foram

ainda apresentadas neste capitulo, sao elas:

e Melhor Solucao Inicial - Melhor solucao inicial adicionada no PMR pelo

algoritmo descrito na Figura 4.12;

e # Inicial de Colunas - Numero inicial de colunas no PMR apds gerar 1000

solugoes viaveis com o algoritmo descrito na Figura 4.12;

e PMR Inicial - Valor inicial de v(PMNCpw)pr com o conjunto inicial de

colunas;
e # Final de Colunas - Numero final de colunas no PMR,;
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e PMR Final - Valor final do v(PM NCpw)pr com todas as colunas;

e Tempo; (s) - Tempo em segundos utilizado pelo processo de geragao de

colunas;
e PMR Binério - Valor do v(PM NCpw) com todas as varidveis bindrias; e

e Tempoy (s) - Tempo em segundos utilizado pelo CPLEX 10 para resolver o
PMR binario.

Os resultados mostrados na Tabela 4.16 sao interessantes. O algoritmo gera um pequeno
conjunto de colunas. No pior caso, foram aproximadamente 52 novas colunas para os
problemas com 1000 pontos. O tempo computacional variou de 0,00 a 84,04 segundos
para o AGC e de 0,00 a 2,64 segundos para o PMR binario, sendo assim, no pior caso,

o AGC levou 86,68 segundos para concluir todo o processo descrito na Figura 4.11.

Observe agora a qualidade da solucao encontrada. Tomando como exemplo os problemas
com 1000 pontos, note que a melhor solucao inicial adicionada no PMR tem uma funcao
objetivo igual a 1123,24 (lembre-se que se trata de uma média entre 25 instancias). Por
outro lado, veja que a melhor solucao encontrada foi de 1039,04. Isso mostra que o PMR
realmente esta guiando seus subproblemas de tal maneira que novas colunas “boas” sejam

encontradas.

TABELA 4.16 — Resultados médios da LagClus com o modelo PMNCP? sobre os grafos

reduzidos.

AGC PMR Binério Proporcao

Prob. | Melhor # Inicial PMR # Final PMR Tempo; | PMR Tempo, # de # de de Rétulos
Solucao de Inicial de Final (s) Binério (s) Instancias Rétulos Livres
Inicial Colunas Colunas Resolvidas Sobrepostos (%)
100 100,04 2000 100,00 2002 100,00 0,00 100,00 0,08 25 0,00 100,00
250 250,84 2000 250,00 2002 250,00 0,00 250,00 0,12 25 0,00 100,00
500 504,00 2000 502,84  2003,04 500,84 0,16 500,84 0,00 25 1,64 99,67
750 785,52 10000 765,16  10013,40 758,92 14,48 758,92 0,48 25 17,50 97,67
1000 | 1123,24 25000 1048,97 25052,44 1037,56 84,04 1039,04 2,64 10 76,04 92,40

Como os coeficientes da fungao objetivo 4.25 sao inteiros, uma solucao dada pelo PMR
bindrio pode ser considerada 6tima se a diferenca entre os valores das fungoes objetivos
do PMR binario e PMR final for menor que 1, uma vez que o limitante inferior do AGC

¢é equivalente ao da LagClus, veja equacao 4.31.

Sendo assim, o AGC encontrou todas as solugoes 6timas para as instancias com 100,
250, 500 e 750 pontos. Para problemas com 1000 pontos, o AGC encontrou 10 solucoes

otimas contra 7 da LagClus e nenhuma do CPLEX 10. Ao analisar os resultados sobre
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rotulos com sobreposicao e proporgao de rétulos livres, novamente o AGC foi melhor que

os demais métodos.
4.8.4 Comparagao com a Literatura

Os melhores resultados aqui encontrados foram comparados com as melhores solucoes
conhecidas na literatura descrita nos trabalhos de Christensen et al. (1995), Verner et al.
(1997) e Yamamoto e Lorena (2005). A Tabela 4.17 apresenta a proporgao de rétulos

livres encontrados aqui e os demais apresentados na literatura.

Mais uma vez lembre-se que existem trés abordagens para o PRCP com objetivos
diferentes. Como pode ser observado na Tabela 4.17, o AGC forneceu bons resultados.
Os tempos computacionais desses algoritmos nao foram comparados, pois os testes foram

realizados em maquinas diferentes.

TABELA 4.17 — Comparagao com outros algoritmos.

Algoritmo Proporgao de Rétulos Livres (%)
Problemas

100 250 500 750 1000
AGC 100,00 100,00 99,67 97,67 92,40
LagClus 100,00 100,00 99,67 97,66 92,39
GRASP Melhor (Cravo et al., 2007) 100,00 100,00 99,67 97,72 92,20
POPMUSIC (Alvim e Taillard, 2005) 100,00 100,00 99,66 97,64 92,18
AGC Melhor (Yamamoto e Lorena, 2005) 100,00 100,00 99,60 97,10 90,70
AGC Média (Yamamoto e Lorena, 2005) 100,00 100,00 99,60 96,80 90,40
Busca Tabu (Yamamoto et al., 2002) 100,00 100,00 99,30 96,80 90,00
AG com méscara (Verner et al., 1997) 100,00 99,98 98,79 9599 88,96
AG sem mdscara (Verner et al., 1997) 100,00 98,40 92,59 82,38 65,70
Simulated Annealing (Christensen et al., 1995) 100,00 99,90 98,30 92,30 82,09
Zoraster (1990) 100,00 99,79 96,21 79,78 53,06
Hirsh (1982) 100,00 99,58 95,70 82,04 60,24
8-opt Gradient Descent (Christensen et al., 1995) | 100,00 99,76 97,34 89,44 77,83
2-opt Gradient Descent (Christensen et al., 1995) | 100,00 99,36 95,62 85,60 73,37
Gradient Descent (Christensen et al., 1995) 98,64 95,47 86,46 72,40 58,29
Greedy Algorithm (Christensen et al., 1995) 95,12 88,82 75,15 58,57 43,41

4.9 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou os resultados da LagClus e do AGC para o Problema da
Rotulagao Cartografica de Pontos (PRCP) considerando a abordagem de minimizar o
numero de conflitos. Primeiramente foram apresentados dois novos modelos para o PRCP,
um baseado em arestas (PMNC®) e outro baseado em pontos (PMNCP). Este tdltimo

apresenta um numero menor de restricoes mais fortes do que as do modelo PMNC?.

Varias relaxagoes foram consideradas para os dois modelos, dentre elas lagrageana
tradicional e LagSur. Entretanto, estas relaxacoes nao conseguiram fornecer bons

limitantes, muitas delas nao ultrapassaram o limitante trivial imposto pelo nimero de

108



pontos a serem rotulados.

A LagClus foi entao testada nas duas formulagoes. Resultados parciais com o grafo de
conflitos original mostraram que essa relaxacao realmente produz um limitante dual de
melhor qualidade. Os gaps obtidos foram pequenos e varias instancias foram resolvidas

de forma 6tima.

Os resultados da LagClus foram ainda melhores quando foi aplicada a técnica de reducao
proposta por Wagner et al. (2001). Neste caso, instancias consideradas dificeis com 1000

pontos puderam ser resolvidas de forma 6tima.

O AGC pareceu ser a melhor estratégia para o PRCP, pois forneceu resultados melhores
que a LagClus em um tempo computacional menor. A proporgao de rétulos livres
fornecido pelos dois métodos (LagClus e AGC), foi melhor que alguns algoritmos

presentes na literatura.

O préximo capitulo apresenta os resultados da LagClus e do AGC em um problema bem

conhecido na literatura de corte e empacotamento.
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CAPITULO 5

CARREGAMENTO DE PALETES DO PRODUTOR E ESTIVAGEM DE
UNIDADES DE CELULOSE

Este capitulo tem como objetivo apresentar os resultados da LagClus aplicada ao
Problema do Carregamento de Paletes do Produtor (PCPP) e ao Problema da Estivagem
de Unidades de Celulose (PEUC). O PEUC é um problema tridimensional mas suas
restricoes operacionais permitem transformé-lo em um PCPP. Por outro lado, as

instancias do PEUC sao maiores que as do PCPP.

Os resultados computacionais do PCPP mostram que a LagClus e o AGC resolvem
instancias do PCPP que sao consideradas dificeis para uma relaxacao lagrangeana. No
caso do PEUC, resultados computacionais mostram que a LagClus apresenta resultados

(planos de estivagem) melhores que os praticados nos portos brasileiros.

O capitulo inicia com todos os conceitos, particularidades e resultados obtidos da LagClus
e AGC para o PCPP. Em seguida, é mostrado o PEUC e os resultados da LagClus.

5.1 Introducao sobre o PCPP

O Problema do Carregamento de Paletes (PCP) consiste em: dado um conjunto de itens
idénticos (caixas idénticas) com dimensdes retangulares e um palete também retangular;
procura-se otimizar a superficie do palete posicionando o méaximo possivel de caixas sobre
o mesmo, sendo que as caixas nao podem se sobrepor e todas devem estar posicionadas
(empacotadas) sobre o palete, ndo podendo ultrapassar os limites de comprimento e
largura do mesmo; elas ainda podem ser rotacionadas em 90° graus devendo estar com
suas arestas paralelas as do palete. De acordo com Dyckhoff (1990), esse problema pode
ser classificado como sendo 2/B/O/C (bidimensional, sele¢do de itens, objeto tnico, itens

iguais), e é um caso especial dos problemas de corte e empacotamento.

O PCP aparece freqiientemente na logistica de distribuicao de produtos, pois o niimero
total de caixas empacotadas pode reduzir os custos logisticos dado que um pequeno
incremento nesse nimero pode estar representando uma economia significativa para a

empresa.

Na literatura, existem dois tipos de problemas associados ao PCP (Hodgson, 1982):
o Problema do Carregamento de Paletes do Produtor (PCPP) e o Problema do
Carregamento de Paletes do Distribuidor (PCPD). No primeiro caso, as caixas possuem

as mesmas dimensoes, enquanto no segundo, apresentam dimensoes diferentes. Em ambos

111



0s casos, as caixas sao empacotadas em camadas horizontais. A Figura 5.1 apresenta um

exemplo de como as caixas podem ser empacotadas conforme o tipo de problema.

Considera-se aqui o problema do produtor com empacotamento bidimensional, ou seja,
dada uma altura h de uma camada, o problema consiste em colocar o maximo ntimero
de caixas de faces (I, w), sobre a superficie (L, W) do palete. As faces das caixas podem

ser colocadas nas duas posi¢oes horizontais possiveis em cada camada, isto é, (I,w) e

(w,1).

Orientagdes diferentes

Caixas iguais \ Caixas diferentes

G : S

e e

Palete J Palete )

@) (b)

FIGURA 5.1 — Tipos de PCP: (a) Problema do Carregamento de Paletes do Produtor
e (b) Problema do Carregamento de Paletes do Distribuidor (Adaptado
de Morabito e Morales (1998).

5.1.1 Revisao Bibliografica para o PCPP

Considerando as diversas aplicagoes praticas do PCPP, muitos métodos de solugao tém
sido estudados. Boa parte dos algoritmos exatos disponiveis na literatura, utilizam,
basicamente, uma estrutura em arvore (Dowsland, 1987b; Bhattacharya et al., 1998;
Alvarez-Valdes et al., 2005a). Devido as dificuldades existentes, varios outros métodos
foram criados ou utilizados, entre eles estao os métodos construtivos que dividem o
palete em blocos (Steudel, 1979; Smith e De Cani, 1980; Young-Gun e Maing-Kyu,
2001), métodos recursivos (Morabito e Morales, 1998) e métodos baseados em estruturas
do tipo G4 (Scheithauer e Terno, 1996) e do tipo L (Lins et al., 2003; Birgin et al.,
2005). Existem outros trabalhos que aplicam as metaheuristicas conhecidas como Busca
Tabu (Pureza e Morabito, 2006; Alvarez-Valdes et al., 2005b) e Algoritmos Genéticos
(Herbert e Dowsland, 1996). Normalmente estas heuristicas utilizam como solu¢ao inicial

um layout fornecido por uma heuristica de blocos.

As heuristicas de blocos trabalham com subdivisoes das dimensoes do palete em funcao

das dimensoes das caixas. As possiveis combinacoes de unidades, com comprimento [ e
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largura w, na dimensao L ou W, que nao excedem o comprimento ou a largura do palete,

sao definidas como possiveis partigoes (Bischoff e Dowsland, 1982).

Dado que (n,m) é um par ordenado inteiro positivo que satisfaz:
nxl—-mxw<S (5.1)
onde:

e S éuma dimensao do palete (L ou W);
e 1 é a quantidade de caixas com comprimento [ na dimensao S; e

e m ¢ a quantidade de caixas com largura w na dimensao S.

Todas as possiveis partigoes da dimensao S sdo denotadas por I(S,l,w). Se n e m
também satisfazem:
0<S—nxl-mxw<w (5.2)

Entao (n,m) é denominada de partigao eficiente de S (Bischoff e Dowsland, 1982;
Martins, 2003; Dowsland, 1987a). Para a dimensao S do palete, o conjunto de parti¢oes

eficientes de S, denotado por Z(S,l,w), pode ser definido usando a expressdo n €

{0,1,..,[S/l]} em=|(S—nxI)/w].

Com isso, uma particao eficiente constitui-se em colocar a maior quantidade de caixas,
horizontalmente (comprimento) e verticalmente (largura), na dimensao L ou W, de forma
a ocupar toda a dimensao, nao restando espacgo vazio, e se nao for possivel, o espaco

restante deve ser menor que w.

L) L) L) Ll
L) L) L) L]
] ) ] 1
i NN : T TEH
: ! — 1| i J i |
1 ] [} 1
H H H T : .
I I A |
L) L) L) Ll
L) ) 1 1
[ R [ 1 [
L=12 v L=2 i L=19 i L=19 Vo L=14
=14 o= 11 Vom=13 bor=13 Por=H
=7 \ 1=4 V=4 LI R e
i L) ) ) L 1
w=3 Vow=3 Vow=3 TV ow=3 Vow=2
Solugdo Otima: 14 |  Solugdo Otima: 19 \ Solugdo Otima: 20 i Solucdo Qtima: 16 i Solugdo Otima: 19
] 1 ] 1
] 1 ] 1
@ (b) © () (€)

FIGURA 5.2 — Heuristica de Blocos. (a) 1-Bloco, (b) 2-Blocos, (c¢) 3-Blocos, (d) 4-Blocos
e (e) 5-Blocos. (Adaptado de Martins (2003)).

Uma vez definido o conceito de particoes eficientes, as heuristicas de bloco consistem
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em definir blocos (conjuntos) de caixas que deverao ser posicionadas sobre o palete. A

Figura 5.2 apresenta vérias solugoes com 1, 2, 3, 4 e 5 blocos.

Considerando a heuristica de cinco blocos de Smith e De Cani (1980), Bischoff e Dowsland
(1982) propuseram um algoritmo usando quatro loops aninhados, baseados nas parti¢oes
eficientes, para computar as dimensoes de cinco blocos. Sendo assim, seja (L;, W;) as
dimensoes de um bloco i, e C; = L; x W; a area desse bloco para todo i = 1,...,5.
Com isso, a Figura 5.3 apresenta o pseudocodigo da heuristica de cinco blocos, conforme
Bischoff e Dowsland (1982).

Pseudocddi go da Heuristica de 5 Bl ocos

1 P x « {}

2 Py ~{}

3 nmel hor _solugdo ~ O

4 P_x ~ particgdes_eficientes_X

2 Eg?la‘_ca%?tl; E((E?s]_e':falgz entes_y /| Fungédo que verifica se exi ste o quinto bloco
7 n - p x[_i].n 1 Nao_Exi ste_Sobreposi¢cdo (L1, L2, L3, L4,
8 m « Px[i].m o L5, W, W2, V8, W, V)
9 Ll - nl * w 2 Nao_Exi st e_Sobreposi cao ~ Verdadeiro
10 L2 o ni * | 3 Se (L1 + L3 > X) Entélo~

11 Para cada P_y[j] Faca 4 Se EW +_\AB >Y) Ent EE

12 n2 « Py[j].n 5 N§0_EX| st e_Sobreposi cao ~ Fal so

13 e o~ Py[j].m 6 Sendo

14 W < n2 * | 7 V\B«—Y—(V\l+V\B)

15 W < n2 * w g S ~L5<—X—(L2+L4)

16 Cl « L2+ W enao 3

17 Para cada P_x[z] Faca 10 Se (L2 + L4 > X) Ent ao~

18 n3 - P.x[z].n 11 Se(~V\2 +.Wl>Y) Entap

19 M . P_x[ z].m 12 Nao_Exi st e_Sobr eposi cao ~ Fal so
20 L3 « n3*w 1y SR

21 L4 — nB * | 14 V%<—Y—(V\2+\M)

22 A 4w 15 L5« X — (L1 +L3)

23 Para cada P_y[k] Faca 16 Fimse

24 nd < Py[kl.n e 1AL e

25 m < Py[k].m 18 Fimse L

26 VB « mt * | 20 Fi m Ndo_Exi st e_Sobr eposi ¢céo

27 W - n4 * w

28 C3 - L3 * W

29 2 ~ L2*wWw

30 Se Ndo_Exi ste_Sobreposi ¢cdo (L1, L2, L3, L4, L5 W, W, W, W, W) Entéo
31 Heuristica_de_UmBloco (L5 W, C5)

32 Se ((CL + C + C3 + C4 + C5 > nel hor_solucédo) Entéo

33 Mel hor _solugdo - C1 + C2 + C3 + 4 + C5

34 Salvar(L1, L2, L3, L4, L5 W, W, W, W, WB)

35 Fimse

36 Fim se

37 Fi m para

38 Fi m para

39 Fi m para

40 Fim para

FIGURA 5.3 — Pseudocédigo da Heuristica de 5 Blocos.

Na literatura existem também limitantes superiores que consideram a geometria
do PCPP e que sao utilizados para avaliar a qualidade de uma solucao dada

por uma heuristica lagrangeana, heuristica ou metaheuristica. Letchford e Amaral
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(2001) apresentaram uma boa revisao bibliogréafica sobre esses limitantes e realizaram
experimentos para avaliar quais limitantes sao dominantes no PCPP. Eles compararam
os limitantes de Barnes (1979), o de Isermann (1987) e o limitante de empacotamento
que consiste na relaxacao de programacao linear da formulagao proposta por Beasley
(1985). Os resultados mostraram que o limitante de programacao linear domina todos os

outros.

Esse problema analisado sob outro ponto de vista, é o classico Problema do Maximo
Conjunto Independente de Vértices (PMCIV) (Dowsland, 1987b). Sendo assim, o PCPP
pode ser representado através de um grafo de conflitos em que cada vértice indica a
localizacao do canto inferior esquerdo de uma caixa posta na horizontal ou vertical, e as

arestas do grafo, as possiveis sobreposicoes das caixas.

Ao analisar o PPCP como um PMCIV, pode-se imaginar que o arranjo das caixas
préoximas do canto inferior esquerdo do palete, nao apresenta influéncia “direta” no
arranjo das caixas proximas do canto superior direito do palete. Esse fato indica que
existem clusters de vértices proximos dos cantos e, conseqiientemente, a LagClus pode

ser aplicada.
5.1.2 Formulagao do PPCP

Como mencionado por véarios trabalhos na literatura (Morabito e Morales, 1998;
Morabito e Farago, 2002; Alvarez-Valdes et al., 2005a), o PCPP pode ser formulado
usando o caso particular da formulagdo de Beasley (1985) para o problema de corte

nao-guilhotinado bidimensional.
5.1.2.1 Definigao dos Normal Sets

Considerando a Figura 5.4(a), seja L e W o comprimento e a largura do palete,
respectivamente, tal que L > W, e, | e w o comprimento e a largura das caixas,
respectivamente, tal que [ > w e [ < W. Para representar os possiveis modos de
empacotar uma caixa, seja (I1,w;) = (I,w) e (l,wy) = (w, 1), conforme mostra a Figura
5.4(b). Com isso, essas posi¢oes podem ser representadas por (I;, w;);—1 2, que indicam o

comprimento e a largura de uma face na orientagao .

Para representar as posicoes das caixas no palete, sejam X e Y dois conjuntos que juntos
sao utilizados para definir as coordenadas (p,q) do canto inferior esquerdo das caixas.

Esses conjuntos podem ser descritos como:
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2
X:{p€Z+|p:Elibi,OSpSL—w,biEO e inteiro i:1,2} (5.3)
=1

1=

2
Y:{q€Z+|q:Zwibi,qugVV—w,biZO e inteiro i:1,2} (5.4)

=1

Os conjuntos acima foram introduzidos por Christofides e Whitlock (1977) e sdo
conhecidos como normal sets. A restricao das posicoes das caixas nas posigoes definidas

por X e Y nao restringem a solucao 6tima do problema.

Palete

ﬁw w
L <1 >

Caixa i
s

. Wj "

@ (b)

FIGURA 5.4 — Posigao (r,s) nao permitida em fungao da colocacdo de uma caixa na
posicao (p, ¢) com orientagao i e (b) possiveis orientag¢oes para uma caixa
na modelagem do PCPP.

5.1.2.2 Funcao de Incompatibilidade entre Posicoes no Palete e o Modelo

Matematico

Seja a uma funcao que descreve as restricoes de sobreposi¢oes no palete. Esta funcao
pode ser obtida com antecedéncia para cada vértice (p,q) em relacdo a qualquer outro
vértice (r, s), para cada orientacao i, sendop € X[p< L—1;, g €Y|g < W —w;, r € X,
se€Y,ei=1,2. Veja Figura 5.4 (a).

Assim, fungao a pode ser expressa como:

1, Se0<p<r<p+[;—1<L-1e0<q¢<s<qg+w;—1<W-1
Qipqrs = ;-

P 0, Caso Contrario
(5.5)

Agora, seja z;,, € {0,1} uma varidvel binaria de decisao para todo p € X|p < L —1;,
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qeYlg<W —w;,ei=1,2. Se x;,, =1, uma caixa é colocada nas coordenadas (p, q)

do palete com a orientacao i, caso contrario, ;4 = 0.

Com isso, o PCPP pode ser formulado como (Beasley, 1985):

2
U(PCPP> - {2—1: Z{PEXIPSL%} Z{ququwai} xi’p’q} (5.6)

(PCPP) Sujeito a:

2
; Z{pGX\ngfli} Z{q€Y|q§wai} UipgrsTipg <1, Vre X e seV (5.7)

Tipg €{0,1}Vi=1..2,pe X talque p<L—1, e g€YY talque ¢<W —uw;
(5.8)

As restrigoes 5.7 garantem a nao existéncia de sobreposicao de caixas e as definidas em

5.8 que as variaveis de decisao sao binarias.

A seguir sera apresentado um exemplo da formulacao do PCPP adaptado de Oliveira
(2005). Considere que as dimensoes do palete sao (L,W) = (5,4) e as dimensoes
das caixas ([,w) = (3,2). O canto inferior esquerdo de uma caixa qualquer pode ser
posicionado um ponto dado pelos conjuntos X = {0,2,3} e Y = {0,2} conforme as

Equagoes 5.3 e 5.4, respectivamente. Definindo agora os valores da fungao a:

e Para (p,q) = (0,0) ei=1:

m @999 = 1
@920 =1
19930 = 0
19902 = 0
19922 =0
- 19932 =0
e Para (p,q) =(0,0) ei=2:
@ Qo000 = 1
29020 = 0
20930 = 0
29002 = 1
29022 = 0
20932 =0
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e Para (p,q) =(2,0)ei=1:

(T XD 13000 = 0

@30 =1

_— 12030 = 1
App90 =0

Q1292 =0

L Q133 =0

e Para (p,q) =(2,0)ei=2:

22020 =
@030 = 1
22002 =
@022 =1
22032 =

e Para (p,q) = (3,0) ei=2:

33000 = 0
33000 = 0
- 3030 =1
3300, = 0
33022 =0
=1

23032

e Para (p,q) =(0,2) ei=1:
(T XD 19200 = 0
@20 =0
19230 = 0
Aypz00 =1
Qoo =1
App32 =10
o Para(pg)=(22)eci=1

13200 = 0
13229 =0
_— 13030 =0
13002 =0
Aoy =1
=1

S 12232

Agora as restrigoes definidas em 5.7 podem ser escritas como:

e Para (r,s) = (0,0): z100 + T200 < 1;

e Para (r,s) = (0,2): z102 + 200 < 1;

e Para (r,s) = (2,0): x100 + T120 + 220 < 1

e Para (r,s) = (2,2): Z102 + T122 + Ta20 < 15
o Para (r,5) = (3,0): 2120 + T220 + T230 < 1;
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e Para (r,s) = (3,2): T122 + Too0 + 230 < 1.

Assim, o problema com (L, W) = (5,4) e (I,w) = (3,2) pode ser formulado da seguinte

maneira:

v(PCPP) = Max (2100 + Z102 + T120 + T122 + To00 + T220 + T230)
(PCPP) Sujeito a:

T100 + T200 < 1

T2 + X0 < 1

T100 + T120 + Ta20 < 1

T1o2 + 122 + Tago < 1

T120 + T220 + X230 < 1

T122 + Tago + Tazo < 1

21005 L1025 120, T122, T200, £220, L230 € {0; 1}

Para esse problema, a solucao 6tima é dada por x1g9 = T102 = Taz0 = 1 € X199 =
T129 = Togg = Ta90 = 0 com o valor da funcao objetivo igual a 3. A Figura 5.5 mostra

graficamente a distribuicao 6tima das caixas sobre o palete.

FIGURA 5.5 — Solugao étima para o problema (L, W) = (5,4) e (I,w) = (3,2).
5.1.2.3 Comparagao entre o PPCP e o PMCIV

Conforme citado anteriormente, o PCPP pode ser formulado como um PMCIV, porém
o PMCIV produz mais restrigoes que a formulacao definida em 5.6-5.8. Isso decorre do
fato de que a formulacao de Beasley (1985) explora o uso das cliques, reduzindo assim o

nimero de restrigoes.

Por exemplo, considere novamente um palete com dimensoes (L, W) = (5,4) e caixas
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(l,w) = (3,2) (igual ao do exemplo da Segao 5.1.2.2).

Agora, usando a abordagem dada pelo PMCIV, a Figura 5.6(b) mostra o grafo de
conflitos obtido para o problema, e em (c) é apresentada a formulagdo do PMCIV. Como
indicado antes, o PMCIV gera mais restriges que a modelagem de Beasley (1985),

entretanto elas estao consideradas implicitamente nas cliques presentes na formulagao

do PCPP.

PCPP Grafo de Conflitos PMCIV
V(PPCP) = Max (Xy00 + X;0p + V(PMCIV) = Max (X109 + X;05 + X150
X120 F X122 + Xa00 + X220 * X30) + Xipp + Xogo + Xoz0 + Xps0)

X100
Subject to: ¢
X100 + Xa00 =1
X102 + Xa00 <1
X100 + Xgp0+ X0 <1
X102 X120 + Xgp0 <1
X120 + Xgp0 + Yo <1
X120+ Xop0+ Xog0 <1

Subject to:

Xy00 * Xgp0 51
X300 + Xa00 =1
X100 + X0 =1
Xy0p + X122 <1
X102 + Xp00 1
Xy02 F Xpp0 51
Xyp0 + X0 =1
X1p0 + X0 <1
Xipp + X <1

X120
X100 » %1020 1200 X122 X200 X220
X3 40,1}

Xg20 + Xp50 51
X100 + X1020 X120: X120 X200: X220
Xom0 10,1

@ (b) ©
FIGURA 5.6 — Comparacao entre a formula¢ao de Beasley (1985) e a do PMCIV. (a)
Formulagao de Beasley (1985), (b) grafo de conflitos e (¢) PMCIV.

5.1.3 LagClus para o PCPP

Dada a semelhanga entre o PCPP e o PMCIV, e considerando a formulagao de Beasley
(1985), um grafo de conflitos G = (V, A) pode ser obtido conforme a Figura 5.6 (b).
Assim, a LagClus pode ser aplicada no PCPP seguindo os passos bésicos descritos no
Capitulo 3 para o PMCIV:

a) Aplique uma heuristica de particionamento para dividir G em P partes,

formando P clusters:;

b) Relaxe as restri¢oes presentes no PCPP que possuem vértices em diferentes
clusters. Em cada clique relaxada k, verifique se existem pares de vértices,
ou até mesmo cliques dominadas por k, que possuem vértices pertencentes
ao mesmo cluster. Se existirem, as adicione nos respectivos clusters, ou seja,
adicione uma restricao de adjacéncia para cada par de vértices encontrado,
ou as restricoes de clique dominadas com vértices pertencentes ao mesmo

cluster; e
c) A relaxacao lagrangeana ¢ decomposta em P subproblemas e resolvida.
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Deve-se observar que no segundo passo se alguma clique for relaxada, esta deve ser
decomposta e cada uma de suas arestas analisada. Se uma aresta conecta dois vértices
de um mesmo cluster, a mesma deve ser acrescentada no respectivo cluster. No caso de
existirem sub cliques dominadas em que todos os vértices pertencem a um mesmo cluster,

estas devem ser introduzidas nos respectivos clusters.

Esse procedimento fortalece a relaxacao lagrangeana e evita solugoes invalidas nos
clusters. A Figura 5.7 apresenta um exemplo sobre essa questao. Note que se a restricao
de adjacéncia x; + x9 < 1 nao for adicionada no Cluster 1 e x3 + x4 < 1 no Cluster 2,
ambos os clusters poderiam gerar solugoes invalidas, isto ¢, poderiam gerar a seguinte
solugao zClustert = {11} e gCluster2 = {1 1}.

Clique relaxada

o X1+ X, + X3+ %X, 51

N N Decomposi¢éo

GG CINX X, S1 (Adicionar no Cluster 1)
- X+ % 51

J . X, + X, 51
i -
NI X, + X3 s1
Ry X, + X, S1
Cluster 2 S Xy + X, <1 (Adicionar no Cluster 2)

FIGURA 5.7 — Exemplo de como decompor uma clique relaxada nos clusters.

5.1.3.1 Formulagao do PCPP com a Divisao do Grafo de Conflitos

Considerando a decomposicao do grafo de conflitos do PCPP em P clusters, tem-se a

seguinte formulagao em bloco do PCPP:

-
v(PCPP) = Maz ) 2" (5.9)
p=1
(PCPP) Sujeito a:
+Alzt +A%? +APLP <1 (5.10)
+D'z! < 1
+D?z? < 1
(5.11)
<
+DPxP < 1
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t'eBm ... ... zPeB" (5.12)
Sendo:

e AP uma matriz bindria de dimensao M X |V| que representa os coeficientes
associados as variaveis P do cluster p que aparecem nas M restricoes de

clique relaxadas;

e DP uma matriz bindria de dimensao K — M x |V | que representa os coeficientes
associados as variaveis xP do cluster p que aparecem nas cliques do cluster p,

sendo K o numero total de restricoes de clique definida em 5.7; e

e [ um vetor de varidveis bindrias com dimensao n, associadas as varidveis

zP.

Note que o problema 5.9-5.12 tem a mesma estrutura do modelo 3.3-3.6 descrito para o
PMCIV. A diferenca esta no tipo de restrigoes relaxadas. No PMCIV, as restrigoes de
adjacéncia é que sao relaxadas, enquanto no PCPP, sao as cliques do modelo de Beasley
(1985).

Sendo assim, as formulagoes definidas pelas equacoes 3.8 para os subproblemas, e 3.9

para a LagClus, podem ser aqui consideradas.
5.1.3.2 Heuristica Lagrangeana

A heuristica lagrangeana implementada para ser utilizada durante o algoritmo de
subgradientes, denominada aqui de Heuristica de Verificacdo e Melhoria (HVM),
primeiramente identifica todos os vértices da solucao relaxada que possuem vértices
conflitantes, em seguida o vértice com o maior nimero de vértices em conflito é removido
da solucao relaxada. O processo é entao novamente repetido até que uma solucao sem
conflitos seja encontrada. Em seguida, essa heuristica busca inserir novos vértices, nao
removidos previamente, na solugao vidvel encontrada procurando obter uma solugao

vidvel melhor.

A Figura 5.8 apresenta a HVM. O tamanho do passo do algoritmo de subgradiente é
atualizado considerando os limitantes lagrangeanos fornecidos pela LagClus e as solugoes
viaveis obtidas pela HVM. Além disso, antes da primeira iteracao do algoritmo de
subgradientes, a heuristica de blocos proposta por Smith e De Cani (1980) é utilizada

para gerar uma solucao inicial viavel para o problema.
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5.1.4 AGC para o PCPP usando a Idéia dos Clusters

Usando o particionamento mostrado na Secao 5.1.3.1 descrita anteriormente, a
decomposicao Dantzig-Wolfe pode ser aplicada como mostrado no Capitulo 3, dado que
o PCPP é um PMCIV:

P
U(PPOPD[/V)]DL = Max Z Z wj’p>\j7p (513)

j€dp

(PPCPDV[/>pL Sujeito a:

zp: Z TP <1 (5.14)

> Np=1Vpe{l,...P} (5.15)
J€Jp
Nip>0Vpe{l,...Pleje, (5.16)

Sendo:

e )\, uma varidvel de decisao que representa o ponto extremo j € Jp;
e J, o conjunto de pontos extremos do cluster p; e

e w’P o custo da solucao 2/ do subproblema p.

Heuristica de Verificacdo e Melhoria - HVM
1. Faga o vetor de solucdo factivel (x;) igual ao
vetor da solucado rel axada dado pel a Lagd us;
2. Enquanto ndo obtiver uma solucgdo factivel Faga
3. Para cada vértice i de x;, defina o namero de
vértices j conflitantes comi;

4. Ordene, decrescentenmente, x; conforme o
narmero de vértices conflitantes;

5. Elimne o prineiro vértice presente em Xx;;

6. Fim do enquanto;

7. Testar entre os demai s vértices néo presentes em x;
e ndo presentes naquel e conjunto de vértices
renovi do no passo 2, se é possivel inserir mais
al gum em x;.

FIGURA 5.8 — Heuristica de Verificacdo e Melhoria (HVM) utilizada no algoritmo de

subgradientes para o PCPP.
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Observe que o modelo 5.13-5.16 é o mesmo descrito no Capitulo 3 (modelo 3.20-3.23),
porém aqui as restrigoes descritas 5.14 sao cliques conforme a formulagao de Beasley
(1985).

Novamente conforme mostrado no Capitulo 3, as equacoes 3.24 e 3.25 podem ser

utilizadas para realizar a equivaléncia entre LagClus e AGC.
5.1.4.1 O Conjunto Inicial de Colunas

Para gerar o conjunto inicial de colunas do AGC, realizou-se uma adaptacao da heuristica
RSF (Recursive-Smalest-First), proposta por Yamamoto e Lorena (2005) para o PRCP
modelado como um PMCIV. A heuristica RSF inicia escolhendo um vértice x de grau
minimo, em seguida, ela torna o vértice escolhido e seus vértices adjacentes inativos.
A partir da lista de vértices ativos, é calculado novamente o grau de cada vértice, e
em seguida, um novo vértice de grau minimo ¢é selecionado, e o ciclo é entao repetido.
O algoritmo termina quando nao restarem mais vértices ativos. Os vértices escolhidos
formam um conjunto independente de vértices, no caso do PCPP um layout das caixas

sobre o palete (uma solugao).

A RSF foi usada da seguinte maneira para gerar o conjunto inicial de colunas do PCPP.
Primeiro, ao invés de escolher o vértice de grau minimo, escolhe-se aleatoriamente um
vértice x. Em seguida, o vértice escolhido e seus vértices adjacentes sao colocados inativos.
Dai em diante, o processo ¢ idéntico ao da heuristica original, ou seja, calcula-se o grau
de cada um dos vértices restantes e aquele de menor grau é escolhido, novamente o
vértice escolhido e seus vértices adjacentes sao colocados inativos, e o processo € repetido.
Quando a heuristica termina, os vértices selecionados formam uma solugao para o PCPP.
Todo esse algoritmo ¢é repetido até que se obtenha o niimero desejado de solucoes iniciais.
Sendo N D esse niimero, o nimero de colunas adicionadas no PMR é igual a ND x P,

pois uma solucao x ¢é divida em P clusters.

Para dar uma idéia melhor do AGC aqui utilizado, a Figura 5.9 apresenta um diagrama
com o fluxo e os passos principais utilizados. Note que a area mais escura representa o

processo de geragao de colunas.

O AGC apresentado na Figura 5.9 termina quando nenhuma outra coluna de custo

reduzido positivo é gerada.
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5.1.4.2 Diversidade do Conjunto Inicial de Colunas

A aleatoriedade aplicada na RSF para gerar o conjunto inicial de colunas, permite que
vértices diferentes aparegam em solucoes viaveis do PCPP. Isso indica que, possivelmente,
solugoes parcialmente boas possam ser obtidas para cada um dos clusters (lembre-se que
uma vez selecionada um vértice para entrar na solucao, ele e os seus vértices adjacentes

sao colocados como inativos).

Essa diversidade pode ser notada no AGC uma vez que, como indicado no Capitulo 3,
a combinacao de colunas boas de cada um dos clusters, permite obter uma solugao boa

para o problema primal.

Inicio s

PCPP l

Formulagéo (5.6)-(5.8)
Resolver os subproblemas gerando
novas colunas e obter o limitante
da LagClus conforme (3.25)

Inserir novas
colunas no PMR

A

Aplicar a decomposicéo
‘ Dantzig-Wolfe (DW) sobre a ’
formulagéo (5.9)-(5.12)

i

PCPPp,
Formulagdo (5.13)-(5.16)

Existem novas colunas
com custo reduzido positivo
e V(PCPPpy)p. nNd0 atingiu o
limitante da LagClus?

Sim

Gerar o conjunto inicial de
colunas para o Problema Mestre }_
Restrito (PMR) com a heuristica
RSF modificada

Algoritmo de Geracao de Colunas

Resolver o PMR binario

Fim
FIGURA 5.9 — Diagrama dos passos da AGC para o PCPP.

5.1.5 Resultados Computacionais

Na literatura, existem varios trabalhos que relatam instancias testes como em Dowsland
(1987b), Letchford e Amaral (2001), Morabito e Morales (1998), Alvarez-Valdes et al.
(2005a) e Pureza e Morabito (2006). Outros trabalhos relatam instancias testes obtidas de

125



problemas reais junto a transportadoras como em Morabito et al. (2000) e em Morabito
e Farago (2002).

Neste trabalho sao consideradas algumas dessas instancias propostas divididas em treés
grupos. O primeiro grupo é composto pelas 10 instancias (L1-L10) propostas por
Letchford e Amaral (2001). Na literatura, essas instancias sdo consideradas complicadas
para uma relaxacao lagrageana e para a relaxacao de programacao linear (veja Letchford e
Amaral (2001)). O segundo grupo é composto por 10 instancias (L11-120) aleatoriamente
obtidas do conjunto COVER II proposto por Dowsland (1987b), e por tltimo, o terceiro
grupo também é composto de 10 instancias (L21-L30) obtidas também aleatoriamente do
conjunto COVER III proposto por Alvarez-Valdes et al. (2005a). Essas ultimas instancias

nao apresentam solucao 6tima conhecida.

A codificagao foi feita em C++ e os testes em um Pentium IV 2,66 GHz com 512 MB
de memoéria RAM. O CPLEX 7.5 foi utilizado para resolver os subproblemas tanto da

LagClus quanto do AGC, bem como o PMR. O particionamento foi novamente realizado
utilizando o METIS.

Como no PRCP, o algoritmo de subgradientes descrito por Narciso e Lorena (1999),

foi aqui implementado para resolver o dual lagrangeano. Em uma iteracao k, os
P

subgradientes sdao definidos como g™ = 1 — Y APa* tal que 2™ é a solugdao Gtima

p=1

da LagClus (LG,\PPCP).

O algoritmo de subgradientes atualiza os multiplicadores lagrangeanos fazendo Ay, 1 =
At +0,9™ onde 0, é o tamanho do passo calculado como ), = W, sendo lb;, a melhor
solucao factivel encontrada até a iteracao k, e ub, o melhor limitante dual encontrado
também até a iteracao k. O controle utilizado para o parametro 7 foi 0 mesmo utilizado
no PRCP. Inicia-se com o valor 2 e se durante 15 iteracoes o valor do limite superior
(ubg) nao decrescer, m é dividido pela metade. O algoritmo de subgradientes termina

quando:

a) m <0,005;
b) (ubk — lbk) <Il;e

o) o+l =0
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5.1.6 Resultados da LagClus

As Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 apresentam os resultados da LagClus para o PCPP,

as colunas referem-se a:

e Inst. - Nome dado a instancia;

e [ e W - Comprimento e largura do palete, respectivamente;
e [ e w - Comprimento e largura das caixas, respectivamente;
e " - Solucao 6tima do problema;

®  Unreihor - Melhor solugao conhecida reportada na literatura;
e UB,yeq - Limitante de drea dado por |(L x W) /(1 x w)];

e UBpynes - Limitante de Barnes (1979);

e UBp; - Limitante de PL;

sendo que

e Tempo; (s) - Tempo em segundos utilizado pelo CPLEX 7.5 para resolver a

relaxagao de PL;
e LB - Limitante inferior fornecido pela HVM;

e UB - Limitante superior fornecido pela LagClus;

e GAP LB (%) - Gap percentual obtido considerando a solugdo Gtima

ou a melhor conhecida em relacao ao limitante inferior Gap LB =

*
< v ou  Upfelhor

7LB>
* 100;
*
v ou  Upfelhor

e GAP UB (%) - Gap percentual obtido considerando a solugdo 6tima

ou a melhor conhecida em relagao ao limitante superior Gap UB =

<UB* vt ou UMelhor)

* 100;

*

v ou  Upfelhor

e Tempos (s) - Tempo em segundos utilizado pela LagClus até encontrar uma

das condigoes de parada; e

e [ter. - Numero de iteracoes utilizado pela LagClus até encontrar uma das

condicoes de parada.
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Como pode ser visto nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, os limitantes inferiores gerados pela
heuristica HVM estao muito préximos da solucao 6tima ou da melhor solucao conhecida.
No pior caso, os resultados diferem em uma caixa apenas. Os limitantes duais da LagClus
e da PL podem ser considerados os mesmos, novamente no pior caso, e os seus tempos

computacionais sao comparaveis, veja Tabela 5.3.

TABELA 5.1 — Resultados computacionais para 10 instancias propostas por Letchford e
Amaral (2001), consideradas dificeis para uma relaxacao lagrangeana.

PL LagClus
Inst. L W 1 w v UBjgew UBggmes Tempo, GAP GAP Tempo, Iter.
L1 32 22 5 4 34 35 35 35,00 0,27 34 35,00 0 2,95 25 145
L2 32 27 5 4 42 43 43 43,00 0,26 42 43,00 0 2,39 88 145
L3 40 26 7 4 36 37 37 37,00 0,15 36 37,00 0 2,78 98 145
L4 40 33 7 4 46 47 47 47,00 0,82 46 47,00 0 2,18 276 145
L5 53 26 7 4 48 49 49 49,00 0,59 48 49,01 0 2,11 318 145
L6 37 30 8 3 45 46 46 46,00 0,73 45 46,03 0 2,30 202 145
L7 81 39 9 7 49 50 50 50,00 1,34 49 49,99 0 2,03 257 67
L8 100 64 17 10 36 37 37 37,00 0,25 36 37,00 0 2,78 114 145
L9 100 82 22 8 45 46 46 46,00 1,90 45 46,03 0 2,28 404 145
L10 100 83 22 8 45 47 46 46,00 1,86 45 46,03 0 2,28 403 145

A Tabela 5.1 apresenta todos os resultados para as instancias L1-L10 com 2 clusters.
Apesar dessas instancias serem consideradas dificeis para uma relaxacao lagrangeana,
a LagClus foi capaz de provar a solucao 6tima da instancia L7 e para as outras, os

limitantes duais ficarem préximos da solugao 6tima (aproximadamente 1 caixa).

A Tabela 5.2 apresenta os resultados para o segundo grupo de instancias. Nesse caso,
foram utilizados 5 clusters. Para essas instancias a LagClus foi capaz de garantir a solucao
6tima em 60% dos casos: L13, L14,L16, L18, L19 e L20. Novamente os limitantes duais

ficaram préximos da solugao étima.

TABELA 5.2 — Resultados computacionais para as 10 instancias aleatoriamente
escolhidas da COVER II (Dowsland, 1987b).

PL LagClus
Inst. L W 1 w v* UBugew UBpiunes Tempo, GAP GAP Tempo, Iter.
L1t 57 53 7 5 85 86 86 86,14 68,09 85 86,36 0 1,6 418 145
Li2 8 75 11 6 94 95 95 95,17 72,56 94 95,62 0 1,73 1192 145
L13 151 131 19 11 94 94 94 95,17 209,39 93 94,50 1,06 0,53 2755 145
L4 61 38 6 5 77 i 7 77,07 22,01 76 77,24 1,30 0,32 144 145
L5 100 53 9 7 83 84 84 83,90 55,14 83 84,12 0 1,35 365 145
L16 120 80 14 11 61 62 62 61,75 6,03 61 61,98 0 1,64 41 115
Li7 51 38 11 3 57 58 58 57,75 5,73 57 58,36 0 2,39 118 145
L1 120 8 17 6 97 97 97 97,50 90,68 97 97,99 0 1,02 273 55
L19 131 8 16 7 100 100 100 100,14 230,52 | 100 100,99 0 0,99 195 35
L20 98 93 17 7 75 76 76 75,00 89,97 75 75,99 0 1,57 482 135
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A Tabela 5.3 apresenta os resultados encontrados para as ultimas 10 instancias com 15
clusters. Diferentemente das Tabelas 5.1 e 5.2 em que a LagClus foi capaz de provar
solugoes 6timas, neste ultimo conjunto de instancias ela nao encontrou nenhuma solucao

Stima.

TABELA 5.3 — Resultados computacionais para as 10 instancias aleatoriamente
escolhidas da COVER III (Alvarez-Valdes et al., 2005a), sobre todas
aquelas que nao apresentam solucao 6tima conhecida.

PL LagClus
Inst. L W 1 W vyanor UBarea UBBarnes Tempo, GAP GAP Tempo, Iter.
UBp,, (s) LB UB LB(%) UB(%) (s)
121 99 88 12 5 144 145 145 145,00 1370,07 | 144 145,83 0 1,27 998 145
L22 99 75 13 5 113 114 114 114,00 233,54 | 113 114,70 0 1,51 342 145
23 97 95 9 7 145 146 146 146,14  1184,67 | 145 146,82 0 1,26 620 145
124 98 98 10 7 136 137 137 137,13 1480,91 | 136 137,68 0 1,23 468 145
125 98 8 10 7 122 123 123 123,12 594,73 | 122 123,66 0 1,36 357 145
126 97 96 11 6 140 141 141 141,00 891,98 | 140 141,86 0 1,33 932 145
127 96 87 8 7 148 149 149 149,00 1232,13 | 148 149,95 0 1,32 638 145
128 99 70 15 4 114 115 115 115,00 520,66 | 114 116,17 0 1,90 348 145
L29 91 70 12 5 105 106 106 106,00 136,84 | 105 106,52 0 1,45 156 145
L30 93 8 11 6 117 118 118 118,00 248,46 | 117 118,92 0 1,64 387 145

Para mostrar a relagao entre a qualidade do limitante e o tempo utilizado pela LagClus,
um outro experimento variando o nimero de clusters foi realizado. A instancia L7 foi
utilizada como teste e os resultados estao mostrados na Tabela 5.4. Como esperado, na
medida em que o nimero de clusters cresce, a qualidade do limitante da LagClus decresce

bem como o tempo computacional.

TABELA 5.4 — Resultados computacionais da LagClus para a instancia L7 variando o
numero de clusters.

LagClus
# de Clusters Iter. | LB UB  Tempo (s)
2 67 49 49,9936 257
3 145 | 49 50,0612 86
4 145 49 50,0429 31
5 145 | 49 50,1019 33
6 145 49 50,1316 27
7 145 49 50,1360 18
8 145 49 50,1512 18
9 145 49 50,1241 19
10 145 49 50,1229 22
11 145 49 50,1785 21
12 145 49 50,2020 21
13 145 49 50,2199 16
14 145 | 49 50,1731 18
15 145 49 50,2645 15
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5.2 Resultados do AGC

Os resultados encontrados com o AGC para as instancias L1-L10 estao mostrados na

Tabela 5.5 em que as colunas representam:

# Inicial de Colunas - Numero inicial de colunas obtidas com a heuristica
RSF;

PMR Inicial - Valor inicial de v(PCPPpwy)pr com o conjunto inicial de

colunas;
# Final de Colunas - Numero final de colunas no PMR;
PMR Final - Valor final do v(PCPPpw )pr, com todas as colunas;

Tempo; (s) - Tempo em segundos utilizado pelo processo de geracao de

colunas;
PMR Binério - Valor do v(PCPPpy) com todas as variaveis bindrias; e

Tempo, (s) - Tempo em segundos utilizado pelo CPLEX 7.5 para resolver o
PMR binério.

No AGC nao foi utilizada nenhuma técnica de eliminacao de colunas. Isso para verificar

0 seu comportamento no pior caso.

TABELA 5.5 — Resultados obtidos com a Geragao de Colunas.

Resolvendo o PMR final
AGC de forma inteira (PLI)

Inst. | # Inicial de PMR  # Finalde PMR Tempo; PMR Tempos
Colunas Inicial Colunas Final (s) Bindrio (s)
L1 500 34,00 626 35,00 17 34 0,00
L2 500 41,00 674 43,00 45 42 0,20
L3 500 35,16 697 37,00 62 36 0,00
L4 500 45,00 680 47,00 183 46 2,00
L5 500 47,20 691 49,00 286 48 1,00
L6 500 44,00 829 46,00 194 45 0,00
L7 500 49,00 815 49,85 2166 49 1,00
L8 500 36,00 645 37,00 27 36 0,00
L9 500 44,00 813 46,00 331 45 4,01
L10 500 44,00 813 46,00 326 45 5,10

Como mostrado na Tabela 5.5, os resultados validam a decomposigao utilizada neste

trabalho, embora o tempo computacional tenha sido elevado para uma instancia, compare

com a Tabela 5.1. Mas vale ressaltar que nao foi utilizada nenhuma técnica de eliminacao

de colunas improdutivas, ou parada prematura do processo de geragao devido a algum
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critério pré-estabelecido. Por outro lado, apés gerar todas as colunas, o PMR obtido e
resolvido de forma inteira, encontrou todas as solugoes étimas em um tempo razodvel,

inferior a 5,10s para todas as instancias.

Instancia L7
58
Detalhe
56 1 >
50,1
o 54+
g b hlhterscosserogessssssssonssossosns
o T
g 521
° —A— | a9
8. 50
E ‘ 49,81
T 48
49, 7T T T T T T T T T
46 122 127 132 137 142 147 152 157

44

2 22 42 62 82 102 122 142
IteracBes

—— Limitante de Area/Barnes
—— LagClus
—=— PMR

FIGURA 5.10 — Comportamento do problema mestre restrito e da LagClus obtida a
partir do multiplicadores duais do PMR.

A Figura 5.10 mostra o comportamento do AGC e da LagClus obtida com os
multiplicadores duais do PMR. Pode-se perceber que, conforme o nimero de iteracoes
aumenta, os dois limitantes tendem a se igualar, muito préximo do limitante tedrico
de drea dado por |(L x W) /(I x w)]. Percebe-se ainda que o AGC poderia ter parado
antes, proximo da iteragao de niimero 122, pois o limitante dado pela LagClus ultrapassou
o limitante de area. Observagoes como essas podem reduzir o tempo computacional

utilizado no processo.

A seguir é apresentado o PEUC e os resultados computacionais da LagClus sobre algumas

instancias reais desse problema.
5.3 Introducao sobre o PEUC

Esta secao considera o Problema da Estivagem de Unidades de Celulose (PEUC) em
poroes de navios dedicados para o transporte maritimo internacional. Segundo dados
de 2007 da Associagdo Brasileira de Celulose e Papel - BRACELPA (http://www.
bracelpa.org.br), o Brasil é o 7° maior produtor mundial de celulose de todos os tipos,
ocupa a lideranca na producao de celulose de fibra curta de mercado e a 11* posicao
na producgao de papel. Em 2006, as empresas brasileiras produziram 11,1 milhoes de

toneladas de celulose e 8,6 milhoes de toneladas de papel, gerando uma participagao de
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1,4% no PIB.

A produgao de celulose brasileira é obtida de duas espécies de madeira: o Eucalipto e o
Pinus. A madeira, uma vez cortada e descascada, é transportada até a unidade industrial
onde serd processada. Ao final, placas de celulose sdo geradas, empilhadas e amarradas
para compor uma unidade de celulose. As unidades sao entao transportadas por navios
especializados para atingir o mercado externo. Porém, para que esse transporte seja

realizado, as unidades de celulose devem ser estivadas nos poroes dos navios.

A estivagem de cargas consiste em arranjar itens menores (unidades de carga) em uma
unidade de transporte da melhor maneira possivel procurando reduzir os custos logisticos
envolvidos (Branch, 1996). O planejamento da estivagem deve considerar o tipo de carga

a ser estivada, o tipo de unidade de transporte, a natureza da carga, dentre outros fatores
(Handabaka, 1994).

O produto final da etapa do planejamento da estivagem é o posicionamento das unidades

de carga na unidade transportadora.

No contexto do PEUC, um bom planejamento possibilita um melhor aproveitamento do
espago disponivel, a reducao do tempo de embarque e maiores ganhos econdémicos para

a empresa produtora de celulose.

A Figura 5.11 apresenta algumas fotos das unidades de celulose sendo estivadas em
poroes de navios. Essas imagens foram obtidas junto a um porto brasileiro especializado

no embarque e desembarque de celulose.

FIGURA 5.11 — Estivagem de unidades de celulose em poroes de navios

A Figura 5.12(a) apresenta de forma esquemadtica uma unidade de celulose, a disposigao

dos pordes do navio (b) e uma possivel estivagem de um porao(c).
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O PEUC, essencialmente, pode ser definido como sendo o problema de empacotar
tridimensionalmente itens (unidades) em uma caixa (porao). Uma unidade de celulose
é composta por um conjunto de fardos menores, que por sua vez sao constituidos de
placas de celulose amarradas por um arame. Na literatura, o PEUC pode ser visto como
um caso particular de um outro problema mais geral conhecido como Three-Dimensional
Bin Packing Problem (3D-BPP). No 3D-BPP sao dados um conjunto de n itens, cada
um caracterizado pela sua largura w;, altura h; e comprimento [; para todo ¢ € [ =
1,2, ...n, e um numero limitado de bins (caixas), no qual inicialmente considera-se uma
disponibilidade de pelo menos n bins idénticos e tridimensionais tendo como dimensoes
comuns a largura W, altura H e comprimento L. O 3D-BPP consiste em se empacotar

ortogonalmente todos os n itens no menor nimero possivel de bins (Silva et al., 2003).

T ¢

Estibordo

@ (b)

©

FIGURA 5.12 — Unidade de celulose (a), disposi¢cao dos poroes e (c¢) exemplo de uma
estivagem

O PEUC é um caso particular do 3D-BPP pois apresenta restricoes operacionais que
permitem transformé-lo em um problema bidimensional. Todas as unidades de celulose
a serem estivadas sao iguais, ou seja, apresentam as mesmas dimensoes, sao do mesmo
tipo e devem ser posicionadas em um tnico porao por vez. Assim, o problema consiste
em definir o layout da estivagem para cada um dos poroes do navio, considerando que

as unidades de celulose possuem dimensoes iguais inferiores as dimensoes do porao.

Em um porao, a estivagem é feita por camadas através dos guindastes, até atingir uma
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altura satisfatéria que permita fechar a escotilha, e com isso, aproveitar ao maximo o

espago util do porao.

Cada unidade de celulose também é amarrada por um arame (veja Figura 5.12(a)) para
permitir um carregamento mais eficiente no berco de atracacao através dos guindastes.
Porém, durante o transporte, as unidades tendem a se movimentar devido ao balango
proporcionado pelo navio e, como além das unidades os fardos também sao amarrados
por arames, se entre uma camada e outra a ordem de colocacao das unidades for alterada
gerando o cruzamento dos arames, estes podem se partir avariando a carga, produzindo
até mesmo incéndios. Assim, para evitar esses problemas, definida a primeira camada
do porao, as demais sao repeticoes desta primeira. Com isso o PEUC pode ser reduzido

para o caso de empacotamento bidimensional de itens iguais e uma tinica area maior.

Recorrendo novamente a tipologia proposta por Dyckhoff (1990), o PEUC pode
classificado como sendo 2/B/O/C (bidimensional, selegdo de itens, objeto tnico, itens

iguais) e com isso, pode ser visto como um PCPP.

Cabe ressaltar que o PEUC apresenta instancias maiores que as do PCPP, ou seja,
enquanto as maiores instancias do PCPP sao da ordem 150 caixas, as do PEUC variam

de 150 a 300 unidades de celulose, aumentando assim o seu grau de dificuldade.
5.3.1 Formulacao do PEUC

Como o PEUC ¢ classificado como um PCPP, o modelo de Beasley (1985) pode ser
utlizado para representa-lo matematicamente. Sendo assim, a formulacao 5.6-5.8 pode
ser utlizada. Cabe ainda ressaltar que o PEUC possui um nimero elevado de variaveis e

restrigoes em relagao ao PCPP.
5.3.2 LagClus para o PEUC

A aplicagao da LagClus no PEUC segue os mesmos passos descritos para o PCPP,
inclusive a decomposigao das cliques relaxadas e a inser¢ao de subcliques e/ou restrigoes

de adjacéncia nos clusters criados.

Uma vez particionado o grafo de conflitos do PEUC, a formulagao 5.9-5.12 pode ser
utilizada no PEUC e consequentemente as equacoes 3.8 e 3.9 podem ser novamente

consideradas.

Como mencionado no inicio desta secao, o PEUC apresenta maior dificuldade para ser

resolvido do que o PCPP. A Figura 5.13 apresenta um grafo de conflitos para uma
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instancia real com (L, W) = (2536cm, 1312cm) e (I, w) = (144em, 84cm). Sao mais de

22 mil vértices e mais de 4,5 milhoes de arestas presentes neste grafo.

1312cm

> L
-« >

2536cm

FIGURA 5.13 — Grafo de conflitos gerado para a instancia real P2: 22.870 vértices e
4.792.819 arestas

5.3.3 Experimentos Computacionais

O algoritmo de subgradientes descrito para o PCPP foi aplicado novamente no PEUC,
com os mesmos critérios de parada. O CPLEX 7.5 foi utlizado para resolver os

subproblemas e o METIS para realizar o particionamento do grafo de conflitos.

A heuristica lagrangeana HVM foi utilizada para, a partir da solucao relaxada da

LagClus, compor uma solucao viavel para o PEUC.

As Tabelas 5.6 e 5.7 mostram, respectivamente, as caracteristicas dos problemas e os
resultados obtidos com a LagClus. Veja que a maioria das solugdes praticas ultrapassa 200
unidades de celulose. Essas instancias foram obtidas em um porto brasileiro especializado

no embarque de unidades de celulose.

Na Tabela 5.6, as colunas H e h representam, respectivamente, a altura do porao e altura
da unidade de celulose. A tultima coluna representa o nimero de unidades estivadas pelo

porto atualmente.

Com a formulacao do PEUC mostrada na Se¢ao 5.3.1 aplicada diretamente nas instancias

da Tabela 5.6, o CPLEX 7.5 nao conseguiu obter resultados inteiros em mais de 10h de
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execucao. O limitante fornecido pela relaxacao de PL também nao foi encontrado apds

o mesmo periodo de tempo.

TABELA 5.6 — Instancias consideradas para o PEUC.

Inst. L (cm) W (cm) H(ecm) 1(cm) w(cm) h (cm) Solugao Pratica
do Porto
P1 2296 1230 1600 136 94 184 213
P2 2536 1312 1600 144 84 190 269
P3 2252 1470 1652 144 84 190 265
P4 1470 1458 1652 144 84 190 170
P5 2296 1230 1600 135 92 183 217
P6 1804 1230 1600 137 95 190 158
P7 2466 1230 1600 137 95 190 222
P8 1804 1750 1600 137 95 190 234
P9 2426 1230 1640 137 95 190 204

Os resultados da LagClus estao mostrados na Tabela 5.7. Como indicado no Capitulo 3,
o numero de clusters foi previamente definido a partir de experimentos preliminares que

avaliaram a qualidade dos limitantes e o tempo computacional.

TABELA 5.7 — Resultados da LagClus para as instancias do PEUC.

LagClus
Inst. # de Clusters UBg,..q UBpurnes | LB UB Gap (%) Tempo (s)

P1 30 220 220 219 220,01 0,46 4768
P2 20 275 274 273 274,48 0,54 24637
P3 30 273 273 271 272,52 0,56 9634
P4 20 177 177 175 176,28 0,73 2889
P5 30 227 227 226 228,66 1,16 6268
P6 40 170 170 168 170,45 1,44 907

P7 30 233 233 231 232,97 0,85 7460
P8 30 242 242 240 242,77 1,14 16249
P9 30 229 229 227 229,31 1,00 7384

Considere a Tabela 5.7. Para a instancia P2 a LagClus forneceu um resultado melhor
que o limitante de area. Para as instancias P3, P4 e P7, a LagClus forneceu limitantes
superiores melhores que os ja conhecidos de drea e de Barnes. Somente na instancia P5
o limitante da LagClus nao foi bom. Para as demais instancias os limitantes obtidos
(LagClus, de drea e de Barnes) podem ser considerados semelhantes. Note que esses

resultados podem ser melhorados se o nimero de clusters for reduzido.

Os tempos computacionais da LagClus variaram de 907 a 24637 segundos, porém
cabe ressaltar alguns pontos. A LagClus apresenta limitantes que podem ser utilizados
para avaliar o quanto longe uma solucao viavel esta da solucao 6tima. Nos portos, as
autoridades portudrias tém armazenado em um banco de dados os planos de estivagem

para a sua frota. Entao, quando um navio conhecido for atracar no porto, eles imprimem e
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utilizam os planos de estivagem previamente armazenados para aquele navio. Além disso,
todo navio tem uma programacao e eles sabem qual a sua data e hordrio de chegada.
Quando um navio diferente esta programado para atracar no porto, eles executam um
novo plano de estivagem para aquele navio mediante informagoes sobre as dimensoes
dos poroes passadas pelo proprietario do navio, conhecido como armador. Normalmente
o porto recebe a informacao de que um navio diferente vai atracar com meses ou até
mesmo 1 ano de antecedéncia. Portanto, em um ano, as autoridades tem tempo suficiente
para executar novos planos de estivagem com métodos mais eficientes como é o caso da
LagClus.

TABELA 5.8 — Analise do embarque de unidades de celulose.

# de Unidades de # de Unidades de

Celulose por Camada celulose por porao
Inst. Solucao Pratica LB Diferenca # de Solucao Pratica LB

do Porto Camadas do Porto
P1 213 219 6 8 1704 1752
P2 269 273 4 8 2152 2184
P3 265 271 6 8 2120 2168
P4 170 175 5 8 1360 1400
P5 217 226 9 8 1736 1808
P6 158 168 10 8 1264 1344
P7 222 231 9 8 1776 1848
P8 234 240 6 8 1872 1920
P9 204 227 23 8 1632 1816
Média 216,89 225,56 8,67 8 1735,11 1804,44

A Tabela 5.8 faz uma analise geral dos resultados obtidos. A coluna “Diferenca’” representa
a diferenca entre a melhor solucao dada pela heuristica lagrangeana e a solucao pratica

do porto. A coluna “Numero de camadas” é calculada como sendo | H/h|.

Como pode ser observado, a LagClus em média conseguiu estivar 8,67 unidades de
celulose a mais por camada, o que dd 69,33 unidades a mais por porao (1804,44 -
1735,11). Considerando uma média de 10 pordes por navio, sdo 693,3 unidades a mais
por carregamento por navio. Dado a quantidade de viagens de um navio por ano, o
total transportado a mais, pode representar ganhos logisticos significativos em termos de

tempo e de custos.

A Figura 5.14 mostra os planos de estivagem usados pelos portos e os aqui obtidos pela
LagClus, através da heuristica HVM. A parte em cinza indica dreas nao usadas (sobras).
Note que visualmente as solugoes da HVM sao melhores que as solugoes préticas dos

portos.
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5.4 Consideragoes Finais

Este capitulo apresentou a LagClus e o AGC para o Problema do Carregamento
de Paletes do Produtor (PCPP). Esse problema pode ser considerado um PMCIV e

consequentemente um grafo de conflitos bem definido é obtido.

A LagClus encontrou solugbes 6timas conhecidas de algumas instéancias e forneceu
limitantes tao bons quanto os de PL. Por outro lado, o AGC também apresentou bons
resultados, encontrando a solugao 6tima para todas as instancias consideradas dificeis
por Letchford e Amaral (2001).

Estd em fase de estudo, a aplicacao de técnicas de reducao que permitam eliminar
colunas improdutivas, e técnicas que parem o processo de geracao de colunas, assim
que este atingir um determinado valor, como por exemplo, o limitante de area descrito
anteriormente. Espera-se com isso, reduzir o tempo computacional e obter problemas

mestres restritos finais tao bons quanto os obtidos quando o processo de geracao segue

até o fim.
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- [T
LT
P1 - Porto ) P1-LagClus P6 - Porto P6 - LagClus
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FIGURA 5.14 — Planos de estivagem praticados nos portos e os novos gerados pelo
LagClus
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Como foi verificado, v(PPC Ppw )pr, encontra o limitante da LagClus mostrando que o

método estabiliza.

Neste capitulo também foi apresentado o Problema da Estivagem de Unidades de Celulose
(PEUC) em poroes de navios dedicados. O PEUC aparece em varios portos brasileiros

necessitando de métodos eficientes para resolveé-lo.

Dadas as suas restrigcoes operacionais, esse problema pode ser considerado como um
PCPP e assim, a formulagao de Beasley (1985) para o problema de corte nao-guilhotinado
bidimensional pode ser adaptada e utilizada. Como o PEUC apresenta um grau de
dificuldade superior ao do PCPP, a LagClus foi testada. Os resultados obtidos foram

interessantes e se mostraram superiores aos resultados préaticos utilizados atualmente.

O AGC foi testado no PEUC mas os resultados nao foram interessantes. A mesma
heuristica utilizada no PCPP para gerar o conjunto inicial de colunas do PCPP, foi aqui
usada. Porém, os resultados computacionais mostraram uma convergéncia muito lenta,

inviabilizando sua aplicacgao.

Como no PCPP, estratégias eficientes de remocao de colunas precisam ser implementadas

para que o AGC possa ser aplicado em problemas maiores como os do PEUC.

O préximo capitulo apresenta uma aplicacao da LagClus em um problema no qual o

grafo de conflitos nao é bem definido.
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CAPITULO 6
PROGRAMACAO DIARIA DE UM SATELITE DE OBSERVACAO

Satélites de observacao terrestre coletam imagens de areas especificas do planeta
conforme as solicitacoes de érgaos governamentais, institutos de pesquisas e empresas
privadas (Cordeau e Laporte, 2005). Cada imagem tem associado um beneficio e satélites
tipicos nao podem acomodar muitas imagens em uma missao devido as restrigoes
operacionais. Assim, se faz necessario selecionar as melhores imagens que maximizem

uma funcao objetivo, respeitando as restricoes operacionais.

Existem problemas diferentes relacionados com os satélites de observagao terrestre (veja
Lin et al. (2005); Benoist e Rottembourg (2004); Cordeau e Laporte (2005); Gabrel
e Murat (2003); Habet e Vasquez (2004)). Este capitulo considera o Problema da
Programagao Diaria de Imagens de um Satélite de Observacao (PPDISO) correspondente
a familia dos satélites SPOT. Os satélites SPOT’s sao satélites opticos de observacao
terrestre desenvolvidos pelo CNES (Centro Nacional Francés de Estudos Espaciais). O
primeiro satélite (SPOT 1) foi lancando em 1986 e o dltimo (SPOT 5) em 2002 (veja
site http://spot5.cnes.fr).

O SPOT 5 foi projetado para ser equipado com trés cameras posicionadas na frente, no
meio e na parte de tras do satélite. Ele pode obter dois tipos de imagens: mono e stereo.
As imagens mono podem ser obtidas por qualquer uma das trés cameras, enquanto uma

imagem stereo deve ser obtida pelas cameras da frente e de tras ao mesmo tempo.

No PPDI do satélite SPOT 5 (PPDI-S5) dado um conjunto de imagens candidatas,
deve-se selecionar um subconjunto que satisfaz a varias restricoes fisicas e ldogicas
(Vasquez e Hao, 2001):

a. duas tomadas de imagens nao devem se sobrepor e o tempo minimo de

transicao entre duas sucessivas imagens na mesma camera deve ser respeitado;

b. existem limitagoes quanto ao fluxo de dados instantaneo no satélite que é o

resultado de imagens simultaneas obtidas em cameras diferentes; e

c. a capacidade de armazenamento do satélite nao pode ser excedida.

As instancias do PPDI-S5 apresentadas na literatura por Bensana et al. (1999), obtidas

do simulador do SPOT 5, ainda apresentam-se desafiadoras para solvers comerciais.
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Sendo assim, este capitulo apresenta algumas relaxacoes lagrangeanas para o problema,

dentre elas a LagClus.

Como o PPDI-S5 nao apresenta um grafo de conflitos bem definido, os resultados
da LagClus nao foram tao interessantes, provando somente a solucao étima de uma
instancia ainda nao conhecida. Por outro lado, ao se analisar a relaxacao de PL de um
modelo proposto na literatura, identificou-se varias restrigoes de corte. Com isso, algumas
formulagoes alternativas para o problema foram estudadas. Duas dessas formulagoes

encontraram a solugao étima de todas as instancias propostas por Bensana et al. (1999).
6.1 Revisao Bibliografica para o PPDI-S5

Nesta secao sao apresentados alguns trabalhos relacionados ao PPDI-S5, bem como

outros correlacionados.

Verfaillie et al. (1996) propuseram algoritmos exatos baseados em técnicas de
Branch-and-Bound. Os autores apresentaram o algoritmo Russian Doll Search que realiza
varias buscas em subproblemas aninhados, gravando os resultados de cada busca e usando
mais tarde para compor um limitante inferior e realizar podas na arvore de busca. Esse
algoritmo forneceu bons resultados em problemas reais pequenos. Lemaitre e Verfaillie
(1997) trabalharam com programagao linear inteira com o CPLEX e com programagao

por restricoes com o ILOG Solver.

Bensana et al. (1999) propuseram benchmarks para o PPDI-S5 a partir dos dados do
simulador do SPOT 5. As instancias obtidas vem sendo utilizados para comparacao
na literatura, porém estao divididos em dois conjuntos diferentes: sem restrigoes de
capacidade (Conjunto 1) e com restrigoes de capacidade (Conjunto 2). O Conjunto 1
é composto de 13 instancias variando de 67 a 364 imagens candidatas e o Conjunto 2
de 7 instancias variando de 209 a 1057 imagens candidatas. O algoritmo proposto por
Verfaillie et al. (1996) encontrou a soluc¢ao 6tima de todas as instancias do Conjunto 1,

mas falhou nas instancias no Conjunto 2.

Recentemente, Gabrel (2005, 2006) apresentou resultados computacionais com relaxagoes
de PL de duas formulacoes binarias para o PPDI-S5: uma proposta por Bensana
et al. (1996) e outra por Gabrel e Murat (2003). A formulagdo proposta por Gabrel
e Murat (2003) usa decomposigao e andlise de fluxo. Conforme Gabrel (2005, 2006), essa
formulagao fornece limitantes de PL melhores que a formulacao de Bensana et al. (1996).
Gabrel (2006) ainda descreve técnicas que permitem fortalecer a formulagao de Gabrel
e Murat (2003).
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Por outro lado, muitas heuristicas e metaheuristicas tém sido utilizadas com sucesso no
PPDI-S5. Bensana et al. (1996) aplicaram uma Heuristica Gulosa, Simulated Annealing

e Busca Tabu no PPDI-S5, sendo que a Busca Tabu apresentou os melhores resultados.

Vasquez e Hao (2001) propuseram uma formulagao bindria para o PPDI-S5 que é uma
versao generalizada do problema da mochila. Porém, esse modelo apresenta um grande
numero de restricoes binarias e ternarias, dificultando o processo de solucao. Os autores
também apresentaram uma Busca Tabu mais aprimorada e conseguiram melhorar os
resultados de Bensana et al. (1996). Esses resultados atualmente tem sido os melhores

até entao publicados para as instancias de Bensana et al. (1999).

Mais tarde, Vasquez e Hao (2003) apresentaram limitantes superiores muito préximos dos
limitantes inferiores apresentados pelos mesmos autores em 2001. Esse trabalho permitiu
com que os autores provassem que a Busca Tabu anteriormente implementada, realmente

fornecera bons resultados.

Para produzir limitantes superiores para o PPDI-S5, Vasquez e Hao (2003) representaram
o problema por meio de um grafo que foi particionado em clusters e cada um deles
resolvido com um algoritmo Branch-and-Bound desenvolvido pelos proprios autores.
Note que esta idéia é bem semelhante a da LagClus, entretanto, os autores nao relaxaram
no sentido lagrangeanas as arestas que conectam os clusters. Usando o conceito da
LagClus, é como se Vasquez e Hao (2003) tivessem utilizado multiplicadores lagrangeanos
iguais a zero e executado somente a primeira iteracao do algoritmo de subgradientes.
Um problema relacioando aos limitantes de Vasquez e Hao (2003) foi o tempo gasto para

obteé-los, que variou de algumas horas a alguns dias de processamento.
6.2 Formulacao Matematica para o PPDI-S5

Seja P = p1,p2,...,pn um conjunto de n imagens candidatas, mono ou stereo. Cada
imagem mono p; pode ser obtida por qualquer uma das trés cameras, ou seja, existem
trés combinagoes possiveis: (p;, camera, ), (p;, cameray) e (p;, camerag). Similarmente,
cada imagem stereo p; pode ser obtida somente pelas cameras da frente e de tras ao
mesmo tempo, ou seja, existe apenas uma combinacao possivel (p;, camera;s). Se 1y
representa o total de imagens mono e ny o total de imagens stereo, existe um total de
m = 3 X ny + ny pares possiveis de imagens e cameras. Cada possivel par pode ser

representado por uma variavel binaria z; para todo 1 = 1,2, ..., m.

Cada imagem p; tem associado um beneficio b; e um peso ¢;. Para as imagens mono p;,

cada uma das varidveis correspondentes aos seus pares (p;, camera), recebem o mesmo
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beneficio b; e peso ¢;. Assim, o modelo proposto por Vasquez e Hao (2001) pode ser assim

descrito:

v(PPDI — S5) = Max {Zm: bixi} (6.1)

(PPDI - S5) Sujeito a:

m

Zcixi < Cap (6.2)
=1
2 € {0,1} Vi = 1..m (6.6)

Sendo:

e (lap a capacidade maxima de armazenamento on board;

e ('} um conjunto de varidveis z; e x; tal que, devido a incompatibilidades entre

as imagens ¢ e j, estas nao podem ser tomadas;

e (5 um conjunto de trés varidveis (z;,z; e ;) em que no maximo uma delas

pode ser selecionada; e
e (5 um conjunto de trés variaveis (x;,x; e xx) em que no maximo duas delas

podem ser selecionadas.

A restricao 6.2 indica que a soma dos pesos das imagens selecionadas (programadas
para serem obtidas pelo satélite) ndo pode exceder a capacidade méxima Cap de
armazenamento do satélite. Essa restricao é também conhecida como restricao de

mochila.

As restrigoes definidas em 6.3 sao logicas e garantem:

a. a nao sobreposi¢ao de imagens na mesma camera; e

b. limitacoes de fluxo instantaneo no satélite.
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Note que as restrigoes definidas em 6.3 sao restrigoes de adjacéncia ou restrigoes binérias.

Algumas restri¢oes envolvendo limitagoes de fluxo instantaneo nao podem ser expressas
pelas restricoes binarias 6.3, entao um conjunto complementar de restricoes deve ser
definido. Esse novo conjunto esta definido em 6.5 e suas restricoes sao conhecidas como

restricoes terndrias.

As restrigoes definidas em 6.4 garantem que uma imagem mono sera tomada por no
maximo uma camera e as restricoes 6.6 indicam que todas as varaveis sao binarias. Veja
que as restrigoes 6.4 sao cliques com trés varidaveis e que também podem ser expressas

por trés restrigoes binarias como em 6.3.

Como indicado por Vasquez e Hao (2001), a formulacdo acima é um caso especial do
problema da mochila multidimensional (Martello e Toth, 1990) e tem recebido atencao
por parte dos pesquisadores devido a suas aplicagoes priticas (veja Fréville e Hanafi
(2005)).

Embora o modelo 6.1-6.6 seja eficiente em instancias de pequeno porte sem a restri¢ao
de capacidade, ele apresenta problemas com as instancias maiores que possuem restricao

de mochila.

Esse modelo apresenta um limitante de PL ruim (veja Vasquez e Hao (2003)) nao
permitindo que a técnica de Branch-and-Bound realize as podas mais rapidamente para
garantir a solugao 6tima de uma instancia. Sendo assim, algumas relaxacoes lagrangeanas

sao apresentadas na proxima secao buscando identificar novas solugoes 6timas.
6.3 Relaxacoes Lagrangeanas para o PPDI-S5

Como visto no Capitulo 2, o primeiro passo antes de aplicar uma relaxacao Lagrangeana

¢ identificar o conjunto de restrigoes que dificultam o processo de solucao.

Experimentos preliminares mostraram que as restricoes ternarias sao as que apresentam
maior complexidade, ou seja, quando estas restricoes sao removidas do modelo,
solvers comerciais conseguem resolver o problema relaxado, mesmo com a restricao de
capacidade. Sendo assim, além da LagClus, optou-se também por realizar uma relaxacao

lagrangeana sobre as restricoes 6.5.
6.3.1 LagClus para o PPDIS-S5

Analisando o modelo 6.1-6.6 percebe-se que restricoes de adjacéncia aparecem em 6.3 e

6.4. Seja G = (V, A) um grafo de conflitos no qual o conjunto de vértices V' é formado
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pelas varidveis bindrias do modelo de Vasquez e Hao (2001), e o conjunto de arestas A

pelas incompatibilidades descritas pelas restricoes de adjacéncia definidas em 6.3 e 6.4.

O grafo G acima nao representa o PPDI-S5, pois a restricao de capacidade nem as
restricoes ternarias foram consideradas. Por outro lado, como indicou Vasquez e Hao
(2003), o numero de restrigdes bindrias é muito maior que o numero de restrigoes
ternarias, consequentemente, adotou-se trabalhar as restrigoes ternarias como “restricoes

de adjacéncia” para “considera-las” em G.

Assim, a LagClus para o PPDI-S5 pode ser assim definida:

a) Relaxe a restri¢ao de capacidade no sentido lagrangeano;

b) Crie um grafo de conflitos G = (V, A) no qual cada varidvel binaria do modelo
6.1-6.6 é representado por um vértice em G e as restricoes definidas em 6.3,

6.4 e 6.5 sao representadas pelas arestas em G

¢) Aplique uma heuristica de particionamento para dividir G em P partes,

formando P clusters:;

d) Relaxe no sentido lagrangeano todas as arestas que conectam os clusters
referentes as restrigoes bindrias e todas as restrigoes ternarias que apresentam

vértices em diferentes clusters; e
e) A relaxacdo lagrangeana é decomposta em P subproblemas e resolvida.
A Figura 6.1 apresenta os passos acima descritos. Note que o grafo da figura apresenta

restricoes binarias representadas por linhas pontilhadas, e restrigoes ternarias por linhas

continuas. Esse grafo foi particionado em dois clusters.

Grafo de Conflitos A
Cluster 2
...... Restricdes Rel axadas
X, + X, 1
------ > Xs + Xg <1
X, + X, + X3 <2
Xg * X7 + Xg < 2
Custer 1 N\ Ao l6 ———" %"
J

FIGURA 6.1 — Grafo de conﬂitos1 ng restri¢oes binarias e ternarias.



No exemplo da Figura 6.1, repare que duas restrigoes ternarias foram relaxadas porque
um de seus vértices aparece em um cluster diferente dos demais. Também repare que
duas arestas de adjacéncia sao relaxadas. Elas poderiam ter sido obtidas da seguinte
clique x5 + 24 + 5 < 1, e neste caso a aresta (x9,r5) nao é relaxada e a respectiva

restricao de adjacéncia x5 + x5 < 1 deve ser adicionada no Cluster 1.

Ao dividir o grafo de conflitos conforme os passos acima, o modelo 6.1-6.6 pode ser assim

escrito:

ﬁ
v(PPDI — 85) = Maz y VP (6.7)
p=1
(PPDI-S5) Sujeito a:
+AY 4A%? ... 4 AP2P < RA (6.8)
+D'z! < R!
+ D222 < R?
, (6.9)
<
+DPzP < RP
eteBm ... ... PeBw (6.10)

Sendo:

e AP uma matriz que representa os coeficientes associados as variaveis zP do
cluster p que aparecem nas restrigoes: de capacidade, de adjacéncia 6.3 com
vértices entre clusters, de cliques 6.4 com vértices entre clusters e ternérias 6.5
com vértices em clusters diferentes. O nimero de linhas dessa matriz depende

do ntmero de restrigoes relaxadas;

e DP uma matriz bindria que representa os coeficientes associados as variaveis

2P que aparecem nas restricoes definidas em 6.3-6.5 do cluster p;

e B" um vetor de varidveis bindrias com dimensao n, associadas as varidveis

P,
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e R, um vetor com os coeficientes do lado direito das restrigoes relaxadas; e

e [, um vetor com os coeficientes do lado direito das restrigoes definidas em

6.3-6.5 pertecentes ao cluster p.

Agora usando multiplicadores lagrangeanos A € R4, sendo M o total de restrigoes

relaxadas 6.8, a LagClus pode ser assim escrita:

p M
v(LG\PPDI — S5) = > v(PPDI — 85), + Y RitAm (6.11)
m=1

p=1

Onde cada subproblema p pode ser assim definido:

v(PPDI — 55), = Maz {(1 — A™X)a? : 2" € D,} (6.12)

6.3.2 Relaxacao Lagrangeana Sobre as Restrigoes Ternarias

Seja C' = |Cs] o total de restri¢oes ternarias definidas em 6.5. Utilizando multiplicadores
A € RY, as restrigoes terndrias sao relaxadas no sentido lagrangeano produzindo o

seguinte modelo:

m C C
v(LA\PPDI = S5) = Maz { Y bizi+ Y Ae(—mi—az;—2x) +2> A p (6.13)
= ?C(?a;,k)ecac !

(L\PPDI-S5) Sujeito a: 6.2-6.4 ¢ 6.6.

Os resultados das relaxagoes lagrangeanas apresentadas para o PPDI-S5, de maneira
geral, nao foram bons. Apesar da LagClus provar uma solugao 6tima ainda nao conhecida,
os gaps encontrados para as instancias com restricao de capacidade piores que os de
Vasquez ¢ Hao (2003). Porém os estudos aqui desenvolvidos incentivaram a criagdo de
modelos matemédticos mais fortes para o PPDI-S5 que utilizassem restri¢coes de corte.

Esses modelos sao mostrados a seguir.
6.4 Novas Formulacoes para o PPDI-S5

Todas as formulacoes aqui propostas foram obtidas a partir da relaxacao de PL do modelo
Vasquez e Hao (2001). Como descrito no Capitulo 3, existem varios cortes ja estudados

na literatura, porém dependendo do problema, novos cortes podem ser encontrados e
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implementados.

6.4.1 Formulacao Usando Cliques Maximais Envolvendo um Vértice e

Cobertura de Vértices

Murray e Church (1997a) trabalhando com o PMCIV propuseram uma nova forma de
representar restricoes de adjacéncias, que permite reduzir o niimero de restrigoes de um
modelo. Eles exploram o conceito de cliques maximais e de cobertura de vértices. Uma
clique maximal é definida por Murray e Church (1997a) como sendo a maior clique que
envolve um determinado vértice. Por exemplo, considere a Figura 6.2 que apresenta um
grafo de conflitos. A maior clique que envolve o vértice x; é dado pelo conjunto de vértices

T1,T2,T3 € Xy4.

Grafo de conflitos

: s>

X, Clique maximal envolvendo o vértice x;: (X}, X5 X3 X,)
X2

Xy

X4

X3

FIGURA 6.2 — Clique maximal envolvendo o vértice x.

Entretanto, um conjunto de restricoes baseadas em cliques maximais podem conter
restrigoes (cliques) redundantes. Isso significa que uma clique maximal de um vértice
pode ser um subconjunto de uma clique maximal de outro vértice. Com isso, faz-se
necessario identificar somente cliques maximais tnicas para evitar redundancia. Esse
processo de identificacao deve ser feito comparando-se as novas cliques maximais obtidas
com as que foram identificadas previamente. Com isso, pode-se dizer que o nimero de
cliques maximais unicas é limitado pelo nimero de vértices presentes no grafo de conflitos
(Murray e Church, 1997a).

Porém, ao selecionar o conjunto de cliques maximais, nao existe garantia de que todas
as restrigoes de adjacéncias estejam satisfeitas. Considerando novamente a Figura 6.2, a
aresta (r1,xg) nao faz parte da clique maximal do vértice x1, mostrada anteriormente.
Com isso, faz-se necessario adicionar as restricoes de cliques maximais, restricoes de
cobertura de vértices ou de empacotamento de vértices. Assim, sao adicionadas, no

maximo, um numero de restricoes de cobertura igual ao nimero de vértices do grafo
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de conflitos (Murray e Church, 1997a).

A Figura 6.3 apresenta a reducdo proposta por Murray e Church (1997a) aplicada ao
grafo mostrado na Figura 6.2. Observe que o niimero de restrigoes obtido ao final é igual
a 4, dividido em 2 restricoes de cliques maximais envolvendo os vértices x1 e x5, e 2
restrigoes de cobertura envolvendo os vértices z; e x5. Observe ainda que este niumero de

restrigoes ¢ inferior a 2 vezes o nimeros de vértices conforme Murray e Church (1997a).

Grafo de conflitos Definindo as cliques maximais:
1) Para o vértice x; = (X, x,, X3, x,) — Clique 1
*2 2) Para o vértice x, = (x,, X,, X3, x,) — Clique redundante
3) Para o vértice x; = (X, X,, X3, x,) — Clique redundante
Xy 4) Para o vértice x;, = (x;, x,, X3 x,) — Clique redundante
5) Para o vértice xs = (x;, x,, x5) — Clique 2 ey
6) Para o vértice x;, = Nenhuma
Xy Total de cliques maximais: 2 <Numero de vértices (6) Restrigoes geradas:
Definindo restri¢cées de cobertura de vértices: ? : ;2 _:rxxj <+I <1
1) Para o vértice x; = x; + x5 < 1 — Cobertura 1 — Demais x3 n x4 <] T
vértices conflitantes com x, estdo na clique 1. x] + xﬁ ;1
2) Para o vértice x, = Nenhuina — Todos os vértices Tottjll de6R_estri§,'ﬁes.' 4
Xg Xs conflitantes com x, estdo na clique 1. contra 10 restrighes de
: 3) Para o vértice x; = Nenhuma — Todos os vértices adjacéncias.
conflitantes com x; estdo nas cliques 1 e 2.

4) Para o vértice x, = Nenhuma — Todos os vértices QL2
conflitantes com x, estdo nas cliques 1 e 2.

6) Para o vértice x; = x5 + x4, <1 — Cobertura 2 — Demais
vértices conflitantes com X; estdo na clique 2.

7) Para o vértice x; = Nenhuma — Pois as duas arestas
adjacentes a xzja foram consideradas nas restrigoes de
cobertura 1 e 2.

Total de restri¢oes de cobertura: 2 < Numero de vértices (6)

FIGURA 6.3 — Exemplo de aplicacao da redugao de Murray e Church (1997a).

6.4.1.1 Definicao das Restricoes de Reducao

Seja C'Ly o conjunto de vértices pertencentes a clique maximal k£, como definido por
Murray e Church (1997a), para k = {1, ..., K}, tal que K representa o ntimero total de

cliques maximais. Assim, as restrigoes de cliques maximais podem ser expressas como:

> oz <1 ViE={1,...K} (6.14)

JECLy

Seja IN; um conjunto com todos os vértices que compartilham uma aresta com o vértice
1, e n; um coeficiente igual ao maior nimero de elementos do conjunto N; que podem
ser selecionados simultaneamente sem violar uma restricao de adjacéncia. Sendo assim,

as restricoes de cobertura de vértices podem ser definidas como:
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ni+ Y, vy <n;  Vi={l,.,V} (6.15)

JEN;

Sendo V' o conjunto de vértices do grafo de conflitos formado pelas restrigoes de

adjacéncia presentes no modelo de Vasquez e Hao (2001).

Porém dessa forma, as restricoes definidas em 6.14 aparecem também nas restricoes de
vértices definidas em 6.15, indicando redundancia de restrigoes. Para evitar isso, seja
N, = {j € N;li,j ¢ CLy Yk =1,..., K} o conjunto dos vértices j que compartilham
uma aresta com i, dado que a aresta (i,j) ndo aparece em nenhuma clique maximal
k, e n; um coeficiente igual ao maior nimero de elementos do conjunto N; que podem
ser selecionados simultaneamente. Sendo assim, a restricao definida em 6.15 pode ser

substituida por:

jeN;

Com isso, as restrigcoes definidas em 6.14 e em 6.16 podem substituir, sem perda de

generalidade, o conjunto de restri¢coes de adjacéncias presentes em um grafo de conflitos.
6.4.1.2 Algoritmo de Reducao

O processo de geracao das restrigoes definidas em 6.14 e 6.16 esta apresentado na Figura
6.4.

Este processo é constituido de duas fases, diferencidas pelos retangulos maiores. O
primeiro passo é identificar as cliques maximais. Isso é feito para cada vértice i e consiste
em uma procura no conjunto N; do maior subconjunto de vértices (incluindo i) que é
mutuamente conectado. O segundo passo consiste no processo de criacao das restri¢oes
de cobertura de vértices que constitue das restricoes de adjacéncias nao consideradas no

passo anterior, e na definicao do coeficiente n;.

Ao término do algoritmo mostrado na Figura 6.4, as restricoes obtidas podem substituir

todas as restricoes de adjacéncias presentes em um grafo de conflitos.

Na proxima secao, serd apresentada uma formulacao reduzida para o PPDI que utiliza

os conceitos apresentados nesta secao.
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[ Inicio J

v

Inicio
i=1

Identificar clique
Maximal que inclui o

vértice i

i=1+1
TNéo
A clique
Sim Todos os identificada estéa
. < vértices . im presente
Fim € <2 ~ A
j& foram em alguma outra
examinados? clique
definida?
Adicionar a clique
maximal obtida em K.
Eliminar qualquerj em N; tal
Inicio a que a aresta (i,j) esteja
i=1 presente em uma c%}que
maximal, criando N;.
A
Calcular n;
A
se N;#&
Todos os
, vérti
| J + 1 értices
Fim

)

FIGURA 6.4 — Processo de geracao das restrigoes de Murray e Church (1997a).

6.4.1.3 Formulacao Usando Uma Clique Maximal para Cada Vértice e
Cobertura de Vértices (PPDI-S5_M,)

As restri¢oes definidas em 6.3 e 6.4, podem ser reduzidas através da formulagao de Murray

e Church (1997a). Com isso, o problema original do PPDI-S5 pode ser reescrito como:

v(PPDI — S5_M;) = Maz Y b (6.17)
=1

(PPDI - S5_M;) Sujeito a:
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m

Zcz‘xi < Cap (6.18)
=1
S ox,<1 Vkek (6.19)
jeCLy
jGNi
x; + Z; +x, <2 V(l'i,l’j, ]ﬂk) € 03 (621)
me{01)  Vie{l,...,m (6.22)

Este modelo, apesar de reduzir o nimero de restrigoes, nao apresenta bons resultados.

O CPLEX apresenta melhores resultados com o modelo-base de Vasquez e Hao (2001).
6.4.2 Formulagdao Usando Cliques Maximais (PPDI-S5_M,)

Considerando o grafo de conflitos G = (V, A) definido com as restrigdes 6.3 e 6.4, cliques
maximais em G podem ser obtidas, fortalecendo o modelo (Nemhauser e Sigismondi,

1992). Uma clique k é dita ser maximal quando nenhuma outra clique a domina.

Enquanto Murray e Church (1997a) consideravam apenas uma clique maximal por

vértice, aqui todas as cliques maximais presentes em G devem ser obtidas.

Assim, o segundo modelo, denominado PPDI-S5_Ms, pode ser apresentado:

v(PPDI — S5_My) = Max {Z bx} (6.23)
=1

(PPDIS-S5_My) Sujeito a:

m

Zcﬂi < Cap (6.24)

=1

» ;<1 VYClique Maximal k =1,...K (6.25)

ick
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2 €{0,1Vi=1..m (6.27)

Onde K ¢ o total de cliques maximais encontradas no grafo G.

A fungao objetivo do modelo PPDI-S5_M, é a mesma de Vasquez e Hao (2001). As
restricoes 6.24 e 6.26 sao as mesmas descritas em 6.2 e 6.5, respectivamente. Fulkerson
(1971) e Padberg (1973) indicam que o conjunto de restri¢oes 6.25 é forte, e que o

limitante de PL é consequentemente melhorado.

A formulacao PPDI-S5_M, apresenta limitantes de PL melhores que os da formulagao
de Vasquez e Hao (2001).

6.4.3 Formulagao Usando Cliques Maximais e Situacao Par-Binario
(PPDI-S5_M;)

O modelo PPDI-S5_M,, embora apresente limitantes de PL melhores, ainda consideram
as restricoes ternarias de maneira independente. Analisando a relaxacao de PL do modelo

PPDI-S5_M,, essas restricoes podem ser fortalecidas da seguinte maneira.

Restricdo Forte:

> Xi + X + X+ X <2

FIGURA 6.5 — Desigualdade valida para o PPDI-S5.

Considere o exemplo mostrado na Figura 6.5. Os dois triangulos sao representacoes
de duas restrigoes ternarias, e a linha pontilhada uma restricao de adjacéncia definida
por 6.25. Essa tipo de situacao aqui é denominada par-binario. A solucao fracionada
[z, z; x, x]=1[0,7 0,8 0,5 0,5] satisfaz todas as trés restricoes. Usando o
procedimento de Chvatal-Gomory mostrado no Capitulo 2, uma inequacao valida pode

ser obtida de tal maneira que esta solucao fracionada seja eliminada. Assim, se as
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trés restrigoes da figura forem somadas obtém-se a seguinte desigualdade 2z; + 2z; +
2z + 2x; < 5. Se agora esta inequagao for dividida por 2, surge uma nova restrigao
T+ +xpt+a < 5/27 entretanto, o lado esquerdo dessa restricao nunca sera maior que

2, entao a seguinte restricao mais forte é valida:

A restricao 6.28 domina as demais restrigoes ternarias presentes na Figura 6.5 que podem

ser eliminadas agora.

Seja (Q um conjunto com todas as restricoes de par-bindrio. Assim, uma terceira

formulacao denominada PPDI-S5_M3 pode ser apresentada:

v(PPDI — S5_Ms) = Max {Z bx} (6.29)
i=1
(PPDIS-S5_M3) Sujeito a:
> ey < Cap (6.30)
i=1
in <1 VClique Maximal k=1,...,K (6.31)
ick
in <2 VPar- Bindrio ¢=1,...,Q (6.32)
1€q
v+t <2 V(i j,k)€Cs (6.33)
v €{0,1} Vi=1..m (6.34)

Sendo (5 um conjunto de restricoes ternarias nao dominadas pelas restrigcoes de

par-binério definidas em 6.32.
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6.4.4 Formulacao Usando Cliques Maximais e Ternarias com Cliques
(PPDI-S5_M,)

Os dois ultimos modelos fornecem bons limitantes de PL, mas ainda nao melhoram o
processo de otimizacao quando se utiliza um solver comercial, motivando o estudo de

uma quarta formulacao.

As restrigoes 6.32 podem ser generalizadas da seguinte maneira. Suponha que existe um

conjunto de restrigoes ternarias tal que:

a. todas elas possuam duas varidveis x; e z;:

Tit+xjt+ao, <2 VEeK ;e

b. o conjunto de varidveis restantes x; pertencem a uma clique maximal definida

em 6.31: > xp <1.
kek

Sob essas condigoes, a seguinte inequagao é vélida: z; +x; + > x, < 2.
keK

Para provar isso, note que Y xp < 1 pode receber somente os valores 0 e 1. No primeiro
keK
caso, a inequacao se reduz para z; +x; < 2, o que ¢ obviamente valido. No segundo caso,

existe uma variavel x; = 1 com k € K. Consequentemente, a restricao z; + x; + x < 2

forca x; + x; <1, entdo x; + x; + Y x;, < 2 é vélida. Essa restricao é denominada aqui
keK
de ternéaria com cliques.

Considere o exemplo mostrado na Figura 6.6. Os triangulos com linhas escuras
representam quatro restrigcoes ternarias, e as linhas pontilhadas, seis restrigoes de
adjacéncia que podem ser definidas por 6.3, 6.4 ou por uma clique maximal 6.31. Agora
a partir das restrigoes binarias, pode-se deduzir a clique z, + x; + x,,, + z, < 1, e assim

pode-se deduzir a seguinte inequagao valida: x; + x; + vy + 2 + T + 2, < 2.

N
X + X+
X; X + X, +x <1
X + Xy <1 Restrigio Forte:
<
Xk+Xn’1> Xi+Xj+Xk+X|"'Xm"'xnSZ
X; + Xp, s 1
.\ X +x, <1
i j Xm+ X, €1
i j+

FIGURA 6.6 — Inequacoes validas para o PPDI-S5 usando restrigoes ternarias e cliques.
156



Essa restricao pode ser também deduzida a partir do procedimento de Chvatal-Gomory.
Ao somar as restrigoes ternarias e adicionar 3 vezes a restrigao de clique, obtém-se a
seguinte restrigao 4x; + 4x; + 4xy, + 4x; + 4wy, + 4, < 11. Agora se esta restrigao for
dividida por 4, a seguinte restricao ¢ obtida z; + x; + xp + 2; + 2, + 2, < 11/4. Usando

a mesma idéia apresentada anteriormente, encontra-se a restricao definida acima.

Seja T' um conjunto com as restrigoes ternarias com cliques como descrito na Figura 6.6.
Para encontrar este conjunto, selecione para cada par (x;,x;) de uma restricao terndria,
todas as varidveis que separadamente compoem uma restricao ternaria com x; e z;, em
seguida, encontre todas as cliques maximais com esses vértices. Cada clique maximal

encontrada deve ser inserida em 7" juntamente com z; e x;.

Agora uma quarta formulacao para o PPDI-S5, denominada PPDI-S5_M,, pode ser

apresentada:

v(PPDI — S5_M,) = Max {Z ba:} (6.35)
i=1
(PPDIS-S5_My) Sujeito a:
> ey < Cap (6.36)
i=1
in <1 VClique Maximal k=1,...,K (6.37)
ick
Z x; <2 VTernaria com Cliques t=1,...,T (6.38)
ict
zi+xi+ap <2 V(i,jk)€Cs (6.39)
v €{0,1} Vi=1..m (6.40)

Sendo C'3 um conjunto de restri¢oes ternarias nao dominadas pelas restrigoes de ternéria

com cliques definidas em 6.38.
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6.4.5 Formulacao Usando Cliques Maximais e “Cliques Maximais Ternarias”
a partir de Restrigoes Bindrias (PPDI-S5_M;)

Considere novamente a Figura 6.6 e note a seguinte caracteristica presente no exemplo.
Se todas as restricoes ternarias forem selecionadas a partir de cada restricao bindria,

outra inequagao forte pode ser obtida denominada aqui de “clique ternaria”.

Considere agora um conjunto de variaveis xy, k € K tal que existe uma restrigao ternéria
ligando cada trés varidveis nesse conjunto, isto ¢, x; + x; + 2; < 2 para todas as triplas
de distintos indices 7,7 e [ € K. O conjunto K (bem como o conjunto de varidveis
indexados por K) é aqui denominado de “clique ternéria”. As restrigoes de “cliques

terndrias” Y xp < 2 sao validas para o PPDI-S5.
kEK

Para provar isso, suponha que »_ x; > 2. Entao, uma vez que as varidveis sao 0-1, deve
keK
existir pelo trés varidveis ; = x; = 2, = 1, com ¢,j e [ € K. Essa situacao é impossivel

uma vez que a restricao ternaria x; + x; + x; < 2 seria violada. Sendo assim, conclui-se

que > ;. < 2 deve ser satisfeita.
kEK

Observe que, dentre as restrigoes de “cliques ternarias”, aquelas que nao sao dominadas

sao definidas como “cliques maximais ternarias” K.

Sendo assim, para gerar mais “cliques maximais ternarias”, o conjunto de restrigoes
ternarias 6.5 deve ser aumentado da seguinte maneira. A partir de cada restri¢ao binaria
x; +x; < 1, um conjunto de restrigoes terndrias x; +x; +x; < 2 pode ser obtido somente
adicionando z; < 1 para qualquer [. Dentre todas as restrigoes ternarias geradas, as
interessantes sao as obtidas a partir da restricao bindria z; + x; < 1 tal que ao menos

uma das varidveis x; ou x; esteja presente nas restrigoes ternarias 6.5.

Considere a Figura 6.7 na qual existem 4 restricoes ternarias e 5 restricoes binarias.
Se a partir da restricao bindria x; + x; < 1, todas as restri¢oes ternarias com x; ou
x; forem selecionadas, novas restri¢oes terndrias podem ser criadas como mostrado na
figura. Assim, as 4 restri¢oes ternarias podem ser substituidas por uma tunica valida e

mais forte restricao de clique ternaria:

T+ X+ X+ T A Ty + 2 <2 (6.41)

Por exemplo, a seguinte solugao fracionada:

z; =, xx x T, x,)=1[0,5 0,5 0,75 0,75 0,25 0,25]
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satisfaz todas as restrigoes presentes na Figura 6.7. Apds substitui-las pela clique ternéria

definida em 6.41, essa solugao nao é mais permitida.

Aumentando o nimero
de restricdes ternarias:

<

Ea
+
N

Xj

Xj
Xy
X
Xj
Xy
X
Xy
X
Xy
X

+
X

A
3
N

I
IA

Xy
Xk
X
X

3

3

+ o+ o+ 4+ o+
N
3

A A A A

X X X X X
N A
R R R R R

=

B

Restricao Forte:

3
I

Xj + X+ X+ X F X+ X, £2

KX X R X XXX XX
AN
AN IA

X X X
3
N

X X X X X X X X X X X X X X
3
IA A
NNDNDNDNDNDNDNNDDNDNODNNDDN

+ + + 4+
X
=
+ + + 4+
x
E

X

E
A

o+ + o+ o+ +
o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ +

s
In

FIGURA 6.7 — Inequacao valida para o PPDI-S5 usando as “cliques maximais ternérias”
a partir das restrigoes binarias.

Seja W um conjunto com as restricoes de “cliques maximais ternarias”. Para encontrar

este conjunto, pode-se aplicar o algoritmo descrito na figura abaixo.

Algoritmo Gera Clig Max Ter de Rest Bindras()

// Seja:

// - ¥ um conjunto de “cliques maximais terndrias”

// - S um conjunto de variaveis

1 Y« U

2 Para cada restrigdo (x;, xX;) € C, ou C, Faga

3 S « J;

4 Selecione todas as restrigdes terndrias com X; ou x5 e

adicione suas varidveis em S
5 Com as variaveis em S, gere todas as “cliques ternéarias” e
as adicione em ¥
Fim Para
7 Remova todas as “cliques ternarias” em ¥ que estdo dominadas

[))

FIGURA 6.8 — Algoritmo para gerar as “cliques maximais ternarias” a partir de restrigoes
bindrias.

Embora o conjunto de “cliques maximais ternarias” definido com o algoritmo acima
domina todas as restricoes par-bindario, ele nao domina Cj. Sendo assim, uma nova

formulacao, denominada PPDI-S5_Mj5, pode ser apresentada:
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v(PPDI — S5_Mj5) = Max {Z bx} (6.42)
=1

(PPDIS-S5_M5) Sujeito a:

ZCil’i < Cap (6.43)
i=1
S @ <1 YClique Maximal & = 1,..., K (6.44)
ick
dYoxp <2 VClique Maximal Terndria
ey (6.45)

(obtida a partir de restrigoes bindrias) ¢ =1, ..., ¥

v+t <2 V(i j,k)€Cs (6.46)

2 €{0,1} Vi=1..m (6.47)

Sendo C'3 um conjunto de restri¢oes ternarias nao dominadas pelas restrigoes de ternéria

com cliques definidas em 6.45.

6.4.6 Formulagao Usando Cliques Maximais e “Cliques Maximais Ternarias”
a partir de “Grafos Ternarios” (PPDI-S5_My)

O modelo PPDI-S5_Mj fornece bons limitantes de PL, melhorando o Branch-and-Bound
de solvers comerciais. Entretanto, ele apresenta ainda um grande nimero de restri¢oes
porque o numero de restricoes de adjacéncia é grande. Entretanto, este nimero pode ser

reduzido se as “cliques maximais ternarias” forem obtidas dos “grafos ternarios”.

Um “grafo ternario” G=(V,A) é criado considerando todas as restri¢oes ternarias. Nesse
grafo, cada varidvel bindria do modelo de Vasquez e Hao (2001) representa um vértice
e suas arestas sao criadas a partir das restri¢coes terndrias. Agora uma “clique ternaria”

pode ser obtida para cada um desses vértices, analisando sua vizinhanca.

Considerando novamente o exemplo da Figura 6.6. Aplicando o algoritmo para encontrar
as “cliques maximais ternarias” descrito na se¢ao anterior, as seguintes restri¢coes validas

sao encontradas: x; +x; +xp +x; < 2, v, + T +xp + X, < 2, 7 + 25 + 7% + 2, < 2,
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Titrjtr o, <2, v, +x;+r+x, <2ex;+x;+ T, + 2, < 2. Note que a restricao

véalida z; + z; + o + 2 + 2, + 2, < 2 descrita na figura nao ¢ obtida. Sendo assim,

o algoritmo para encontrar “cliques ternarias maximais” baseado em restrigoes binarias,

apresenta problemas. Uma forma de contornar esse problema é trabalhar com o “grafo

ternario”.

“Grafo Terndrio”

G=(V,E):
k m
j

1 n >
xi+xj+xk52
X; + X; f X, 2
X+ X + % <2
xi+xj+xni2
X + X3 + Xy + X, S 1 j

Analisando o vértice i:
- Adjacéncia {j, k, I, m, n}

Aumentando o niimero de restrigées terndrias a
partir da adjacéncia do vértice i:

X; + X + X5
X; + X + Xy
X; + X + X,
X; + X + X,
X; + X, + X,
X; + X, + X,
X5+ X + X
X5+ X+ Xy

Restri¢dao Forte:

X; o+ Xy o+ X

<2 xj+x1+xm52
<2 X; 4 X + X, S 2
< 2 X5+ X + X, S 2
<2 X+ Xy + X, S 2
<2 Xt X, + X, S 2
<2 X+ X, + X, S 2
<2 X + X, + X, S 2
<2 X+ X, + X, <2

+ X, + X, + X, £ 2

FIGURA 6.9 — Inequacao valida para o PPDI-S5 usando
obtidas a partir de “grafos ternarios”.

“cliques maximais ternarias”

A Figura 6.9 mostra o “grafo ternario” do exemplo descrito na Figura 6.6. Observe que,

aplicando o processo descrito na secao anterior para aumentar o ntimero de restri¢oes

ternarias proximas do vértice i, pode-se deduzir a mesma inequacao valida mostrada na

Figura 6.6 que ¢ uma “clique maximal terndria” envolvendo os vértices x;, x;, T, Ty, T, €

Tp.

Seja U agora um conjunto com as restricoes de “cliques maximais ternarias” conforme

descrito na Figura 6.9. Para encontrar este conjunto, pode-se aplicar o algoritmo descrito

na Figura 6.10.

Observe que o conjunto de “cliques maximais ternarias” definido com o algoritmo da

Figura 6.10 contém todas as restricoes de par-bindrios e as ternarias com cliques dos

modelos PPDI-S5_M3; e PPDI-S5_M,.

A seguir é apresentando o tltimo modelo proposto, denominado aqui de PPDI-S5_Mg:
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v(PPDI — S5_Mg) = Maz { Y bix; (6.48)
=1

(PPDIS-S5_Mg) Sujeito a:

Zcixi < Cap (6.49)
i=1
Y ;<1 VYClique Maximal k=1,...K (6.50)
ick
dox; <2 VClique Maximal Terndria
i€y (6.51)

(obtida a partir do Grafo Ternério) ¢ =1,..., ¥

r; €{0,1} Vi=1..m (6.52)

Algoritmo Gera Clig Max Ter de Grafos Terndrios()

// Seja:

// - ¥ um conjunto de “cliques maximais terndrias”

// - S um conjunto de variaveis

// - G =(V,E) um “grafo ternario”

1 ¥ « ¢

2 Crie G = (V,E)

3 Para cada x; € V Faga

4 S «

5 Selecione todas as variaveis x; na vizinhanga de x; e as

adicione em S

6 Com x; e sua vizinhanca S, gere todas as “cliques
terndrias” que tem x; como vértice e as adicione em ¥

7 Fim Para

Remova todas as “cliques ternarias” de ¥ que estdo dominadas

[ee]

FIGURA 6.10 — Algoritmo para gerar “cliques maximais ternarias” a partir de “grafos
terndrios”.

O modelo S5-DPSP_Mj5 tem um certo conjunto de “cliques maximal ternarias” enquanto

o modelo S5-DPSP_Mg tem um conjunto menor, porém dominante.
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6.5 Resultados Computacionais

Nesta secao sao apresentados os resultados computacionais das relaxagoes lagrangeanas
e dos novos modelos propostos. Foram utilizadas as instancias propostas por Bensana
et al. (1999).

O algoritmo de subgradientes implementado novamente foi o proposto por Narciso e
Lorena (1999). A maquina utilizada foi um Pentium IV 3,33 GHz com 1,0 GB de Meméria
RAM.

O particionamento do grafo para a LagClus foi novamente realizado com o METIS.
Os multiplicadores lagrangeanos foram inicializados com zero nas duas relaxagoes
L\PPDIS-S5 e LG,PPDIS-S5. Além disso, os passos foram atualizados como realizado
no PRCP, PCPP e PEUC, porém nao foi implementada uma heuristica lagrangeana, ao
invés disso, as melhores solugoes conhecidas propostas por Vasquez e Hao (2001) foram
utilizadas como melhores limitantes inferiores. Os critérios de parada foram os mesmos

adotados no PCPP e PEUC.

Para resolver as relaxagoes utilizou-se o CPLEX 7.5 enquanto nos testes das novas
formulagoes foi utilizado o CPLEX 10.

6.5.1 Resultados das Relaxacoes Lagrangeanas

A Tabela 6.1 apresenta os resultados da LagClus e da relaxagao de PL do modelo de

Vasquez e Hao (2001). As colunas referem-se:

e Prob. - Instancia considerada;

e Solucao Otima/ Melhor - Indica a melhor solucao conhecida reportada por

Vasquez e Hao (2001) ou a solugao étima da instancia;
e UBp, - Valor do limitante superior fornecido pela relaxagao de PL;

e Tp; - Indica o tempo utlizado pelo CPLEX 7.5 para resolver a relaxacao de
PL;

e GAP (%) - O gap percentual entre os limitantes superior e inferior calculado

como: GAP = (UE;];;B) x 100;

e # de Clusters - Numero de clusters considerado no particionamento para a
LagClus;
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o UBjrqgcius - Valor do limitante superior fornecido pela LagClus;
e Iter. - Numero de iteracoes realizadas pela LagClus; e
o Trocius - Tempo utilizado pela LagClus até encontrar uma das condicoes de

parada.

TABELA 6.1 — Resultados das relaxacoes de PL e da LagClus.

PPDI-S5 com o CPLEX 7.5 LagClus
Prob. Sol'u,gdo (jtzma/ UB PL Tpp, GAP # de UBLagClus Iter. TI;agClus GAP
Melhor (LB) (%) Clusters (s) (%)
54 70 83,00 0,02 15,66 2 70 1 0 0,00
29 12032 13057,00 0,00 7,85 2 12032 1 0 0,00
g 42 108067 190567,50 0,03 43,29 2 108067 2 0 0,00
g 28 56053 221090,50 0,08 74,65 2 6474225 145 9 13,42
§ e 5 115 315,00 0,11 63,49 2 115 1 3 0,00
2 %‘ 404 49 96,00 0,00 48,96 2 49,99 3 0 0,00
g = 408 3082 5188,00 0,05 40,59 2 3082,95 5 2 0,00
T o 412 16102 31323,50 0,05 48,59 2 16103,23 145 86 0,01
,é] I@“ 11 22120 40416,00 0,17 45,27 2 22121,81 145 163 0,01
*% 503 9096 12637,50 0,01 28,02 2 9096 2 0 0,00
= 505 13100 22236,00 0,06 41,09 2 13100 2 0 0,00
507 15137 27361,50 0,08 44,68 2 15138 145 145 0,01
509 19125 36394,00 0,16 47,45 2 19125 2 4 0,00
- 1401 176056 300000,00 0,02 41,31 5 211968,50 145 49 16,94
§ g 1403 176140 300149,00 0,51 41,32 5 207145,22 145 165 14,97
g £ 1405 176179 300207,00 3,39 41,31 8 205483,12 145 15929 14,26
'S g | 1021 176246 300385,00 3,45 41,33 5 194909,72 145 9612 9,58
@ g 1502 61158 64160,50 0,01 4,68 2 61158 2 0 0,00
E <1 1504 124243 191279,00 0,17 35,05 3 124243,57 12 1168 0,00
1506 168247 276863,00 1,48 39,23 5 193788,21 145 976 13,18

Note que a LagClus forneceu limitantes melhores que a relaxacao de PL e provou a
solugao 6tima de algumas instancias. Em especial, ela provou a solucao 6tima da instancia
1504, pois a diferenga entre o limitante superior e inferior foi menor que 1. Essa solugao

6tima ainda nao era conhecida.

Tentando reduzir os gaps das instancias com restrigoes de capacidade, novos experimentos
foram realizados com um grafo ponderado. As arestas do grafo de conflitos definido da
Secao 6.3.1 receberam pesos conforme suas relagoes com restricoes bindrias e ternarias.

O peso w(zx;, x;) associado a uma aresta (x;, x;) inicia com zero e:
e Para cada restricao ternaria que contenha x; e x;, o respectivo peso deve ser
atualizado da seguinte maneira: w(z;, z;) «— w(x;, ;) + 1;

e Se x; e x; aparecem em ao menos uma restricao de adjacéncia definida por

6.2 ou 6.3, o peso ¢é atualizado como w(x;, z;) «— w(z;, ;) + 4.
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O procedimento acima ¢é semelhante ao proposto por Vasquez e Hao (2003), porém os

autores utilizaram um nimero pequeno de clusters, o que gerou um bom limitante.

Sendo assim, o grafo G foi particionado novamente pelo METIS em P clusters. Como
agora o grafo possui pesos, o METIS busca definir conjuntos de vértices formados por
aproximadamente |V'|/P elementos tal que a soma dos pesos das arestas que conectam
os vértices em diferentes particoes, seja minimizada. A LagClus com o grafo ponderado

serd aqui denominada LagClus-Peso e seus resultados estao mostrados na Tabela 6.2 a

seguir.
TABELA 6.2 — Resultados da LagClus-Peso.
LagClus
Prob. Solugdo Otima/ # de UBLagClus—Peso  Iter. TragClus—peso GAP
Melhor (LB) Clusters (s) (%)
54 70 2 70 1 0 0,00
. 29 12032 2 12032 1 0 0,00
< 42 108067 2 108067 2 0 0,00
e = 28 56053 2 62053 145 66 9,67
g 2 5 115 2 115 1 2 0,00
2§ | 404 49 2 49,99 3 0 0,00
S g | 408 3082 2 3082,89 5 2 0,00
& T | 412 16102 2 16103 145 93 0,01
TS 11 22120 2 2212227 145 144 0,01
T E | 503 9096 2 9096 2 0 0,00
g | 505 13100 2 13100 2 0 0,00
507 15137 2 15138 145 110 0,01
509 19125 2 19125 2 3 0,00
p 1401 176056 5 192530,35 145 123 8,56
8 2| 1403 176140 5 195654,93 145 6888 9,97
2 £ | 1405 176179 8 198952,08 145 6489 11,45
S g | 1oz 176246 5 189080,24 145 53955 6,79
& & | 1502 61158 2 61158 2 0 0,00
2 S | 1504 124243 3 124243,62 10 904 0,00
= 1506 168247 5 179699,50 145 32280 6,37

Considerando a Tabela 6.2, verifica-se que o0s gaps reduziram, mas os tempos
computacionais aumentaram para algumas instancias (veja as instancias 1401, 1403,

1405, 1021 e 1506). O tempo computacional reduziu para as instancias 1405 e 1504.

A Tabela 6.3 apresenta os resultados da relaxacao LyPPDI-S5. Note que os gaps
encontrados para as instancias com restricao de capacidade reduziram. Entretanto, o
tempo computacional foi maior e para as instancias 1504 e 1506 o processo nao foi

finalizado ap6s um 24h de processamento.
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TABELA 6.3 — Resultados com LyPPDIS-S5.

L,PPDI-S5

Prob. SOlug:dO étima/ UBL/\ppD]_S5 Iter. TL/\ppD[_Sg, GAP

Melhor (LB) (s) (%)

54 70 70 1 0,02 0,00

o 29 12032 12032 1 0,02 0,00

2 42 108067 108067 1 0,05 0,00

£ 'g 28 56053 56053 1 0,10 0,00
5 g 5 115 115 1 1,25 0,00
2 8 404 49 49 2 0,01 0,00
g g 408 3082 3085 145 10,45 0,09
< o 412 16102 16105 145 24,23 0,02
A 11 22120 22123 145 38,30 0,01
- é 503 9096 9098 145 3,23 0,02
I 505 13100 13102 145 8,02 0,02

507 15187 15139 145 37,24 0,01

509 19125 19128 145 55,25 0,02

£ 1401 176056 184783,23 145 4811 4,72
g & 1403 176140 184933,62 145 56458 4,76
2 = 1405 176179 185007,84 145 1322 4,77
g 'g 1021 176246 185112,74 145 11573 4,79
@ & 1502 61158 61158 0 0 0,00

2 S| 1504 124248 - - - -
- 1506 168247 - - - -

6.5.2 Resultados com os Novos Modelos para o PPDI-S5

A Tabela 6.4 apresenta o nimero total de imagens, varidveis bindrias e restricoes geradas

por cada um dos modelos propostos. As colunas sao auto-explicativas com excecao da

coluna “# de Imagens” que representa o nimero de imagens presentes no problema.

Considerando os valores médios, verifica-se que o modelo PPDI-S5_M; gera o menor

nimero de restri¢oes e o modelo PPDI-S5_Mj3 o maior. O modelo PPDI-S5_Mj3 inclusive

gera mais restrigoes que o modelo base de Vasquez e Hao (2001).

Os testes computacionais foram realizados considerando cinco cenarios diferentes:

1°.

20,

39.

49,

59.

Limitantes de PL fornecidos pelos modelos;
CPLEX 10 trabalhando até encontrar 0,01% de gap;
CPLEX 10 trabalhando por 2 horas (7200s) no maximo;

CPLEX 10 trabalhando até encontrar a solucao 6tima ou parar por falta de

memoéria; e

CPLEX 10 sem o seu método de geracao de cortes préprio, trabalhando por
até 2 horas (7200s).
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O modelo PPDI-S5_M; nao foi utlizado para comparagao uma vez que seus resultados

foram bem inferiores aos do modelo original de Vasquez e Hao (2001).

Na Tabela 6.5 pode-se comparar os limitantes de PL gerados pelos novos modelos (de
PPDI-S5_M; a PPDI-S5_Mg). Os gaps gerados pelos modelos propostos sao menores que
os produzidos pelo modelo de Vasquez e Hao (2001). Além disso, pode-se perceber que

o modelo S5-DPSP_Mjg forneceu os melhores limitantes em um tempo computacional

aceitavel.
TABELA 6.4 — Numero de restricoes geradas por cada modelo.
Prob. # de m PPDI-S5 PPDI-S5.M; PPDI-S5. M, PPDI-S5 M; PPDI-S5.M; PPDI-S5 M; PPDI-S5 M
‘ ‘ ‘ Imagens

54 67 125 441 169 228 277 223 227 212

29 82 120 629 147 323 323 323 323 323

2 42 190 304 1883 489 1043 1223 1029 1035 1029
L 28 230 346 6950 1133 3939 8372 3971 3976 3521
§ g 5 309 809 14599 1748 10028 12896 10376 10388 9805
£ % 404 100 158 966 220 1267 408 363 364 353
é © 408 200 328 3013 865 1643 2990 1727 1744 1429
g é 412 300 544 7096 1256 3465 4812 3549 3566 3251
g & 11 364 692 14339 5828 9050 67840 12315 12352 5589
‘-g 503 143 259 849 357 362 459 358 368 317

= 505 240 448 3296 1087 1327 3502 1257 1277 961
507 311 573 7969 3170 4429 24402 5113 5145 2772

509 348 652 12047 4954 7433 51657 9082 9115 4546

B 1401 488 914 15020 4385 10553 37112 12017 12047 8393
§ o | 1403 665 1317 19198 5980 12795 46967 15325 15373 10050
2 ,g 1405 855 1815 29547 7752 19848 61005 22880 22947 16571
g 2| 1021 1057 2355 36583 9806 23908 76698 27737 27827 19752
S 2] 1502 209 413 428 324 328 332 332 338 311
é = | 1504 605 1253 6313 2392 2607 6522 2792 2826 2034
1506 940 2060 24369 8120 13319 53645 16085 16165 9902
Média | 385,15 774,25 | 10276,75 3009,10 6394,75 23072,10 7342,70 7370,15 5056,05

Na Tabela 6.6 sao mostrados os resultados para o segundo cenario, ou seja, com o CPLEX
10 executando até encontrar um gap de 0,01%. Nesse caso, LB e UB sao os limitantes
inferior e superior, respectivamente, fornecidos pelo CPLEX. A coluna GAP ¢é calculada

da seguinte maneira: GAP = % x 100.

Os resultados para as instancias sem restricao de capacidade nao mudaram
significativamente de um modelo para outro. Elas podem ser consideradas “faceis” para

todos os modelos, inclusive para o PPDI-S5, e por isso nao serao aqui mostradas.

Considerando a Tabela 6.6, o CPLEX 10 teve dificuldades para encontrar 0,01% de gap
com o modelo PPDI-S5_Mj; mesmo trabalhando por mais de 15 horas como sera visto
na Tabela 6.8. O CPLEX com o modelo PPDI-S5_Mj3 forneceu melhores resultados do
que com o modelo PPDI-S5_M, porém quando comparado com os do modelo PPDI-S5,
os resultados nao foram bons. Isso indica que os cortes embutidos no CPLEX sao mais

eficientes que os cortes contidos em PPDI-S5_M3.
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TABELA 6.5 — Resultados da relaxagao de PL.

Solucao PPDI-S5 PPDI-S5_M, PPDI-S5_M;
Prob. Otima/ PL T GAP PL T GAP PL T GAP
Melhor (LB) (s) (%) (s) (%) (s) (%)
54 70 83,00 0,02 15,66 71,17 0,02 1,64 70,58 0,02 0,82
29 12052 13057,00 0,00 7,85 12032 0,02 0,00 12032 0,00 0,00
2 42 108067 190567,50 0,03 43,29 108067 0,03 0,00 108067 0,05 0,00
= _rg 28 56053 221090,50 0,08 74,65 56853 0,25 141 56853 0,38 141
g = 5 115 315,00 0,11 63,49 115,50 0,80 0,43 115,50 0,86 0,43
2 % 404 49 96,00 0,00 48,96 49,67 0,00 1,35 49,33 0,00 0,67
g < 408 3082 5188,00 0,05 40,59 | 3084,67 0,03 0,09 3083,83 0,11 0,06
© 5 412 16102 31323,50 0,05 48,59 | 17092,67 0,11 5,80 | 17091,83 0,13 5,79
E l? 11 22120 40416,00 0,17 45,27 | 23110,67 0,69 4,29 | 23109,83 1,86 4,28
% 503 9096 12637,50 0,01 28,02 | 9592,50 0,00 5,18 9592 0,00 5,17
= 505 13100 22236,00 0,06 41,09 14098 0,03 7,08 | 14097,50 0,06 7,08
507 15187 27361,50 0,08 44,68 | 16624,50 0,09 8,95 | 16624,50 0,70 8,95
509 19125 36394,00 0,16 47,45 | 20698,50 0,13 7,60 | 20697,67 1,63 7,60
~ 1401 176056 300000,00 0,02 41,31 | 184753,54 2,92 4,71 | 183909,95 5,88 4,27
§ g 1403 176140 300149,00 0,51 41,32 | 184840,54 1,70 4,71 | 183996,95 4,30 4,27
z £ 1405 176179 300207,00 3,39 41,31 | 184877,64 3,24 4,71 | 184033,31 7,63 4,27
g S| 1021 176246 300385,00 3,45 41,33 | 184945,64 5,17 4,70 | 184101,31 11,05 4,27
« 2| 1502 61158 64160,50 0,01 4,68 | 61158,00 0,01 0,00 | 61158,00 0,00 0,00
é ° | 1504 124243 191279,00 0,17 35,05 | 12624593 0,16 1,59 | 126245,76 0,53 1,59
1506 168247 276863,00 1,48 39,23 | 172892,51 3,23 2,69 | 17289251 3,95 2,69

...Continuacgao...

Solugao PPDI-S5_M, PPDI-S5_M; PPDI-S5_Mg
Prob. étima/ PL T GAP PL T GAP PL T GAP
Melhor (LB) (s) (%) (s) (%) () (%)
54 70 70 0,00 0,00 70 0,00 0,00 70 0,00 0,00
29 12052 12032 0,00 0,00 12032 0,00 0,00 12032 0,00 0,00
= 42 108067 108067 0,03 0,00 108067 0,03 0,00 108067 0,03 0,01
- 28 56053 56853 0,30 1,41 56853 0,20 141 56853 0,23 141
§ g 5 115 115,50 0,94 0,43 115,50 0,94 043 115,50 0,94 0,43
2 % 404 49 49 0,00 0,00 49 0,00 0,00 49 0,00 0,00
g < 408 5082 3083,50 0,05 0,05 3083 0,05 0,03 3083 0,056 0,03
;g kel 412 16102 17091,50 0,17 5,79 17091 0,11 5,79 17091 0,09 5,79
a2 <& 11 22120 23109,50 045 4,28 23109 0,38 4,28 23107 0,14 4,27
% 503 9096 9591,67 0,00 5,17 9591 0,02 5,16 9591 0,00 5,16
= 505 13100 14097,50 0,01 7,08 14097 0,03 7,07 14097 0,02 7,07
507 15137 16623,84 0,37 894 | 16623,50 0,11 8,94 | 16623,50 0,06 894
509 19125 20697,33 0,24 7,60 | 20696,50 0,22 7,59 | 20696,50 0,17 7,59
1401 176056 183325,18 3,52 3,97 | 182321,31 1,80 3,44 | 180045,70 1,30 2,22
% g 1403 176140 18341218 6,47 3,96 | 181019,79 2,22 2,70 | 180131,87 2,64 2,22
g £ 1405 176179 183449,13 8,56 3,96 | 180981,66 4,30 2,65 | 180168,84 4,09 2,21
g g 1021 176246 183517,13 9,03 3,96 | 181049,66 7,58 2,65 | 180236,63 5,70 2,21
< 2| 1502 61158 61158,00 0,00 0,00 61158 0,00 0,00 61158 0,00 0,00
E © | 1504 124243 12624481 0,33 1,59 | 125618,94 0,17 1,10 | 125132,49 0,09 0,71
1506 168247 172781,09 4,45 2,62 | 170448,19 4,94 1,29 | 169589,37 2,64 0,79
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TABELA 6.6 — Resultados computacionais para um 0,01% de gap.

L,PPDI-S5 PPDI-S5_M, PPDI-S5_M;

Prob. | LB UB T GAP | LB UB T GAP | LB UB T GAP

(s) (%) () (%) (s) (%)

B 1401 | 176056 176080,07 2889,55 0,01 | 176056 176073,05 1713,22 0,01 | 176056 176072,01 6464,48 0,009
§ S 1403 | 176141 176165,65 6394,28 0,01 | 176141 176151,00 3624,89 0,01 | 176141 176147,79 9004,30 0,004
2z £ 1405 | 176179 176195,74 4051,56 0,01 | 176179 176189,17 5990,22 0,01 | 176179 17619590 9454,02 0,010
g S| 1021 | 176246 176263,54 9281,53 0,01 * * * * 176246 176263,51 2422478 0,010
@ 2] 1502 | 61158 61158 0,02 0,00 | 61158  61158,00 0,02 0,00 | 61158 61158 0,02 0,000
E © | 1504 | 124241 124252,33 11,13 0,01 | 124240 124248,00 4,88 0,01 | 124241 124247,00 10,56 0,005
1506 | 168246 168262,00 2040,11 0,01 | 168246 168256,69 367,33 0,01 | 168246 168259,33 332,11 0,008

...Continuagao...
L,PPDI-S5_M, PPDI-S5_M; PPDI-S5_M;

Prob. | LB UB T GAP | LB UB T GAP | LB UB T GAP

(s) (%) () (%) (s) (%)

. 1401 | 176056 176057,08 978,99 0,001 | 176056 176059,78 325,72 0,002 | 176056 176056 47,92 0,000
§ S 1403 | 176141 176146,50 1492,27 0,003 | 176141 176148,00 281,94 0,004 | 176141 176142,60 47,50 0,001
z £ | 1405 | 176178 176192,84 1914,23 0,008 | 176179 176192,59 446,81 0,008 | 176179 176182,69 84,86 0,002
'S 8| 1021 | 176246 176259,31 429586 0,008 | 176246 176263,43 785,86 0,010 | 176246 176250,79 169,44 0,003
@ S| 1502 | 61158 61158 0,03 0,000 | 61158 61158 0,01 0,000 | 61158 61158 0,01 0,000
E © | 1504 | 124241 124246,00 3,92 0,004 | 124243 12424533 2,03 0,002 | 124239 124244,54 0,27 0,004
1506 | 168247 168252,92 187,92 0,004 | 168247 168251,00 30,61 0,002 | 168244 168248,76 4,47 0,003

TABELA 6.7 — Resultados computacionais com o CPLEX trabalhando no maximo

7200s.
L,PPDI-S5 PPDI-S5_M, PPDI-S5_M;
Prob. LB UB T GAP LB UB T GAP LB UB T GAP
() (R) () (%) () (%)
1401 * * * * * * * * 176056 176059,95 7200 0,002
% g 1403 * * * * * * * * 176141 177042,15 7200 0,509
g £ 1405 | 176179 176183,04 7200 0,002 | 176179 176183,05 7200 0,002 | 176179 176857,67 7200 0,384
i g 1021 | 176246 176848,32 7200 0,341 | 176244 179698,09 7200 1,922 | 176245 17824850 7200 1,124
& 2 1502 * * * * * * * * * * * *
7 O 1504 * * * * * * * * * * * *
1506 | 168247 168252,18 7200 0,003 | 168247 168251,30 7200 0,003 | 168247 168251,60 7200 0,003
...Continuagao...
L,PPDI-S5_M, PPDI-S5_M; PPDI-S5_M;

Prob. LB UB T GAP LB UB T GAP LB UB T GAP
(s) (%) (s) (%) (s) (%)
1401 * * * * * * * * * * * *
g ° 1403 * * * * * * * * * * * *
; Ej 1405 | 176179 176180,83 7200 0,001 * * * * * * * *
§ 9| 1021 | 176246 176249,55 7200 0,002 | 176246 176247 7200 0,001 * * * *
& 2 1502 * * * * * * * * * * * *

]
z © 1504 * * * * * * * * * * * *
1506 | 168247 168248,44 7200 0,001 * * * * * * * *

Agora o CPLEX com os modelos PPDI-S5_My, PPDI-S5_Mj5 e PPDI-S5_Mg encontrou
gaps de 0,01% em um tempo computacional menor do que os outros modelos. O ltimo
modelo em especial (PPDI-S5_Mg) levou um tempo bem menor quando comparado com

PPDI-S5_M5;. Note que a melhor solu¢ao conhecida para a instancia 1403 foi alterada de
176140 para 176141.

Os resultados para o terceiro cenario estao mostrados na Tabela 6.7. Neste cendrio
o CPLEX 10 foi utilizado durante 7200s e neste caso, com as formulagoes PPDI-S5,
PPDI-S5_M,, PPDI-S5_My e PPDI-S5_Mg, o CPLEX 10 resolveu de forma étima as
instancias 1401, 1403, 1502 e 1504. Agora note que com o modelo PPDI-S5_Ms5, ele
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resolveu todas as instancias, exceto a instancia 1021 que permaneceu com um gap
pequeno ao final do tempo estipulado. Por outro lado, repare que com o modelo

PPDI-S5_Mg o CPLEX 10 resolveu todas as instancias em um tempo inferior a 7200s.

TABELA 6.8 — Resultados computacionais do CPLEX até resolver o problema ou parar
por falta de memoria.

L,PPDI-S5 PPDI-S5_M, PPDI-S5_M;
Prob. | LB UB T GAP | LB UB T GAP| LB UB T GAP
(s) (%) (s) (%) (s) (%)

1401 | 176056 176056 2882,80 0,000 | 176056 176056,00 2054,81 0,000 | 176056 176056 8877,05 0,000
1403 | 176141 176141 6612,80 0,000 | 176141 176141,00 6768,97 0,000 | 176141 176141 12887,39 0,000
1405 | 176179 176182,70 10604,44 0,002 | 176179 176182,00 54524,61 0,002 | 176179 176182,30 26412521 0,002
1021 | 176246 176250,20 27609,20 0,002 | 176245 178664,08 17333,98 1,354 | 176246 176250,78 73930,70 0,003
1502 | 61158 61158 0,02 0,000 | 61158  61158,00 0,02 0,000 | 61158 61158 0,02 0,000
1504 | 124243 124243 305,16 0,000 | 124243 124243,00 163,52 0,000 | 124243 124243 86,59 0,000
1506 | 168247 168252,00 12595,28 0,003 | 168247 168250,83 16181,59 0,002 | 168247 168250,65 67995,58 0,002

Instancias com
capacidade

...Continuagao...
L,PPDI-S5 M, PPDI-S5_M; PPDI-S5 Mg
Prob. | LB UB T GAP | LB UB T GAP | LB UB T GAP
(s) (%) (s) (%) (s) (%)

1401 | 176056 176056 991,75 0,000 | 176056 176056 346,44 0,000 | 176056 176056 47,92 0,000
1403 | 176141 176141 2104,59 0,000 | 176141 176141 322,17 0,000 | 176141 176141 47,59 0,000

S @

2 E 1405 | 176179 176179 13445,12 0,000 | 176179 176179 1153,66 0,000 | 176179 176179 95,34 0,000

'S 8| 1021 | 176246 176246 231189,88 0,000 | 176246 176246 8317,36 0,000 | 176246 176246 192,49 0,000

& 2| 1502 | 61158 61158 0,03 0,000 | 61158 61158 0,01 0,000 | 61158 61158 0,01 0,000

E | 1504 | 124243 124243 13,7 0,000 | 124243 124243 3,45 0,000 | 124243 124243 0,53 0,000
1506 | 168247 168247 76021,55 0,000 | 168247 168247 4743,25 0,000 | 168247 168247 41,81 0,000

A Tabela 6.8 apresenta os resultados encontrados para o quarto cenario, ou seja, com
o CPLEX trabalhando até resolver de forma exata o problema ou parar por falta de

memoria.

As solugoes 6timas das instancias 1405, 1021 e 1506 nao sao encontradas com os modelos
PPDI-S5, PPDI-S5_M; e PPDI-S5_Mj, mesmo trabalhando por mais de 3 dias (veja o

tempo computacional da formulagao PPDI-S5_Mj3 para a instancia 1405).

Considerando agora o modelo PPDI-S5_M,, o CPLEX encontrou a solucao 6tima para
todas as instancias: rapidamente para as instancias 1502 e 1504, e levando muito tempo

nas demais.

Com o modelo PPDI-S5_Mj5 novamente o CPLEX encontrou, rapidamente, a solugao
otima das instancias 1502 e 1504. Porém também levou muito tempo para resolver as
instancias 1021 e 1506. Os melhores resultados foram obtidos com o modelo PPDI-S5_Ms.
Com esse modelo, o CPLEX encontrou todas as solugoes oOtimas em um tempo
computacional reduzido se comparado com os demais modelos. No pior caso, o CPLEX

levou aproximadamente 3 minutos para resolver a instancia 1021.

Comparando agora as formulacoes PPDI-S5_.M; e PPDI-S5_Mg; e levando em
consideracao o numero total de restricoes mostradas na Tabela 6.4, o modelo
PPDI-S5_Mg tem em média 2313 restricoes a menos que o modelo PPDI-S5_Mj5,
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entretanto isso ¢é suficiente para que ele seja mais eficiente.

A Tabela 6.9 apresenta os resultados do tltimo cenario. Neste caso a geracao de cortes do
CPLEX foi removida e o tempo limitado em 7200s. Pela tabela percebe-se que o CPLEX
com o modelo PPDI-S5_Mjg, mesmo sem os seus cortes, resolve todos os problemas em
um tempo computacional aceitavel. No pior caso, ele levou aproximadamente 12 minutos
para resolver a maior instancia. Outro fato interessante foi que o CPLEX resolveu a
instancia 1506 em um tempo computacional menor do que com os seus cortes (38,92
contra 41,81s).

TABELA 6.9 — CPLEX sem a sua geragao propria de cortes.

L,PPDI-S5 PPDI-S5_M, PPDI-S5_M;

Prob. LB UB T GAP | LB UB T GAP | LB UB T GAP

() (%) () (%) () (%)

B 1401 | 176056 181687,03 7200 3,099 | 176056 176056  1745,73 0,000 | 176056 176056  5020,88 0,000

fg o | 1403 | 176140 181212,99 7200 2,799 | 176141 176143,50 7200 0,001 | 176141 176144,21 7200 0,002

2 & | 1405 | 176178 181274,61 7200 2,812 | 176179 178184,06 7200 1,125 | 176179 177679,78 7200 0,845

;: 2 1021 | 176244 181573,81 7200 2,935 | 176242 178696,20 7200 1,373 | 176244 177849,33 7200 0,903

€ 2| 1502 | 61158 61158 0,22 0,000 | 61158 61158 0,02 0,000 | 61158 61158 0,02 0,000

é} © | 1504 | 124243 12424420 7200 0,001 | 124243 124243 124,80 0,000 | 124243 124243 123,14 0,000

1506 | 168247 168257,99 7200 0,007 | 168247 168251,67 7200 0,003 | 168247 168252,22 7200 0,003

...Continuacgao...
L,PPDI-S5_M, PPDI-S5_M; PPDI-S5_Mg

Prob. LB UB T GAP | LB UB T GAP | LB UB T GAP

() (%) () (%) () (%)

B 1401 | 176056 176056 919,84 0,000 | 176056 176056 284,75 0,000 | 176056 176056 58,91 0,000

E o | 1403 | 176141 176141 1356,08 0,000 | 176141 176141 622,03 0,000 | 176041 176041 62,83 0,000

% ,é 1405 | 176179 176183,08 7200 0,002 | 176179 176179  4565,31 0,000 | 176179 176179 217,67 0,000

S 2| 1021 | 176246 17625029 7200 0,002 | 176246 176247 7200 0,001 | 176246 176246 729,36 0,000

< ,%‘ 1502 | 61158 61158 0,02 0,000 | 61158 61158 0,00 0,000 | 61158 61158 0,01 0,000

é‘ S 1504 | 124243 124243 12,44 0,000 | 124243 124243 4,36 0,000 | 124243 124243 1,17 0,000

1506 | 168247 168249,63 7200 0,002 | 168247 168247  2002,51 0,000 | 168247 168247 38,92 0,000

TABELA 6.10 — Comparagao com a literatura.
Geragao de Colunas Relaxagoes

Solugao (Gabrel, 1999) (Gabrel, 2005) | Vasquez e Hao (2003) | Lagrangeanas | PPDI-S5_Mjg
Prob. | Otima UB GAP UB GAP UB GAP UB GAP | UB GAP
LB (%) ‘ (%) (%) (%) (%)
54 70 71,44 202 71 L4l 70 0,00 70 000 | 70 0,00
29 12032 - - - - 12032 0,00 12032 0,00 | 12032 0,00
3 42 108067 | 108067,00 0,00 108067 0,00 | 108067 0,00 108067 0,00 | 108067 0,00
- 28 56053 70053,00 19,98 67053 16,40 58053 3,45 56053 0,00 | 56053 0,00
g5 5 115 119,00 3,36 151 2384 | 116 0,86 115 0,00 | 115 0,00
% % 404 49 53,66 8,68 49 0,00 49 0,00 49,99 0,00 49 0,00
T g | 408 3082 3091,75 0,32 3094 0,39 3083 0,03 3082,89 0,00 | 3082 0,00
T 9 412 16102 71,44 -22439,19 | 23580 31,71 16102 0,00 16103 0,01 16102 0,00
Z 5 1 22120 - - - - 92120 0,00 9212227 0,01 | 22120 0,00
% 503 9096 9595,00 5,20 9601 5,26 9096 0,00 9096 0,00 | 9096 0,00
= 505 13100 14107,75 7,14 15803 17,10 13103 0,02 13100 0,00 | 13100 0,00
507 15137 17639,22 14,19 25278 40,12 15137 0,00 15138 0,01 15137 0,00
509 19125 - - 25684 25,54 | 19125 0,00 19125 0,00 | 19125 0,00
~ 1401 | 176056 - - 188370 6,54 | 180062 2,22 18478323 4,72 | 176056 0,00
§ e 1403 176141 - - 188467 6,54 180160 2,23 184933,62 4,76 | 176141 0,00
g S| 1405 | 176179 - - 188551 6,56 | 179226 1,70 185007,84 4,77 | 176179 0,00
‘S S| 1021 | 176246 - - - - 177304 0,60 185112,74 4,79 | 176246 0,00
S 2] 1502 61158 - - 64155 4,67 61158 0,00 61158 0,00 | 61158 0,00
Z 0% 1504 | 124243 - - 139585 10,99 | 124258 0,01 12424362 0,00 | 124243 0,00
1506 | 168247 - - 183978 8,55 | 168294 0,03 179699,50 6,37 | 168247 0,00
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6.5.3 Comparacao com a Literatura

A Tabela 6.10 permite realizar uma comparagao dos gaps disponiveis na literatura com os
principais obtidos aqui. Note que os melhores gaps haviam sido encontrados por Vasquez

e Hao (2003) e agora todas as solugdes 6timas foram encontradas.

Esses resultados mostram que a Busca Tabu de Vasquez e Hao (2001) produz boas
solucgoes. Para as instancias com restri¢ao de capacidade, o algoritmo encontrou todas as

solugoes Otimas, exceto para a instancia 1403.
6.6 Consideragoes Finais

Este capitulo apresentou o Problema da Programacao Diaria de Imagens (PPDI) de um

satélite de observacao terrestre. Em especial foi analisado o Satélite SPOT 5.

Um estudo sobre relaxagoes foi realizado e mesmo o problema nao tendo um grafo de
conflitos bem definido, a LagClus foi testada. Resultados computacionais mostraram que
esta relaxacao permite encontrar as solugoes 6timas de algumas instancias pequenas, e
de duas instancias maiores sendo que a solugao 6tima de uma delas nao era conhecida

até entao.

Devido as limitacoes da LagClus, modelos alternativos baseados em inequacoes validas
foram estudados. Os dois dltimos (PPDI-S5_M5 e PPDI-S5_Mjg) forneceram os melhores
resultados, permitindo encontrar as solucoes 6timas de todas as instancias propostas
por Bensana et al. (1999). Em especial, o tltimo modelo necessita de um tempo

computacional pequeno para encontrar todas as solucoes 6timas.

Essas formulagoes foram obtidas usando os conceitos da teoria de cortes apresentados no
Capitulo 3.
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CAPITULO 7
CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A relaxacao de um problema de Otimizacao Combinatéria permite avaliar uma solugao
viavel fornecida para o problema. As solugoes das relaxacoes fornecem limitantes que
ao serem comparados com o limitante de uma solugao viavel, permitem estimar se, por

exemplo, a solucao vidavel é ou nao a solugao étima.

Existem varias relaxagoes comumente utilizadas na literatura: de Programacao Linear,
Surrogate, Lagrangeana e Lagranageana/Surrogate. Dentre estas, destaca-se a relaxagao
lagrangeana que vem sendo utilizada largamente com sucesso em problemas de
otimizacao. Esta relaxacao utiliza o método dual de otimizacao por subgradientes que

também é bem conhecido na literatura.

Por outro lado, a técnica tradicionalmente empregada na relaxacao lagrangeana consiste
em identificar e relaxar um subconjunto de restricoes do problema, de tal maneira que o
problema relaxado seja de “facil” solugao. Em seguida, ao realizar a otimizacao do dual

lagrangeano por subgradientes, buscam-se melhores multiplicadores lagrangeanos.

Dependendo do problema, ao relaxar no sentido lagrangeano um subconjunto completo
de restricoes, a relaxacao resultante pode nao gerar bons limitantes e nao propiciar

também o desenvolvimento de uma heuristica lagrangeana adequada.

Entretanto, alguns problemas de otimizagao combinatdria podem ser representados por
um grafo especial denominado grafo de conflitos. Quando estes grafos apresentam-se
esparsos, bem adaptados para uma fase de particionamento de grafos, ou seja, quando
apresentam agrupamentos de vértices bem definidos (clusters), as arestas que conectam
os clusters podem ser relaxadas no sentido lagrangeano, e o problema relaxado pode ser

decomposto e resolvido.

A estratégia acima possui uma vantagem em relacao a relaxacao lagrangeana tradicional
por que nao relaxa completamente um subconjunto de restricoes e sim, parte dele.
Essa idéia consiste na Relaxac¢ao Lagrangeana com Clusters (LagClus) proposta neste
trabalho.

Ao decompor o problema original em clusters, pode-se resolvé-lo também usando um
Algoritmo de Geragao de Colunas em que o problema mestre restrito é formado pelas
restrigoes de conexao (restrigdes de acoplamento), e os subproblemas geradores de colunas

pelos clusters obtidos.
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Além disso, este trabalho propos também novos modelos matematicos, baseados na teoria
de cortes, para alguns problemas de otimizagao combinatoria. Esses modelos utilizam
tanto cortes tradicionais dispostos na literatura, quanto cortes especificos que dependem

da natureza do problema tratado.

Sendo assim, as principais contribuicoes e as préximas etapas deste trabalho sao

apresentadas a seguir.
7.1 Resumos das Contribuigoes

As principais contribuigoes deste trabalho estao divididas em trés linhas: Modelos
Matematicos, Relaxagao Lagrangeana com Clusters e Algoritmo de Geragao de Colunas
que usa a idéia da divisao em clusters do grafo de conflitos. Com isso, a seguir sao

apresentadas as principais contribuicoes conforme as linhas descritas acima.
7.1.1 Modelos Matematicos

Considerando o Problema da Rotulagao Cartografica de Pontos (PRCP), a abordagem do
Problema da Minimizac¢ao do Nimero de Conflitos (PMNC) foi apresentada juntamente
com dois novos modelos: um baseado nas arestas do grafo de conflitos (PMNC*?) e outro
baseado nos pontos a serem rotulados (PMNCP). Este tltimo apresenta um ndmero

menor de restrigoes.

O CPLEX, com os dois modelos acima, obteve rapidamente as solucoes otimas de
problemas propostos na literatura com até 500 pontos. Porém, ele falhou em alguns
problemas maiores com 750 pontos e em todas as instancias testadas com 1000 pontos
(Ribeiro e Lorena, 2004a, 2006¢,a).

Considerando agora o Problema da Estivagem de Unidades de Celulose (PEUC), a
formulacao atualmente utilizada para o Problema do Carregamento de Paletes do
Produtor (PCPP) pode ser utilizada, mesmo o PEUC sendo um problema tridimensional.
Isto porque existem restrigoes operacionais que o reduzem para o caso bidimensional, e ao
aplicar a tipologia de Dyckhoff (1990), o PEUC pode ser visto como um PCPP (Ribeiro
e Lorena, 2006d). Consequentemente a formulagdo proposta por Beasley (1985) pode
utilizada no PEUC.

Como o CPLEX apresenta problema com as instancias do PCPP, com as do PEUC, esse
problema é ainda mais agravado. Isto porque as instancias do PEUC apresentam um

maior grau de dificuldade.
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Por dltimo, alguns modelos matematicos foram apresentados para o Problema da
Programagao Didria de Imagens do Satélite SPOT-5 (PPDI-S5). Esses modelos foram

baseados na teoria de cortes (Ribeiro et al., 2007).

Em especial, a ultima formulacao (PPDI-S5_Mg), que inclui cliques maximais e “cliques
maximais ternarias”, possibilitou ao CPLEX encontrar as solugoes étimas de todas as
instancias com restricao de capacidade. Em especial, 6 novas solugoes otimas foram
encontradas das 7 instancias propostas na literatura. No pior caso, o CPLEX com a
formulacao PPDI-S5_Mg foi capaz de encontrar a solucao 6tima da maior instancia em
aproximadamente 3 minutos, mostrando que esta formulagao pode ser ttil no dia a dia

dos centros de estudos espaciais.
7.1.2 Relaxacao Lagrangeana com Clusters (LagClus)

Foram apresentados resultados da LagClus para 4 problemas: PRCP, PCPP, PEUC e
PPDI. Considerando o PRCP modelado com a nova abordagem proposta (PMNC), a
LagClus apresentou um resultado bem superior ao do CPLEX. Ela provou as solucoes
otimas de todas as instancias com 100, 250, 500 e 750 pontos; e das 25 instancias com 1000
pontos, 7 foram resolvidas de forma exata contra nenhuma do CPLEX. Isso demonstra

que a LagClus é uma relaxacao forte.

Ao comparar a qualidade da rotulag@o, ou seja, o percentual de rétulos livres, mesmo
a abordagem do PMNC sendo inferior as outras duas, PRCP como um Problema do
Méximo Conjunto Independente de Vértices (PMCIV) e como um Problema do Méximo
Nimero de Rétulos Sem Conflitos (PMNRSC), a LagClus apresentou resultados melhores

que os presentes na literatura (Ribeiro e Lorena, 2006¢,a).

Considerando agora os resultados da LagClus para o PCPP, novamente essa relaxacao
apresentou um comportamento interessante. Provou uma solugao étima de uma instancia
na literatura considerada dificil para uma relaxacao lagrangeana, e encontrou outras
solugoes étimas de instancias com até 100 caixas. No pior caso, o limitante da LagClus

ficou a uma caixa da solugao 6tima (Ribeiro e Lorena, 2007b).

Dado o comportamento descrito acima, a LagClus foi aplicada no PEUC e novamente os
resultados foram interessantes. O limitante da LagClus, quando comparado aos limitantes
geométricos presentes na literatura, foi melhor na maioria das instancias. Além disso, a
heuristica lagrangeana apresentou padroes de estivagem melhores que os praticados nos

portos brasileiros (Ribeiro e Lorena, 2006d), propiciando a reducao de custos logisticos.

A LagClus também foi aplicada no PPDI-S5 mas seus resultados nao foram tao
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interessantes. Acredita-se que isso aconteceu porque o grafo definido para o problema nao
¢ um grafo de conflitos. Existem muitas restri¢oes ternarias na formulagao do PPDI-S5
que nao podem ser representadas por restricoes de adjacéncia. Mesmo assim, a LagClus

provou a solucao 6tima, ainda nao conhecida, de uma instancia proposta na literatura.
7.1.3 Algoritmo de Geragao de Colunas

A decomposicao realizada pela LagClus permite a solugao do problema pela técnica de
geracao de colunas. O Algoritmo de Geragao de Colunas (AGC) foi aplicado no PRCP
e PCPP (Ribeiro e Lorena, 2007b,a).

No caso do PRCP como um PMNC, o AGC apresentou resultados melhores que os da
LagClus. Acredita-se que este fato tenha ocorrido devido a diversidade do conjunto inicial
de colunas. Ao dividir uma solucao viavel nos clusters, estas podem ser combinadas com
as novas colunas geradas durante o processo de geragao, obtendo um bom limitante de
PL. Além disso, como mostrado, existe uma equivaléncia entre o dual lagrangeano e a
decomposicao de Dantzig-Wolfe, com isso, o processo de geracao de colunas pode ser

finalizado quando o limitante de PL. do PMR atinge o limitante da LagClus.

Considerando o PRCP, o AGC encontrou a solucao 6tima de todas as instancias com
100, 250, 500 e 750 pontos. Das 25 instancias propostas na literatura com 1000 pontos,
o AGC encontrou 10 solugoes étimas contra 7 da LagClus e nenhuma do CPLEX. Além
disso, o tempo total do AGC foi bem inferior ao da LagClus e do CPLEX.

Ao ser aplicado sobre as 10 instancias do PCPP consideradas dificeis para uma relaxacao
lagrangeana, novamente o AGC apresentou bons resultados ao encontrar todas as
solugoes 6timas. Além disso, resultados computacionais mostraram a equivaléncia entre

o AGC e a LagClus como mostrado na Figura 5.10.

Esse algoritmo quando aplicado em instancias maiores do PCPP e PEUC, apresentou
uma convergencia lenta, indicando que estratégias de eliminagao de colunas improdutivas
devem ser incorporadas. Outra questao importante a ser destacada esta relacionada ao
conjunto inicial de colunas que foi gerado por uma heuristica simples. Ao considerar,
nesse conjunto inicial solugoes de heuristicas mais elaboradas como as heuristicas de

blocos, acredita-se que a convergéncia melhore.
7.2 Trabalhos Futuros

A relaxacao apresentada neste trabalho aponta para algumas direcoes de pesquisa.

Embora os resultados obtidos tenham sido satisfatorios para problemas tedricos e
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praticos, melhorias podem ser aplicadas.

Em todos os testes apresentados, realizou-se um particionamento tinico em que, dada a
representacao do grafo de conflitos, este era particionado uma unica vez. Dependendo
da natureza do problema, pode ser mais interessante o particionamento hierarquico, ou
seja, particiona-se o grafo de conflitos em dois, em seguida cada particao é novamente
particionada em dois, e assim sucessivamente até obter o nimero desejado de particoes.
Essa estratégia pode permitir com que a heuristica de particionamento seja mais eficiente,

reduzindo o tamanho do corte.

Outra técnica interessante que pode ser utilizada na LagClus, é a clonagem de vértices
apresentada por Sachdeva (2004). A idéia consiste em, dada a divisdo do grafo de conflitos
em clusters, os vértices correspondentes as arestas de conexao sao copiados (clonados) de
tal maneira que essas arestas aparecam nos subproblemas, reduzindo o nimero de arestas
relaxadas. Essa estratégia pode ser util também para o AGC. Atualmente encontra-se

em desenvolvimento a aplicagao desta técnica na LagClus para o problema do PCPP.

No caso do AGC, técnicas de eliminacao de colunas improdutivas devem ser incorporadas,
pois em alguns casos, este método torna-se lento. O uso de heuristicas mais elaboradas
pode ser uma estratégia interessante, e, consequentemente, encontra-se em estudo novas

heuristicas para os problemas aqui estudados.

Como o AGC apresentou bons resultados, pretende-se elaborar um algoritmo de
Branch-and-Price. As estratégias existentes de separagao e descida na arvore de busca
serao estudadas, objetivando realizar a maior parte das podas na parte superior da arvore.
Também serao estudadas as técnicas existentes para a geracao de colunas em cada né da

arvore. Espera-se obter um método eficiente capaz de resolver problemas de larga escala.

Considerando o PRCP, uma nova modelagem matematica para este problema que
considera o PMNRSC, esta sendo desenvolvida. Estudos iniciais com o CPLEX nas
instancias de 1000 pontos mostraram que é possivel aumentar o nimero de rétulos livres
em mais de 1%, mesmo nao resolvendo de forma O6tima nenhuma das 25 instancias.
Consequentemente, cortes estao sendo estudados de tal maneira a fortalecer a formulacao
encontrada. Dependendo do ntimero de novas restrigoes encontradas, pretende-se fazer

uma aplicacao do Algoritmo de Planos de Corte.
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