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RESUMO

O estudo da estabilidade do movimento orbital de satélites artificiais perturbado por
for¢as gravitacionais e ndo gravitacionais € realizada. Primeiramente escreveremos as
equagdes do movimento na forma candnica generalizada que depois sera colocada na
forma normal usando o método de Lie-Hori. A andlise da estabilidade do sistema sera
feita pelo teorema de Kovalev e Savechenko para a realizacio do estudo.






STABILITY ANALYSIS OF THE ORBITAL MOTION OF ARTIFICIAL
SATELLITES CONSIDERING GRAVITATIONAL AND NO GRAVITATIONAL
PERTURBATIONS

ABSTRACT

The study of the stability of the orbital motion of artificial satellites disturbed by
gravitational and no gravitational forces is accomplished. Firstly the equations of
motion are written in an extended canonical and then, using the Hori-Lie, method put in

a normal form. The stability of the system is analyzed by the theorem of Kovalev and
Savechenko.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A teoria de estabilidade de sistemas de Equagdes diferenciais vem sendo desenvolvido
desde o inicio do século passado com Poincaré, Liapunov, Kolmogorov, e tem
aumentado significantemente nas ultimas décadas como pode ser visto em diversas
publicagdes (Duboshin, 1959; Kovalev e Savchenko, 1975; Chudenko, 1980, Cabette,
2004). Uma consideravel parte deste trabalho sera realizada através de um problema

pratico, especialmente em problema de dinimica de 6rbitas.

O objetivo deste trabalho é estudar a estabilidade do movimento orbital de satélites
artificiais considerando forgas gravitacionais e nfio gravitacionais. Para isto faremos
uma abordagem geral da teoria utilizada. Inicialmente analisaremos o método de Hori
para sistemas candnicos € ndo-candnico, em que é baseado no teorema de Lie (1888),
que sera aplicado & teoria geral das perturbagdes. O método Hori para sistemas
canOnicos serd utilizado na normaliza¢do da Hamiltoniana onde todas as formulas estio
na forma de invariantes canénicas, em virtude dos paréntesis de Poisson, e as
perturbagdes de qualquer quantidade, embora se elas sejam elementos ou coordenadas, é
determinado por uma férmula simples e explicita. A aplicagdo do método se faz para
casos onde a parte ndo perturbada da Hamiltoniana depende de uma variavel angular
bem como &s varidveis momentum. A teoria geral para sistemas ndo-candnicos é

desenvolvida a partir da teoria para sistemas candnicos.

No que se refere ao estudo de estabilidade dos sistemas de Equagdes diferenciais para
sistemas lineares € ndo lineares ¢ apresentada uma classificagio geral dos sistemas
lineares bem como uma a abordagem de alguns métodos para o estudo de sistemas de
Equagdes. Alguns teoremas e método serdio aplicados 4 casos especifico, em dindmica
de atitude; de modo a obter uma visdo geral da aplicagdo deste trabalho para sistemas

nao-candnicos.
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O teorema da Estabilidade de Kovalev e Savchenko introduzida no capitulo 3, é uma
proxima etapa a ser realizada, ja que através do método apresentado no capitulo 2 foi
possivel normalizar a Hamiltoniana. Esta forma normal da Hamiltoniana foi obtida com
o auxilio de subrotinas desenvolvidas no software MATHEMATICA. Procedimentos
necessarios para este estudo sdo apresentados para realizagdo de algumas etapas, entre
elas, a determinagdo de algumas varidveis que importantes para condigdes de

estabilidade do teorema.

1.1 Motivacao

Devido ao grande ao grande avan¢o da tecnologia espacial, em especial, na exploragio
espacial através de satélites e sondas, o estudo das regides de estabilidades do seu
movimento orbital em torno da Terra se faz necessario. Este estudo é muito importante,
para manobras orbitais 6timas. Regides de estabilidade ou instabilidade podem ser
utilizadas, por exemplo, para missGes em que se deseje que uma nave permanega nas
vizinhang¢as de uma determinada regido por um certo tempo (com consumo de minimo
de combustivel) ou que seja transferida para uma outra regido (com consumo minimo de

combustivel)

E sabido que, para estudo do movimento orbital de um satélite artificial considerando
for¢as gravitacionais, em particular o geopotencial, é possivel aplicar métodos
candnicos para se obter solugdes aproximadas. No entanto, neste trabalho, estamos
interessados em estudar a estabilidade no movimento orbital considerando for¢as néo-
gravitacionais. Com o intuito de mostrar a aplicabilidade do método de Hori para
sistemas ndo canodnicos consideraremos, para efeito pratico, o arrasto atmosférico,
embora ja ¢ sabido que o sistema ¢ instavel. Apds o desenvolvimento da teoria para
este estudo, onde teremos um sistemas ndo candnico, uma proposta para um trabalho

completo ¢ considerarmos como forga no gravitacional a pressdo de radiagdo solar.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo uma fundamentagdo teérica das teorias abordadas para o presente estudo
e apresentada. Inicialmente o método de Hori para sistemas candnicos e nio candnicos,
baseado no teorema de Lie (1888), ¢ abordada bem como uma aplicagio do método para
sistemas ndo canénico ao geopotencial considerando o arrasto atmosférico. Um estudo

geral sobre estabilidade em sistemas lineares também ¢ apresentado.
2.1 Método de Hori para sistemas canénicos

O método Hori para sistemas candnicos € utilizado na normalizacdo da Hamiltoniana
onde todas as formulas estdo na forma de invariantes candnicas, em virtude dos
paréntesis de Poisson, e as perturbagdes de qualquer quantidade, embora elas sejam

elementos ou coordenadas, ¢ determinado por uma férmula simples e explicita.

2.1.1 Teorema de Lie em transformadas canénicas

Seja &, n; um conjunto de 2n variaveis e f(&, 1), S(E, 1) seja fungdes arbitrarias de e

n;- Define-se operadores D] (n=0, 1,2, ...) por:

D/ f=f 2.1

D.f={f.s} @2

D" f=D{f.S} (2.3)
paran>2, onde { f,s }— 0708 0/ 208 , representa os paréntesis de Poisson.

" ox oy Oy Ox

O teorema de Lie diz que o conjunto de 2n varidveis de x; e y; definidas pela

Equagdo(Hori,1966):
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f(%) =ZZ—,D§’f(§,n) 2.4)
n=0 "+

¢ candnica se a série da Equagdio (2.4) converge, sendo &€ um pequeno parimetro

independente de & e n;. De fato, introduzindo o pardmetro t através do sistema de

Equagdes diferenciais,

de
4 _os 2.5)
dr  0n;

dn .

n__0S (2.6)
dr 0g;

Substituindo as Equagdes (2.5) e (2.6) na Equagdo (2.4) e usando as rela¢des definidas
nas Equagdes (2.1), (2.2) e (2.3), obtemos:

fan =YL pea v erne o, @)
n=0 M dr
em que
x=&(t+¢) (2.8)
y=n(r+¢) (2.9)

As Equagdes (2.8) € (2.9) mostram que x; e yj sdo so mesmos valores de (1) e n;(v)
quando o pardmetro 1 € acrescido de &. Logo x; ¢ y; sdo varidveis candnicas se & e 1
também sdo.

A substituigdo f{Em)= &; e njna Equacdo (2.4) nos da:

e . OS
x, =&+ —DI' — 2.10
=4 Z n "o, 210
e . OS
=7, - D' — 2.11
y] 77] ; n' s aé} ( )
Supondo:
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e 0] gn "
Sboy)=2 =D f(p.9) (2.12)
n=0 "°*
definimos outra transformacéo candnica & — g; n; — p; com a fungéo S = S*(p,q). A

transformacgdo x; — qj, y; — pj torna-se:

f(x,p)= Z%Z[;JD?*DHM (g, p) (2.13)
* n=0

Expandindo até a terceira ordem de € temos:

f<x,y)=f(p,q>+e{f,s+s*}+%{{f,s+S*},S+S*}+

2 3

+%{f,{S,S*}}+f6—{{{f,S+S*},S+S*},S+S*}+ (2.14)
3 3

+ A28 4878, N+ S (5.8, 5+ 257)

na qual foi usada a lei de comutagéo entre os operadores Dg € Dgs:

As Equagdes (2.10) ¢ (2.11) podem ser comparadas com uma forma mais comum de

transformacéo candnica:

oS
x =& +e 2 (2.16)
J J ayj

oS
vy me (2.17)

onde a determina¢do da funcdo S é uma fungdo arbitraria do conjunto de varidveis &; e
;. As Equagdes (2.16) e (2.17) sdo as relagdes entre o novo € o antigo sistema de

coordenadas.

Nas Equagdes (2.16) e (2.17), & ndo é necessariamente pequeno. Entretanto, se ¢ for
pequeno, as relages definidas nas Equagdes (2.16) e (2.17) podem ser resolvidas por

um método de aproximagdes sucessivas, entdo xj, y; podem ser expressos explicitamente
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em termos de &;, n;. O resultado ¢ dado pelas Equagdes (2.10) e (2.11) se considerarmos

que as duas fungdes S(§, ) e S (& m, isto € [g(f, y)] sdo relacionados pela

ly—n
Equagio:
S :‘§.+fz jzg__§§L.+
27=0¢; on;
2 oS oS 85 oS a5 o°5 a8 oS 48 19
- > +4 + +9()
12 05; 05, Ono0m, 05, On; 0n;05,  on; on, 05,0,
2.1.2 Nova teoria na dinimica de transformacio
Considere um sistema dinamico com as seguintes Equagdes do movimento:
dx ;
— a_F (2.19)
dt 0y,
dy .
v, oF (2.20)
dt Ox;
com a Hamiltoniana.
F(x,9) = Fy(x,9) + ) F (x.) 221)

k=1
onde Fy possui um fator €. Assumimos que F ndo depende do tempo explicitamente ¢
que o sistema possui solu¢do se € = 0. Seja S(§, n) a funclo geratriz de uma
transformac@o candnica x; — &, y; — 1;. Sk € desenvolvivel em séries de poténcia na

forma:

eS(Em =8, (E,m) (2.22)
k=1

onde S, possui um fator €.

Desde que F ndo dependa do tempo, a Hamiltoniana pode ser escrita como:

Y F(x,y) =Y F (&1) (2.23)
k=0 k=0

Aplicando a expansdo da Equag@o (2.4) no lado esquerdo da Equagdo acima:
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Y EEm=Y DY F(xny) =
k=0 n=0 W k=0
2
= [Z Fy(x, y)] + (eDé Y F, (x,y)J +[‘92~, DY Fi(x, y)J + (2.24)
k=0 K=0 . k=0

3
+ —g—DSZFk(x,y) +...
3! k=0
ou ainda:

Fy +F +F, +..=(F,+F, +F, +F, +..)
2

+5{F0 +F +F +..,8 +5, +SS}+%{FO +F +F +..,8 +S, +S3}+....
1
:ug+ﬂ+Jg+F;hq+gw@&}+ﬁkﬁpg}+g;&}+ggﬁpahaﬂ+m

Lembrando que as fungdes Fy e Sy trazem £ implicito e igualando os termos de mesma

ordem de € em ambos os lados, temos:

-ordem 0

F, =F, (2.25)
-ordem 1

F =F +{F,s,} (2.26)
-ordem 2

. 1

F, =Fz+{F0aS2}+{Flasl}+E{{F0a51}’51} (2.27)

-ordem 3

X 1
Fy =F, +{FO>S3}+{FI’SZ}+{F2>Sl}+5{{FO>Sl}’S2}+

| | : (2.28)
+5{{F0,52},S1}+E{{FI,S1},Sl}+g{{{FO,S1},Sl},Sl}

ou ainda podemos adotar a seguinte recorréncia substituindo as Equacdes acima
seqilencialmente:

-ordem 0
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*

-ordem 1
{FO>S1}+F1 :Ffk
-ordem 2

x 1 x
Iy =h +{F07S2}+5{Fl +Fy aS1}

-ordem 3
x 1 x 1 x
F, =F, +{F0,S3}+5{F1 +F ,52}+5{Fz +F, ,S1}+
1 x
+E{{Fl -5 ’Sl}’Sl}

Introduzindo o parametro t* de forma que:

de; o

e’ 0o,

dn _ o

" 9

cuja a solugdo se for conhecida é dada por:

&=l +CLConn )

=l +C.Cynn sy

onde Cy, C,, ..., Cy, s@o constantes de integracdo, que podemos inverter na forma:

t* +C1 = ¢1(§777)’
G, = ¢’2(fa77)a-~-
C2n =@,y (5977)

A forma geral do algoritmo de Hori é dada por:

{FO’Sn}—'_l//n =F'n>,=

onde y ¢ determinada a partir das ordens anteriores de n.

Observemos que:

{FO’Sn}=

»| 6F, 85, oF, a8,
o¢, on,  9n, 0¢,

i=1
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(2.29)

(2.30)

2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)



e (2.38) torna-se:

das x
=y, -F, (2.40)
dt

Aplicando o procedimento de média:
Fy =) (2.41)

S, = [y, - (2.42)

O procedimento acima corresponde a obter uma nova Hamiltoniana livre do parametro

auxiliar T. Como conseqiiéncia temos as novas Equag¢des candnicas:

ds; _or'(£,n)

2.43
dt on; (2.43)
dn, __OF (§.1) (2.44)
dt o<,
Desta forma:
d * * * * * d *
0= *F (Cfa’?)={F 7F0}=—{F0 ’F }z_——FO (5777) (245)
dt dt
€ temos como nova integral primeira:
Fy (&,1m) = const (2.46)
€
F*(&,1) = const (2.47)

Noés podemos reduzir a ordem das Equag¢Ges de movimento (2.19) e (2.20) com o uso da
transformag&o candnica xj, y; — &, 1. O algoritmo de determinagio de F, e Sy é:

-ordem O;

Fy =F, (2.48)

-ordem 1:
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By = P (2.49)

S, = [ Fpodt” (2.50)
-ordem 2;
* 1 { * }
FZ :F2sec+EFl+Fl7S1 (2'51)
S, =[| A +l&q+ﬂi&} d’ (2.52)
sec 7 per
-ordem 3

*

By = Fyg +é{{1:1perﬂsl }aS1 }sec +%{Fz +5,,8, }sec "“;‘{Fl + 1,8, }sec (2.53)

S3 =j(F3sec +é{{Flper’Sl}’Sl}sec +%{F2 +F2*9S1 }sec +%{Fl +Fl*’S2}perjdt* (254)

2.2 Método de Hori para sistemas nio canonicos

A teoria geral de perturbagdes desenvolvida para solu¢do de sistemas canbnicos &
generalizada para ser aplicada a sistemas ndo candnicos. Apresentaremos o algoritmo do
método de Hori para sistemas ndo-candnicos até terceira ordem onde serd utilizado, no
capituo 3, na normalizag¢do da Equagao do problema de um satélite artificial perturbado
pelo geopotencial e pelo arrasto atmosférico até ordem 1. Dessa forma, consideremos o

seguinte sistema de Equagdes diferenciais dado por:

dz i
?i:Zﬂ@,0=Lﬂm) (2.55)

€, uma transtormagdo de variaveis z; —»¢;, em que introduz-se um conjunto de n

fungBes geratrizes 7;(£). O novo sistema de Equagdes do movimento so:
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ds;, ., :
th:Zj(z), G=1,...,m) (2.56)

Através de mudangas de varidveis e introdugdo de alguns termos (HORI1971)

demonstra-se que:

1

Z3(&)=2,(H)+12,1}, +5{{Z,T},T}j +... (2.57)

em que os colchetes representam os paréntesis de Poisson.

Assumindo-se que Z,,Z;eT,; possam ser expandidos em séries de poténcias de um

pequeno parametro:

2,=20+20+29+79 + .,
Z;=20+20+ 2P+ 220 1 (G=1,...,m), (2.58)

_ (2) (3)
Tj_Tj +Tj +Tj +...,

em que, Z 5"),2;("),T j” sdo da ordem de um pequeno paridmetro elevado & n-ésima

A e (0) _~ .
poténcia, lembrando que 7, ndo aparece, pois T ; tem que ser da ordem do pequeno

parametro.

Introduzindo-se o pardmetro t, através do sistema auxiliar de Hori:

dé.
E_zo@,  G=1,m) (2:59)
dr

cuja solugdo € conhecida: (2.60)
§;=¢&;(t+e,¢h,me,),  (=1,.,m) (2.61)

em que ¢; sdo m constantes de integracdo em relagdo a t.
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Tomando o desenvolvimento dado em (2.58) nas Equagdo (2.57) e igualando-se os

termos de mesma ordem no pequeno pardmetro, obtemos:

-Ordem zero:

z9=2;" (2.62)
-Ordem um:

dT(l) m 07 (0)

zZW =— +z (r)T,f“+z§.‘>, (G=1,..,m) (2.63)
-Ordem dois:

dri? om0z
ZH =Ly —L (P + 1{Z<‘>+z*<” T“)} +Z3P (G=1,.,m)  (2.64)

dr 5 96, 2

-Ordem trés:

dT<3> LN7AS) 1
*(3) _ (3) M (1) (2)
77 = +Z ()T +§{Z +z*0T }j+

J
1 0¢, (2.65)
{}—{{}T} = Lo

€ assim sucessivamente.
De forma geral, para uma ordem n temos:

d (n) YA

*(n) _ _ L pm f_
z" = - Zagk O +¢3"(v), (G=1,...,m) (2.66)

Isto ¢, temos m Equagdes lineares ndo -homogénas a coeficientes variaveis, dadas por:

(n) d " : GZ(.O) (n)
¢ (r)-27\" = —L L (™, (G=1,...,m) (2.67)
: T T
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(0)
com 2m incognitas que sdo T}”) e Z ;(") , 08 (15](.") e ﬁ (7) sdo fungdes conhecidas de

T.
Este sistema de Equacdes diferenciais deve ser resolvido determinando-se Z; que €

puramente secular de tal forma que T j(”) ndo possua termos seculares ou seculares

mistos em T, como ¢ usual em teoria de perturbagdo, para que a teoria seja formalmente

valida para um intervalo de tempo ilimitado.
2.3 Estabilidade de sistemas de Equagdes lineares

A palavra estabilidade ¢ definida em mecénica onde se caracteriza o equilibrio de um
corpo rigido. O equilibrio ¢ chamado estavel se o corpo retorna a posigdo inicial apds ter
sido movido ligeiramente de sua posigdo de repouso. Se o corpo, depois que um leve
deslocamento, ¢ movido uma nova posigdo, seu ponto de equilibrio ¢ chamado de

instavel.

Nesta se¢do, um enfoque ao estudo da estabilidade de sistemas de Equagdes diferenciais
para sistemas lineares e ndo lineares ¢ apresentada. Inicialmente é apresentada uma
classificacdo geral dos sistemas lineares bem como uma a abordagem de alguns
métodos para o estudo da estabilidade de sistemas de Equagdes. Alguns teoremas ¢
método serdo aplicados 4 casos especifico, em dinidmica de atitude; por exemplo, de

modo a obter uma visdo geral do estudo.
2.3.1 Sistemas dinAmicos

Um sistema dindmico ¢ aquele que evolui ou muda com o tempo. As Equagdes
diferenciais que regem o movimento de sistemas dindmicos sdo geralmente complexas e
ndo possuem solucdo exata, principalmente quando se trata de Equag¢des ndo lineares.
Existem processos de linearizagdo do sistema a partir dos quais ¢é possivel a utilizagdo
de métodos da teoria linear para estudar a estabilidade de sistemas ndo lineares nas
vizinhangas de pontos de equilibrio do sistema linear. No processo de linearizagdo

pode-se analisar o comportamento do sistema na vizinhanga de movimentos conhecidos,
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sendo que a solugdo do sistema pode ser constante ou variar como o tempo. Ponto fixo
ou solugdo de equilibrio sdo denominagdes dadas para solugdes constantes, enquanto

solugdo dinamica ¢ a denominagio dada para solugbes que variam com o tempo.

Um sistema dindmico continuo descrito por um conjunto de Equagbes diferenciais

ordindrias € autdnomo se o tempo ndo aparece explicitamente nas Equagdes, isto é:

x= f(x), (2.68)
sendo que f ndo depende explicitamente do tempo t, € por isso o sistema & dito

invariante no tempo, independente do tempo ou estacionario.

Um sistema dindmico € ndo-auténomo quando depende explicitamente do tempo, isto é:

;c = f(x,1), (2.69)
sendo que f'depende explicitamente de t, por isso, o sistema é freqlientemente chamado
de campo vetorial. O vetor x ¢ chamado vetor de configuragio porque descreve a
posi¢do do sistema e o espago R" em que o sistema evolui é chamado de espago de

configuragdo.

Uma projecdo da solugdo sobre o espaco de configura¢do n-dimensional é chamada de
trajetoria ou Orbita e representam a evolugéo das solugdes com o tempo. O conjunto de

todas as trajetorias ou orbitas é chamado de diagrama de fase.

2.3.2 Sistema Hamiltoniano

Sejam dois conjuntos de varidveis q, €eR" e p, eR". Um sistema Hamiltoniano é
definido por um sistema de Equagdes diferenciais do tipo:

dg; O0H

dt dp,’

dop _ OH (2.70)
dt 04q,

i=12,..n
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sendo q;, pi respectivamente as coordenadas generalizadas e os momentos generalizados
do sistema e H uma func¢@o escalar denominada de Hamiltoniana, que pode depender ou

ndo explicitamente do tempo.

Os pontos de equilibrio dos sistemas dinamicos (2.68), (2.69) ou sistema Hamiltoniano

(2.70) sdo determinados quando o lado direito destas EquagOes se anulam.

Os tipos de pontos de equilibrio de um sistema de Equagdes diferenciais podem ser
determinados através da linearizagdo das Equagdes dindmicas, (2.68) ou (2.69), ou
Equag¢des Hamiltonianas, (2.70), em torno desses pontos de equilibrio. Considerando o
caso bidimensional (n=2), para cada solu¢do encontrada, casos diferentes de

combinages de autovalores sdo obtidos.

2.3.3 Classificando pontos de equilibrio.

Para classificag@o dos pontos de equilibrio, consideremos um sistema linear dado por:

x=Ax xxeR", Ae{d},, (2.71)
onde, particularmente temos,

a b

A= [ j, (2.72)
c d
X

x= [ } (2.73)
y

x=|% (2.74)
y

Pelo teorema da existéncia e unicidade, existe uma solugdo linearmente independente da

forma,
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X =Xxe (2.75)

onde
T
s:(j¢0 (2.76)
S

Dessa forma, da Equagéo (2.75) temos que

x = Ase™ (2.77)
Substituindo a Equagéo (2.71) na Equagéo (2.77), obtemos

(A-ADs=0 (2.78)
Onde I ¢ a matriz identidade. Notemos da Equacio (2.76) que a Equagdo (2.78) é igual a

Zero se € somente se,

det(4—~Al) =0 (2.79)

ou

a—A b
c d—A

‘ =0 (2.80)

Assim obtemos a Equag8o caracteristica dada por

P —(a+d)A+(ad —bc) =0 (2.81)
Portanto A;, A, sdo os autovalores da matriz A, s = s; € s = 5, sdo os pares de

autovetores correspondentes a Aje A, respectivamente. Contanto que A7 X, a solugio da

Equacao (2.109) sera:

x=Cs,e™ +C,s,e™ (2.82)

Em particular, para condicdo inicial X, podemos escrever como uma combinagdo linear

de autovetores como mostra a FIGURA 2.1.
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w Xo = 18+ o8,

cas2/

I ‘ - i
[ T CLs)

FIGURA 2.1-Representagdo geométrica de vetores

Os principais casos de acordo com o estudo dos autovalores sdo:
1) 4,4, sdo reais e distintos.
a) No caso em que 4,4, tém o mesmo sinal, o ponto fixo é denominado né ou

ponto nodal. Se ambos os autovalores sdo positivos ¢ definida uma fonte. Se

ambos os autovalores sdo negativos é definido um poco ou sumidouro.
b) No caso em que 4,4, tém sinais opostos, o ponto de equilibrio &
denominado Ponto de Sela.
1) 4,4, sdo complexos conjugados.
a) Considerando 4, =a £ fi, se a#0 as trajetérias descrevem uma espiral

em torno do ponto fixo chamado foco.
b) Se a =0, temos que 4,4, sdo imaginarios puros. Este ponto fixo é chamado
centro.
111) 4,4, sdo reais e iguais.
Neste caso, no plano de fase as orbitas sdo linhas retas através da origem e os

pontos fixos também chamados de né préprio ou ponto nodal préprio.

2.3.3.1 Estabilidade dos pontos de equilibrio
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Quando aplicamos uma pequena perturbagdo no sistema, de modo a afasta-lo de seu
estado e sua solugdo sempre retorna ao ponto de equilibrio, temos um ponto de
equilibrio estavel. Caso contrario temos um ponto de equilibrio instavel. Uma
maneira simples de identificar a estabilidade de um ponto é verificando de modo
qualitativo os movimentos do sistema pelo diagrama de fase. Nos diagramas de fase da
figuras a seguir, as flechas indicam o sentido da evolugdo temporal.
1) No caso do ponto de equilibrio em que 4,,4,sdo reais, distintos € mesmo sinal,
temos que as trajetorias no plano de fase sdo parabolas e podem ser definidas como:

a) No ou Nodo Estavel (sumidouro) quando 4, < 4, <0, pois quando o sistema

afasta do ponto ele retorna, como mostram as flechas no diagrama de fase:

Y
10

NN Y ed
V¥ A

SRR R SN
SRR RSNN

»®

- 7.5 - &0
P -~
EA A > A
A A 24 AR
A & XX
S 20 NN
FIGURA 2.2 -Diagrama de fase para 2, <4, <0

FIGURA 2.3 Nodo improprio estavel para 4, <2, <0
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c) N6 ou Nodo Instavel (fonte) quando A, > 4, >0, pois quando o sistema

afasta do ponto ele ndo retorna, como mostram as flechas no diagrama de

fase:

> 4 s
AN N 4 A 7
AN 4 o
~ 5 4 v -
.. -~ 4 t 4 >
- -~ < »- »~
X
-0 75 < A5 L5 L1
s~ p5 1 AN ~ oA
» r AR LN
» 14 1 | AR N
ry }7.5 L NN
g ¥ LI N\

FIGURA 2.4-Diagrama de fase para 4, >4, >0

2) No caso do ponto de equilibrio em que A,A, so reais, distintos e sinais opostos,
temos que as trajetorias no plano de fase sdo hipérboles:

Ponto de Sela quando 4, <0 < 4, € um ponto de equilibrio sempre instavel.

FIGURA 2.5- Diagrama de fase para 4, <0< A, , reais.

3) No caso do ponto de equilibrio em que A4,A, sdo complexos conjugados, temos que
as trajetorias no plano de fase sdo espirais:
a) Foco estavel quando a <0, >0 a Orbita espirala em dire¢do ao centro, ou

seja, ao ponto fixo.
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»
»
[N
i
FIGURA 2.6- Diagrama de fase para 4, =a + i, <0, #>0

b) Foco instavel quando o >0, > 0 a oOrbita se afasta do centro, ou seja, ao

ponto fixo, espiralando para fora.

FIGURA 2.7- Diagrama de fase para 4, =a £ 81, >0, 5>0.

¢) Centro quando a =0, temos que 4;,4, s@o imaginarios puros.

- - - O
-

=

5.~,—/////‘
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4) No caso do ponto de equilibrio em que A1, sdo reais e iguais, temos que as
trajetorias no plano de fase sdo retas através da origem:
a) No6 ou Nodo Préprio Estavel quando 4, = 4, < Oas retas convergem para o
ponto fixo:

s
N » »
~a -
T >~ a7 A
T P S
s s . .
~— - - . -
X
o, <TG =10
o~ - W T
T . e e
¥ . Tw %
- >~ v
~ : N

g » AN

FIGURA 2.9- Diagrama de fase para 4, =4, <0.
b) Né ou Nodo Préprio Instavel quando 4, = 4, > Oas retas divergem do ponto

fixo:

FIGURA 2.10-Diagrama de fase para 4, =4, >0

5) Caso degenerado: ocorre quando ha um unico autovalor constante e outro autovalor

€ zero.
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FIGURA 2.11- Diagrama de fase para 4, =0, 4, >0

O estudo de estabilidade através do plano de fase pode ser observado na FIGURA 2.12

para o oscilador simples e para o péndulo ndo-amortecido considerando diversas

condigdes iniciais.

oscilador harménico simples

©30
201
104

-10 5
-0+
-20

-30

5 10

PS5

/

- “\—é\ k \\ g
-15 ¢
-2

FIGURA 2.12- Diagrama de fase para oscilador harménico e péndulo ndo-amortecido.

2.3.3.2 Transicio entre os pontos de equilibrio

Os tipos de pontos de equilibrios discutidos anteriormente podem ser classificados em

termos de dois pardmetros do sistema. Através da Equaggo (2.89) temos que

P —pi+q=0

Com

p=(a+b),

Entao

q =(ad —bc).
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A Ay =%pi—;—\/x onde A=p°—4q

Uma classificagdo geral para diversos casos de pontos de estabilidade e apresentada na a
FIGURA 2.13. O casos degenerados ocorrem em A = 0 € q = 0. Note que o centro
constitui uma transigdo entre o espiral estivel e o nfio estavel: a existéncia de um centro
depende de uma relagdo particular exata entre os coeficientes do sistema e portanto
entdo uma caracteristica bastante fragil. A conseqiiéncia disto € que se a aproximacdo
linear de um sistema ndo linear prediz um centro ele ndo serd seguro concluir que o
ponto de equilibrio ¢ verdadeiramente um centro, pois podera ser um espiral estavel ou

instavel. Este caso ¢ tipico e para ser estudado em bifurcagdes de sistemas.

Ronto espirdi Q Ponto espird,
cssintdicamente es tével irstavd
,o v

Centro, N
| estavel

) Ao A=0

N6 ‘ o NG
asintéicamente instével

estéivel » A<O w4

2 ’ -

P

Ponto de sela irstdel

A>0

FIGURA 2.13 -Classificagdo geral para sistemas lineares.

2.3.4 Orbitas periddicas e ciclos limites

Nos sistemas ndo-lineares quando aparecer oscilagdes sustentadas de freqiiéncia fixa e
amplitude independente das condigBes iniciais, as oscilagdes sio determinadas apenas
pelas propriedades estruturais do sistema. Tais oscilagdes estdo associadas a trajetérias

fechadas no plano de fase, do tipo ciclo limite.
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Os sistemas dindmicos podem algumas vezes ter oscilagdes periddicas ou ndo. Uma
solugdo periodica de um sistema autdbnomo corresponde a drbitas fechadas ou ciclos no
espaco de fase. As orbitas fechadas no R® sdo solugbes periddicas que ndo se
interceptam devido a unicidade. Em um sistema dissipativo, tal 6rbita é também
chamada de ciclo limite, pois se todas as trajetérias que principiam perto de uma
trajetoria fechada (do lado de dentro ou do lado de fora) espiralam para uma trajetoria
fechada quando t—w e o ciclo limite e assintéticamente estivel. Em virtude da
trajetoria limite ser uma oOrbita periddica, e ndo um ponto de equilibrio, este tipo de
estabilidade € denominado muitas vezes, estabilidade orbital. Se as trajetorias de um
lado da trajetoria fechada espiralam para, ela enquanto do outro espiralam para longe
dela quando t—oo, entdo o ciclo limite se diz semi-estdvel. Se as trajetérias dos dois
lados da trajetoria fechada espiralam para longe quando t—oo, entdo a trajetoria fechada
se diz instivel. E possivel também ter trajetorias fechadas das quais ndo se aproximam,
nem se afastam, outras trajetorias; por exemplo, as solugdes periodicas das Equagdes

predador-presa. Neste caso a trajetoria fechada € estavel.

Um exemplo de ciclo limite pode ser observado na FIGURA 2.14, para Equagio de van

der Pol, realizada no MATHEMATICA 5.1 (c6digo no anexo)

FIGURA 2.14- Circulo limite para Equacio de van der Pol x’* + (x’-1) x"+x = 0.
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A determinagdo dos ciclos-limites néo ¢ tarefa facil a partir das solugdes analiticas. As
solu¢des numeéricas, por outro lado, sdo sempre aproximadas e assim, mesmo quando
indicam um ciclo-limite, deixam margem de incerteza. Alguns teoremas podem ser
aplicados em situa¢des como estas, como o critério de Bendixson e o Teorema de

Poincaré-Bendixson que nos permite analisar a existéncia de ciclos limites no plano.

2.3.5 Estabilidade Segundo Liapunov
A anilise de estabilidade de Liapunov fornece uma defini¢do geométrica, observada na
FIGURA 2.15, da estabilidade de um estado de equilibrio. Seja um sistema de Equagdes

diferenciais n-dimensional;

x=F(x) (2.85)
sendo x =(x;,X,,...,x, ). Cuja solugdo ¢ determinada pelas condi¢Bes iniciais ¢ ¢ dada

por x = x (x,,t), cujo estado de equilibrio é caracterizado por:

F(%)=0, %, =x(xp.t) (2.86)

Entéo a estabilidade pode ser definida segundo Liapunov da seguinte forma:

a) Uma solugdo x(x,,t) € estdvel no sentido de Liapunov se para qualquer nimero
pequeno € > 0 existe um nimero 6 =5(€)>0 tal que on - er <o0(&) implica
Hx(xo,t) —x(xe,t)“ <&, ty<t<o. A solugdo X =x (x,,¢) permanece o tempo
todo em um tubo fino em torno de x(x,,?).

b) A solugdo x(x,,t) ¢ instavel se ela ndo ¢ estdvel, e para a instabilidade sempre

existe algum & > 0, e algum 8 numa vizinhanga de x,, para o qual x (x,,¢)deixa o

tubo em qualquer momento.
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Instabilidade

Estabilidade

FIGURA 2.15- Parametros da estabilidade de Liapunov .

Das defini¢des acima, nota-se que a estabilidade é uma dependéncia continua e
uniforme das condi¢des iniciais que sdo locais. Existe um método para analise de
estabilidade baseado em certas propriedades de fungdes especiais, denominadas func¢des
de Liapunov e que permite estabelecer uma analise de estabilidade de carater “global”.

A principal dificuldade consiste na escolha de uma fun¢do conveniente.

O teorema KAM - Kolmogorov, Arold, Moser (Boccaletti, D.and Pucacco, G.,1998)
da condi¢des que devem ser verificadas para que um movimento que sofra pequenas
perturbagdes possa preservar caracteristicas do movimento antes de ser perturbado. Se o
espaco de fase de um sistema com n graus de liberdade for integravel, as trajetorias dos
pontos representativos devem permanecer em um toro n-dimensional definido por n
constantes do proprio movimento. O teorema KAM estabelece que, sob condi¢des
convenientes, as perturbagdes ndo destroem o toro, mas apenas o deforma,
permanecendo a trajetdria em torno de superficies n-dimensionais vizinhas do toro
inicial. As condi¢Oes sdo bastante restritivas, pois além de supor que as perturbagdes sdo

pequenas, ndo podem ocorrer ressonancias.

2.3.6 Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

E um método que fornece uma resposta direta sobre a questdo da estabilidade de

sistemas lineares baseado nos coeficientes da Equagdo de caracteristica do sistema. E
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particularmente 1til para sistemas de alta-ordem porque nfo requer que as expressoes

polinomiais sejam fatorada.

Sem que resolver as raizes de fato, o método de Routh-Hurwitz pode ser usado para
determinar quantas raizes terdo partes reais positivas. Conseqiientemente, se a Equagio
polinomial for a Equagéo caracteristica, este método pode ser usado para determinar a

estabilidade do processo.

O procedimento do critério de estabilidade segue que (Ogata, 1998):

a) Escrever o polindmio caracteristico da seguinte forma:

A(s)=ays" +a;s" "+ +a, s" +a, =0 (2.87)

onde os coeficientes a, pertence aos reais.
b) Se algum dos coeficientes € zero ou negativo, antes da presen¢a de a0 menos um
coeficiente positivo, haverd uma raiz ou raizes imagindrias que tem partes reais

positivas. Desta forma o sistema ¢ instavel.

Uma condigdo suficiente para se continuar o procedimento € que todos os coeficientes
devam ser positivos.
c) Se todos os coeficientes sdo positivos, organize os coeficientes do

polindmio caracteristico na forma de um arranjo do tipo:

S a, an—2 a, 4
n—1
S a, a,.3 a, s
=2b b b
N n—1 n-3 n-5
2.
=3e c c (2.88)
N n-1 n-3 n-5
0
N dn—l
Sendo que
(a, Na,,)—a,(a,,) -1]|a a,_
n—1 n-2 n\*n-3/ _ n n-2
b, = = (2.89)
a1 a, a, a,3
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-1|a, a,

b, =— 4 (2.90)
a, a, an—S
-lja,, a,

¢, =—0o/ "t 3 (2.91)
bn—l bn—l bn—3

Os célculos para os coeficientes continuam até que os coeficientes sejam iguais a zero.
Para se obter os demais coeficientes seguem-se o mesmo padrio de multiplicacfio

cruzada dos coeficientes como foi mostrado nas Equagdes (2.89), (2.90) e (2.91).

O critério assegura que o numero de raizes com partes reais positivas sdo iguais ao
numero de mudanga de sinal dos elementos da primeira coluna do arranjo de Routh.
Dessa forma a condigdo necessaria e suficiente para o sistema seja estavel, € que todos

os elementos da primeira coluna tenham o meso sinal.

2.3.6.1 Aplicaciio do método de Routh-Hurwitz ao movimento rotacional

A aplicagdo deste critério, € realizada no estudo do movimento rotacional de satélites

artificiais, com as Equagdes do movimento dadas por

dl,  oF

dt oL,

iL,  oF (i=12,.,n) (2.92)
dt a1

em que: L; , I; sdo as varidveis de Andoyer e F ¢ a Hamiltoniana do problema, que em

termos das variaveis de Andoyer e de Delaunay, € expressa por (Zanardi, 1986):

F(Ll,Lz,L3,12,l3,L,G, H, l,g, h) =

2.93
FO(L,LI,L2)+Fl(Ll,Lz,L3,12,l3,L,G,H,l,g,h), ( )
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com Li,L,,L3.15,15 representando as varidveis de Andoyer e L, G, H, 1, g h

representando as variaveis de Delaunay, ¢ necessario uma lineariza¢do desta Equagio
em torno das condi¢des de equilibrio. Como ja observado, a Hamiltoniana associada ao
problema, dada por (2.93), independe da variavel angular 1;, de modo que sua conjugada
L, permanece constante. Deste modo a andlise da estabilidade do sistema ¢é reduzido ao
estudo de um sistema de quatro Equag¢des diferenciais, associadas as variaveis de

Andoyer L, , L3, b e I5. O sistema linearizado entdo pode ser colocado na forma

v=JPv (2.94)
com v descrevendo o vetor de estado, P o Hessiano e J uma matriz simplética, sendo
dadas por:

L2
v=|B (2.95)
12
5
gzg_a OF O°F _,. _OF .
oE M ana, oanar, ™ oener,
’F _ &F_ &F O°F
aa, 2GR Gl P ater,
p=| 73 ) ; ; (2.96)
&°F OF &F O°F
g, M aLa, ok P Lo,
o°F _, OF _,. _OF s @_a
oLal, T oLdl, o aLgl, ek ¢
Z, 1
j=| 2 b (2.97)
_[2 ZZ

em que I, € a matriz identidade de ordem 2, Z, ¢ uma matriz nula de ordem 2 e os
coeficientes a;j sdo obtidos utilizando a Hamiltoniana F dada em (2.93). Os elementos a;;
da Hessiana P sdo facilmente calculados mas envolvem muitos célculos algébricos e

estdo apresentados no Apéndice A (Cabette et al.,2004).
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A Equacdo caracteristica associada a matriz JP do sistema (2.94) pode ser obtida por:

Det [ JP-Ms] =0 (2.98)

sendo expressa da seguinte forma:

a At oy A ra, =0 (2.99)
em que

a, =1 (2.100)

Qy = =y + gy Gy — 20140y, + 201,85, +a,,a3; — a3 (2.101)

_ 2 2 2 2 2
Oy =—011044073 T 110033044 +A1pA3; — Q109,033 —dp033044 +
2
+201,013844053 + 41103305, +20140150540y3 — 201401304053 + (2.102)
) .
+201300014034 — 2013015034054 +20,10y3054034 — 01102 a3, +
2

2 2 2 2
TA44090)3 T A24813014473-
O polinémio caracteristico (2.99) ¢ uma fungdo par, visto que os coeficientes «; €

sdo nulos, assim se A € uma raiz caracteristica deste polinémio tem-se que -A também

¢, com a mesma multiplicidade.

Para a Equagdo caracteristica (2.99), associada ao movimento rotacional em estudo, a
primeira linha da tabela de Routh ¢ formada pelos coeficientes &, &, ,, . A segunda
linha seria formada pelos coeficientes ; ¢ &5 , que sdo nulos. Como existe uma linha

nula na tabela de Routh, € necessario a utilizagdo de um polinémio auxiliar, formado a

partir da derivada em relagdo a A:

P(A)=ay At +a, > +a, =0 (2.103)
P(A
P d(l ) by 2 +2a, 2 (2.104)
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Assim podemos construir a tabela a seguir:

2o, a, a
2 4a, 2a, 0
Zob b, 0
Al &) 0
24
em que:
da,a, —a,2a a
p Aty 20y (2.105)
@
4 —
b, = 3% =30 _ (2.106)
4a,
o bi2an —daghy _ 2aj —daya,) (2.107)
: b, a,
g =000 _, (2.108)

|

Pelo critério de Routh todos os elementos da primeira coluna da tabela devem ter o
mesmo sinal para que o sistema seja estavel. No caso em estudo, o primeiro termo da
primeira coluna &, =1, ou seja, ¢ positivo. Logo para que o sistema seja estavel é
necessario que os demais termos da primeira coluna sejam maiores que zero, ou seja
a,y, b, ¢, d,>0.
Assim as seguintes condigdes sd0 necessarias :

a, >0, a,>0, a,>0

a22 >4a,a,
Entdo para o tipo de Equagdo caracteristica em estudo, pelo critério de Routh temos que

as condi¢des devem ser satisfeitas para que o sistema seja estavel.
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2.3.6.2 Analise da Estabilidade para um Conjunto de Pontos de Equilibrio

Consideram-se condi¢des particulares para as varidveis de Andoyer e de Delaunay para

um satélite simétrico de médio porte (Zanardi, 1986).

Dados orbitais e geométricos

1 =3,986003 x10° km?/s*

I =0,5533 rad
e=0,01617

a = 6,95964 x10° km
M =11550 kg

A=B=39499 x10 ' kg km*
C =1,0307 x10 " kg km*

Variaveis de Andoyer e de Delaunay

L=0 [ = 2 vad
2
L, =9,7307x10 kg km>s™ I, = %rad
Ly =-2,9956x10 kg km*s™ 1, = 4,8244rad
I, =1,8837rad J, =%rad
L= Ha [=0
G = L\1-¢? g=0
T
H=Gcos/ h=—6—rad
Os pontos de equilibrio para as Equa¢des do movimento rotacional (2.92), assumido os
valores:
L, =-5.16995x10 kg m2s™ 1, == rad
2
L, = 7.51908x10" kg m*s™ I, =7.85566x10™" rad
L, = -5.40662x10"* kg m*s™ Iy = -5.54028x10" rad
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Entdo a partir dos dados assumidos encontram-se os valores dos coeficientes a, e a,
implementando-se numericamente as Equagdes, obtendo-se:

a, =6,32628x10™
a, =7,90619x 1070

Deste modo as duas condigdes sdo satisfeitas pelo resultado obtido acima. Pode-se ainda
observar que a Equagdo caracteristica ndo possui coeficiente negativo na presenca de

coeficientes positivos (a, =1, @, >0e a, >0).
Portanto pelo critério de Routh-Hurwitz, o sistema associado ao movimento rotacional
de um satélite simétrico, sob a influéncia do torque de gradiente de gravidade, para este

caso em particular € estavel. Pela tabela de Routh para este caso:

Observa-se que ndo ocorrem mudangas de sinal na tabela de Routh, o que acarreta na

condi¢do de estabilidade absoluta para as condi¢des aqui consideradas.
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CAPITULO 3
METODOLOGIA E APLICACAO

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar o teorema principal responsavel pela analise da
estabilidade para sistema nfo-candnico conhecido como Teorema da Estabilidade de
Kovalev ¢ Savchenko (1975), bem como o procedimento necessario para possivel
estudo da estabilidade. Na literatura, o teorema da Estabilidade de Kovalev e Savchenko
¢ aplicado quando se tem um sistema canénico normalizado. No presente estudo
partiremos de um sistema ndo candnico normalizado pelo método de Hori para sistemas
ndo candnicos em que consideraremos como perturbagdes o geopotencial e o arrasto

atmostérico.

3.1 Teorema de Estabilidade de Kovalev e Savchenko

Seja a Hamiltoniana H uma funcfo analitica de coordenadas (§) e momentos (n)
generalizados para um ponto P, com a forma normal desta Hamiltoniana representada

por H'e expressa como:

0 _eay - B
H =Z%7RV + Zl R,R, +0Os, (3.1)
v= Vv, 1=

com Os indicando termos de ordem superior e

R, =) +n; (.2)

O movimento € Liapunov Estavel se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas (Kovalev &

Savchenko, 1975):

1) Os autovalores do sistema linear reduzido, associado a Hamiltoniana H, sdo

imaginarios puros tia| e iay;

i1) A condigdo
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k! +k,al #0 (3.3)

¢ valida para todo k; e k; inteiros satisfazendo a desigualdade

LAREARE: (3.4)

iii) O determinante D° deve satisfazer a seguinte desigualdade:

D’ = —(ﬂl"laé’z =2phalas + Bray )¢ 0 (3.5)
em que B(V)u sdo os coeficientes de quarta ordem da Hamiltoniana, H °dada por (3.1).

Este teorema ¢ util para investigar a estabilidade de rotagdes uniformes, para sistemas
candnicos, de um corpo rigido com pontos de equilibrio; que ao final serd aplicado para
analisar a estabilidade do movimento orbital de satélites artificiais sujeito a perturbagdes
devido ao geopotencial e ao arrasto atmosférico. A demonstragdo deste teorema ¢é
realizada no artigo de Kovalev & Savchenko (1975), sendo que uma aplicagdo nele

apresentada para um caso particular do movimento rotacional de corpos rigidos.
3.2 Procedimento para o estudo da estabilidade

Para a realizacdo deste estudo, sdo necessarias algumas etapas:

1° Etapa: Escrever o sistema nio canénico na forma normal.

O teorema de Kovalev & Savchenko pede que se escreva o segundo membro Equaggo
do movimento, em estudo, esteja em uma forma normal. Dessa forma aplicaremos

método de Hori para sistemas ndo candnicos 4 Equagdes do movimento dadas por,

dL. oF
F=——+P =Z.(L;,0)),
a or THEAELRE)
, (j=123) (3.6)
dt,  oF
‘E=—BE—Q1-:Z]-+3(L,~,€,~)
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em que L; e |; sdo as varidveis de Delaunay definidas por,

L1=L=\/E LZ:G:J‘ua(l—ez) L3=H=\/,ua(1—e2)cosi

3.7
glzg =M £2:g:a) €3=h:Q ( )
e o potencial terrestre nas varidveis de Delaunay ¢ dado por:

2 2 2 3
K 1 3H° | L 27
F:’u—2+ a A TS | 5 +|3e+ € |cosl+
2L L 2 2G°)G 8
(3.8)
+ 262 +ze4jcos2€ +..]
2 8
Iremos representar a Hamiltoniana da seguinte maneira:
(3.9)
F=Hy,+H +H,
fazendo K, = H, + H g + H,, , escrevemos a Hamiltoniana da seguinte forma:
F=K,+Hp (3.10)
¢ as componentes de arrastos P, e O, sdo (Brouwer, 1961):
2a 2L
B =-4V exp(—ar)L(— - 1) Q, = -AVexp(-ar)(ZesenE +— G senf )
r e
P, =—AV exp(-ar)G Q, =4V exp(~05r)(2 senf ) 3.1D)
e
Py =—AV exp(-ar)H Q; =0
consideremos:
_ 7O M
Z;=2; +Z;
(j=123) (3.12)

_ 7(0) ()
Zj+3 _Zj+3 +Zj+3

em que Z 50) € Zj.(g contém todos os termos seculares adotado do geopotencial, z{" e

Z ﬁ% contém termos devido ao geopotencial e ao arrasto atmosférico.
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Do sistema auxiliar de Hori temos:

aL, __ O _ A
dr 0, g,h) !

(j=123) (3.13)
déj aF‘O _ =70

—_ =z
dr  dL,G,H) 7

em que L, G e H sdo constantes enquanto £, g e h sdo fungdes lineares em t. Temos:

z{" =0
7 =0 (3.14)
z{" =0
o #  Jutna( 1 3H?) 340042 (3 15SH? 35H') 15G* 1S
LS AT S T TS e 13 et Tsat | 22 T2
(3.15)
Considerando n; = Z4(O), Ng = ZS(O) en,= Z(,(O), com 1SS0 temos:
{=nt+4, (3.16)
g=n,7T+g (3.17)
h=n,t+h, (3.18)

emque £,,g, € A, sdo constantes de integragdo.

Seja a transformagdo: /;,L; —)E'j,L'j, por meio de 6 fungles geratrizes

1

T, (¢, L)k =1,..,6;j =12,3), em que:
T (L) =T +TP + T + . (3.19)

As novas Equag¢des do movimento sdo:
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/N .
o L g Tl (j=123) (3.20)

com as novas fung¢oes sendo:

ZiL, ) =2 +27" + 27 4
(3.21)
* ' ' *(( *(1 *(2
i 1) =2 0+23+273) +..,
Aplicando o algoritmo do método temos:
dar®V & 079 (7)
L e PV A AU j=1,..,6 3.22
dZ' kz:; aé,k k J J (.] ) ( )

¢, representa o conjunto das novas variaveis (L’, G°, H’, I’, g’, h’). Dessa forma
teremos que calcular:

-Parte secular:

AR <Z“)>T (3.23)
[
6 (0)
*(1) Z(l) +Z (r)T(” ,j =456 (3.24)
-Parte periodica:
T = j @z -z:""ydr | j=123 (3.25)
[+
6 (0)
" = [z +z (T)T(l) z7Mdr  (j=456) (3.26)

Para fazermos esses cdlculos consideremos os P; ¢ QO; desenvolvidos por Brouwer

(1961) até a 4° ordem na excentricidade. Calculando Z; AL <Z (1)> temos,
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*(1 1
Zl()=Zl()= >

+ Ry
*1) _
Zl - Pls

pois H, € puramente periddica
Z*(l) Y 3 1 2 2|2
o =—Auexp(—aa) 1+ Z+aa+za a’le” +

LN AL AP e SR J S I I
64 8 32 8 64

7=z =He
og

() _
ZZ - PZS

G 3 1
73V = —dpexp(-aa)—1+| =+ aa+—a’a’ |e* +
2 1 exp( )L 4 4

AR 2 e v Lata)e
8 64

64 8 32
OH

2V =z =""b4p

3 3 oh 3s

*(1

Z3()=P3s

x H
Z3“) =—Au exp(—aa)z—{l +(% +aa +%a2a2je2 +

Calculando as fung¢des geratrizes, da Equacdo (3.22) temos,

Tl(l) — j'(Zl(l) _Zl*(l) Ydt

OH
NV =+ P - R)dr

Assim,
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(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)



4 2 2 3 —-aa
J
Tlmzﬂ“zae[ 1,30 j(3e+278€ Jcosg_‘“’e {—(3+aa)e+

4 4G? n
! (3.35)

(§+§aa+za2a2+la3a3 e’ |sent
4 2 8 8
TV = [z -z;®)dr (3.36)

—aa
10— G e[ -L Loai lori s 1ot ot feent 337)
L 4 2 8 8
oH
BV =+ R - Pydr (3:38)

7Y :_Meh%[(l+aa)e+(—%—%aa+éa2a2 +%a3a3je3}sen€ (3.39)

Da Equacio (3.24) temos

z"=0,2z"=0,2" =0 (3.40)

Da Equacdo (3.26), obtemos,

2 2
T4(l) :ﬂ[—l+iij{(3e+%e3)senﬁ+ (%ez +%e4jsen2€} (3.41)

I 2 2G3
2 2
k
T5<1)=_u - 3 (3e+£es sen£+l(2e2+ze4jsen2€ (3.42)
3| a3 8 2027 2
3 2 2
T 3k H (3e+£e3)sen€+ 2+ 7ot |senas (3.43)
G 8 4 4

2° Etapa: Generalizar o teorema de Kovalev & Savchenko

Nesta etapa o teorema proposto serd generalizado para forma nio canénica, visto que o

teorema foi desenvolvido apenas para sistemas candnicos.
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3° Etapa: Determinagio dos coeficientes do tipo o e e, que permitam decidir a

estabilidade do sistema

De posse dessa Hamiltoniana escrita na forma normal serfio determinados os

coeficientes do tipo a9 e 39, referentes, respectivamente, aos termos de 2* e 4* ordem

da Hamiltoniana.
4° Etapa: Aplicacio do novo teorema

E assim foi verificada a estabilidade do sistema associado a Hamiltonina (3.8), através

das trés condi¢des impostas pelo teorema enunciado no item 3.1 deste capitulo.
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APENDICE A

A.1 Plotar diagrama de fase

a=-1;b=1;c=1;d=0;
<< Graphics'Colors";
xinicial = -10;
xfinal = 10;
yinicial = -10;
yfinal = 10;
xponto = a*x[t] +bxy[t];
yponto = cxx[t] +d xy[t];
tinicial = -10;
tfinal =10;
Show [GraphicsArray|[
{
ParametricPlot|[
Evaluate|[

Join|[

{x[t], y[t]} /. NDSolve[{x'[t] == xponto, y ' [t] == yponto, x[0] ==
{t, tinicial, tfinal}][[1]] & /@ {Sequence @@ Range[-5, 0,
{x[t], y[t]} /. NDSolve[{x'[t] == xponto, y ' [t] == yponto, x[0] ==

{t, tinicial, tfinal}][[1]] & /@ Range[0, 1, .2]

11, {t, tinicial, tfinal}, PlotRange - {{xinicial, xfinal}, {yinicial, yfinal}},

PlotStyle - Blue,
DisplayFunction - Identity,

AxesLabel -» TraditionalForm/@ {x, "y"}]

3115
Clear([x, y, sol] ;

sol = DSolve[{x'[t] == xponto, y'[t] == yponto}, {x[t], y[t]l}, t];

Funs = Table[{sol[[1, 1, 2]], sol[[1, 2, 2]]} /. {C[1] » i, C[2] » 3}, {i, -6, 10, 6}, {j, -6, 10, 6}];
toplot = Flatten[Funs, 1]; Length[toplot];

graphone = ParametricPlot[Evaluate[toplot], {t, tinicial, tfinal},

PlotRange - {{xinicial, xfinal}, {yinicial, yfinal}}, PlotStyle - {{RGBColor[1l, 0, 0], Thickness[0.006]}},

AxesLabel -» {"x", "y"}];
<< Graphics ' PlotField";

graphtwo = PlotVectorField[{a*x+b*y, c*x+d*y}, {x, xinicial, yfinal}, {y, yinicial, yfinal}];

Show [graphone, graphtwo] ;
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0, y[0] == #}, {x[t], y[t]},
.9], Sequence @@ Range[0, 5, .9]},
0, y[0] =#}, {x[t], y[t]},
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