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RESUMO

O objetivo principa deste trabalho é modelar matematicamente o comportamento
mecaico do detedor de ondas gravitadonais Mario Schenberg. S&0 estudados os
parémetros fisicos que afetam este comportamento. O modelo prevé as frequéncias de
resonancia do sistema, quando sdo acplados resnadores mecanicos unidimensionais
de dois modos, obedecendo a configuragcé sugerida por Johnson e Merkowitz. Prevé,
também, como o sistema se comporta frente a um trem de onda gravitadonal senoidal.
Uma estimativa da contribuicdo das fontes de ruido a0 movimento do sistema é
apresentada, bem como, a equacd apropriada para seu cdculo. O trabaho apresenta,
também, uma revisdo dos aspedos que envolvem a radiac@® gravitadonal, sua geraca®
por fontes astrofisicas e sua detecc®.






A MATHEMATICAL MODEL FOR THE MECHANICAL
BEHAVIOR OF MARIO SCHENBERG
GRAVITATIONAL WAVE DETECTOR

ABSTRACT

The main goal of this work is to mathematicaly model the medhanica behavior of the
Mario Schenberg detedor. The physica parameters that affed this behavior are studied.
The model gives the ressonance frequencies of the system when two-mode mecdhanicd
resonators are coupled, following the arrangement suggested by Johnson and
Merkowitz. It is aso cdculated how the system behaves under a gravitational sinewave
quadrupolar force An estimate of the noise sources contribution to the system
movement is presented, as well asthe equation for its cdculation. This work also gives a
short review on gravitational radiation, its generation by astrophysicad sources and its
detedion.






SUMARIO

pag.
LISTA DE FIGURAS
LISTA DE TABELAS
CAPITULO 1- INTRODUGAOD ...ttt 17...
CAPITULO 2- A RADIACAO GRAVITACIONAL ....cooveeiieeeis e 21
2.1. EQuaca de Campo de EiNSLEIN..........uii et meee e 21
2.2. Gerac® de ONdas GravitaONaIS. . ... ... coveerruunrerniaeeesiaaeeeeeemia e e e e eenaeeeeeeeees 27
2.3. Interacd das Ondas Gravitadonais Com aMatria.........cvuuuvririeereerriineeeneenninnns 31.
CAPITULO 3- FONTESASTROFISICAS DE RADIACAO
GRAVITACIONAL ..o 35
3.1, FONES IMPUISIVES. ...ttt e e e e e e ems 36....
N I S U o= o Y T PP PP 37
3.1.2. Espiralac® e Coalescéncia de Objetos COMPAAOS. ......coeeurvemerrmrnrnmnnmae e 42
3.1.3. Queda de Estrelas e Pequenos Buraas Negros no interior de Buraas Negros
SUPEIMMBSSVOS. ... ettt sttt e et et e e e et e e e e et ea e e e e e e e st e e e e e eebbaeeeeenennane 45
3.2 FONES PalTIOUICES. ..o e e e e e 45
3.2.1. Pulsares de Mili STOUNOS. .........uuiam ettt e et e 46
3.2.2. EStrelas BiNAriAS . ... e e oo 49.....
3.3, SINAIS ESOCEBICOS. - .. et ettt 50
3.3 1 SIStEMAS BINANTOS. . .. et e e e 51
3.3.2. Estrelas de POPUIBGE 11 .....coeveiiiiiee e 52..
3.3.3. Ondas GravitadonaiS PrimoOrdiaiS. .........oe oo 52
3.3.4. TranSIGOES e FASE........ ettt em e 53
3.3.5. COrdaS COSMUCES. ... e e B53......
CAPITULO 4- DETECTORES DE ONDAS GRAVITACIONAIS......ccoveeveee. 55
AL I e OMEIIOS A ST . .. e e e e e e 56...
4.2. Detedores de MasSsa RESSINANTE. . ...cu.n e e e e 59
4.2.1. Caraderisticas aqlstiCas dOS MA@ TAIS. . ... .vueeee et eaenen 60
4.2.2. DECAOINES OB BalTa ... e e e e e 6l...
4.2.3. Monitoramento do modo fundamental de oscilag® dabarra..........cco.ueeeeeee 62
4.2.4. Detedores de massa reSONANE ESFEIICOS. ....vue e ee e eaen e 65
4.2.5. Principais fontes de ruido em detedores de massa resONante. ............cceeeeeennne. 65
CAPITULO5-O DETECTOR ESFERICO ....uuuieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 69

5.1. Modelo da Esfera Desamopladan..........u.ieeieiiiiiieeeiiii e 70..



5.2. A Esfera Acoplada aRESNAUOIES...........uuiieiiiiiiii e 786.

5.2.1. Resonadores de um modo longitudingl.............oooeeeiiiiiiiiiiiiie e, 77
5.2.2. Resonadores de dois modos IoNGItUINGIS. ..........cceuvuuieeeieiiiiee e 79..
5.3. Locaizac® doS RESDNAUOIES........ccovuuuuiieeiiiiiiie et et e e 81
5.4. Monitoramento do Sistema (Canais dos MOdOS).........coeevveriiiiiieeiieiiiieee e 82.

CAPITULO 6 - RESULTADOSPARA O DETECTOR MARIO

SCHENBERG.... .ot e e e 85
6.1. ObteNC80 dOS Par@MELIOS. . .......uuuieeiieeiiis ettt et e e e 87
6.1.1. Fregiéncias dos modos a@pPlados.........ccuuuueerruuieeriiie e e e e 92
6.2. Solucdo Andliticada Equac@® de MOVIMENLO........c...uuuieiiiiiiiaiiiiiiiaeeeeeea e 95
6.2.1. Autovalores e aitovetoresdamatriz M., 100
6.2.2. Expresespara A(w), §,() € §,(0)uuririiiiiiiiiieeiiiiieie e 102
6.3. Simulaga daresposta do detedor auM SINAl..........uvcveviiiiiiiniree e 104
6.4. Uma estimativa da contribui¢céo das fontes de ruido aos canais dos modos........... 108
CAPITULO 7 - CONCLUSOESE CONSIDERACOESFINAIS.........ccoeonene. 111
REFERENCIASBIBLIOGRAFICAS. ... .ot 113

APENDICE A - ALGORITMOS.......oiiiiimeeeeteeeeecmee et om 119



LISTA DE FIGURAS

7

pag

2.1. Efeito de uma onda gravitadonal sobre um circulo de particulas testes ao longo de
1. oo [ T PPN 26

2.2. Sistema binério emisor de ondas gravitadonals..............eeveieeiiimeiiiiiiiieee e 30

2.3. Campo de acéeragdes para os dois estados de polariza¢c@® quando o angulo de

L= 2= 111 | (o T PSSP 32
3.1. Medidas do atraso de fase do pulsar PSR1913#16 .......ccccvvvviivieiiiiiiiiiieeeeeenenn 43
3.2. Forma de onda da malescéncia de um sistema binério formado por estrelas de

072,11 0] S a4.......
4.1. Modelo smples de um detedor de ondas gravitadonais............ceeeevemeeeeeeiiinneeane 55
4.2. Modelo simples de um interferOmetro MiChelSoN...........oovvvviiiiiiiiiiiiii e 57
4.3. (a) Esquema do monitoramento da anplitude complexa, (b) Esquema para

AQUISICED A0S VAlOrES A8 X1 € Xou.ieviiiiieeii e eee ettt ettt 62
4.4. Fontes impulsivas de ondas gravitadonais, mostrando a faixa dos posdveis snais

e aregido de sensibilidade de dguns detedores...........ccoooveiiiiiiceiiiiiii e 66
5.1. Modos normais quadrupolares de oscilac® da esfera..........eeeieeiiiiiiiimeennieeenins 74

5.2. Resonador mecéico unidimensional de um modo acoplado a superficie da

(<SPPSR SPRY 4 4
5.3. Ressonador mecéico unidimensional de dois modos acoplado a superficie da

LSS 1= = P UPPPPRPPTRPRY 4. |
5.4. Dodecaelro e icosaedro truNCato............oeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiieeee e 81

5.5. Campos de simetria do icosaedro truncado.(1) Com relacd aos hemisférios.

6.2. Tempo de computacd do algoritmo ParametrOS.MWS. .......ceeueeeeieeee e e e e 89



6.3. Dependéncia entrep; e p; eV, para E=1,303XL0MPa.........ccvvveeeeeeiiiiiiiee e 90
6.4. Dependéncia etre p; e Pz, € E, parav=0,364............cuummmmiiiiiiiiiiiiiiiaaeeeeeeene 90
6.5. Dependéncia dafreqiéncia mm arazé poisnica v, e 0 mddulo de Young, E...91

6.6. Dependéncia dos parametros a(R) e B(R) e do fator x com araz& poisnica.....92

6.7. Distribuicd dos resonadores bre asuperficie da esfera...........oovvvuvieieiiinnnnn. 93
6.8. Fregiéncias dos modos amplados...........cuuuiiieiiiiiiiiii e 94
6.9. Comportamento do segundo modo normal da esfera frente a sinal smulado......105
6.10. Amplitudes NOS reSONAAOIES R2.........coviiiiiiiiiii ettt e e 105
6.11. Planificac® do segundo modo normal da esfera, e adistribuicéo dos

resonadores Dbre SUa SUPEITICIE......coeei i 106
6.12. Comportamento dos CanalS dOSMOMOS........cuevvuierinieeiiiieeii e ee e e eeeen 107

6.13. Densidade espedral da mntribui¢éo das forgas de Langevin, nos canais dos
10707 [0 PP 109



LISTA DE TABELAS

2.1. Expreses para 0s Harmonicos ESféricoS RedsS, Y. ..uoovvveaiiemeeineiiieeiieinen, 33

3.1. Amplitude méxima, max |h|, e freqiéncia caaderistica, f., da onda gravitadonal
gerada pelos modos barra em estrelas de néutrons recém-formadas, para dois

valores representativos dos raios eqUaLOTaIS, Req... . vvvveeeeeriiniiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeas 40
3.2. Algumas fontes binarias de ondas gravitadonais de baixa freqiéncia..................... 50
4.1. Comparacé entre & grandezas fisicas de dguns materiais.........ccvvvvevveeiveevicineens 60
4.2. Alguns detedores de barra que operam sob temperatura @iogénica................... 64

6.1. Vaores obtidos e utilizados pelo MOE0...........ooeeeiiiiciiiiiii e 87






CAPITULO 1

INTRODUCAO

Desde que Albert Einstein prop0s a Teoria da Relatividade Geral, em 1916 elatem sido
submetida a testes, e em todos os que ja foram redizados obteve éxito. Einstein mostrou
gue a existéncia da radiac® gravitadonal é uma conseqiéncia direta de sua teoria.
Assm, quando estiverem operando em seus limites de sensibilidade, os detedores de
ondas gravitadonais estardo, mais uma vez, testando sua vaidade. Porém, mais do que
testar a Relatividade Geral, a detec¢d de ondas gravitadonais abrira as portas para uma
nova perspediva no estudo do Universo, ago como um nhovo sentido, que gudard a
entendé-lo melhor.

As ondas gravitadonais sdo perturbagdes na curvatura locd do espago-tempo, que
vigiam pelo espago-tempo a velocidade da luz, e excitam os modos normais de oscila¢®
guadrupolares de corpos eésticos, por onde passam. O monitoramento destas excitagdes
torna posdvel a deteccd® direta de ondas gravitadonais, e, consequentemente, a
obtencéo de informagdes sobre fontes astrofisicas emisoras de radiac@® gravitadonal.
Os instrumentos desenvolvidos com ta fungéo sdo conheddos como detedores de

ondas gravitacionais.

Os primeiros detedores de ondas gravitadonais, com forma cilindrica, ou de “barras’,
foram construidos nos anos 60. Desde entdo, muitos avancos tém sido obtidos, e a
sensibilidade dos instrumentos que estdo sendo desenvolvidos estd atingindo os
patamares exigidos (previstos) para se cgptar sinais gerados por eventos astrofisicos. A
idéia de se construir detedores esféricos ultraaiogénicos tem ganhado adeptos, entre os
quais destacase 0 grupo brasileiro Graviton, que trabalha na construcéo de seu
primeiro protétipo, o detedor Mario Schenberg. Instrumentos com as caaderistices
do Schenberg representam a proxima geracé de detedores por massa resonante.

Um Unico detedor esférico serd cgpaz de determinar tanto a direc® quanto as
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componentes tensoriais de uma onda gravitadona incidente. Porém, a constru¢éo do
detedor e monitoramento dos dados, que dele podem ser obtidos, apresentam
dificuldades inerentes. O nimero de modos normais que acoplam fortemente com uma
onda gravitadonal (cinco, contra apenas um apresentado pelas barras) aumenta a
complexidade do sistema, quando comparado com os detedores cilindricos. A
necessdade de que sgjam acoplados pelo menos cinco resonadores seaundarios a
superficie da esfera para monitorar as oscilagdes normais, geram um sistema com pelo
menos uma dezena de osciladores harmbnicos amplados entre si. Tais osciladores
interreladonam-se de maneira complexa, motivo pelo qual a forma com que estas
relagdes acontecan mereceum estudo detalhado.

O objetivo centra deste trabalho € a elaborac® de um modelo matemético, com a
finalidade de smular o comportamento mecénico do Mario Schenberg frente a excitac®
causada pela passagem de uma onda gravitadonal. Para tanto, os parémetros fisicos que
regem este comportamento foram estudados. Desta forma, pretende-se adqurir
confiabilidade suficiente no instrumento, a fim de que os dados por ele obtidos possam
ser repassados a andlise.

Este trabalho faz também, uma rdpida revisdo dos concetos fundamentais que permeiam
a radiac® gravitadonal, e compreende 0s trés primeiros cgpitulos. Dando inicio a esta
revisdo, a derivaca da equac@® de onda, a partir das equagdes de campo de Einstein, os
process geradores de ondas gravitadonais e seus efeitos sobre a matéria sdo
apresentados no Capitulo 2. As caraderisticas das principais fontes astrofisicas de
radiac@® gravitadona encontradas na literatura sdo revistas no Capitulo 3. O capitulo
apresenta um apanhado de informagdes bésicas sobre estas fontes, com a finalidade de
fornece uma nocéo da sensibilidade que os detedores de ondas gravitadonais devem
atingir, para obterem suces®. Detalhes maiores sobre estas fontes e seus processos
pealliares de gerac® de radiac@® gravitadonal podem ser encontrados na bibliografia
referenciada. E 0s conceitos bésicos que envolvem a detecc@® de ondas gravitadonais
pelos instrumentos que est&o sendo projetados, sdo apresentados no Capitulo 4.

18



O escopo principal deste trabalho envolve a utilizac® e adaptacd® de témicas,
desenvolvidas ao longo da Ultima décala, e destinadas, espedficamente, a resolugéo do
problema do detedor esférico. Uma descricdo detalhada da témica utilizada para a
elaboracd® do modelo matemético utilizado na resolugéo do problema proposto, €

apresentada no Capitulo 5. Enquanto, o Capitulo 6, mostra os resultados obtidos pela
sua glicacd ao detedor Mario Schenberg.
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CAPITULO 2

A RADIACAO GRAVITACIONAL

Os primeiros ensaios sobre a possbilidade de existéncia da radiac@® gravitaaonal foram
feitos por Heaviside, em forma de um apéndice, no seu livro “Eledromagnetic Theory”,
publicado em 1893 Menos de uma décala depois outras duas publicages abordaram o
asanto, uma de 190Q assnada por H. A. Lorentz, e outra de 1905 de autoria de H.
Poincaré [1]. Porém, a primeira derivac® da equac® de onda gravitadonal a ter
expressio na comunidade cientificafoi a apresentada a Kéniglich Preusschen Akademie
de Wissnschaften, de Berlim, em junho de 1916 por Albert Einstein, o qual assnou
uma segunda publicac@® em janeiro de 1918sobre 0 mesmo tema.

Publicado alguns meses depois de sua Teoria da Relatividade Geral, o primeiro artigo de
Einstein sobre radiag® gravitadona restringia=se a emissio de ondas gravitadonais
fracas (e lineaizadas), que se propagam em um espag-tempo plano. O segundo tratava
daderivac@ quadrupolar daradiagcé gravitaaona [2,3].

Nos anos seguintes, Weyl e Eddington refinariam o trabalho inicia de Einstein até que,
na metade da segunda décala do séaullo passdo, a teoria lineaizada das ondas
gravitadonais estaria completamente entendida [4,5].

2.1. EQUACA O DE CAMPO DE EINSTEIN

Na Relatividade Geral, amétrica g, descreve o campo gravitadonal, que se reladona

com o tensor momento-energia, T,,, por meio de equagdes diferenciais de segunda

ordem, representadas pelas chamadas equagdes de campo de Einstein, e dadas por

1 _87T(:'- .
RHV_E HVR_ C4 THV ! (21)
1 Considerando-se a constante mwsmoldgica A=0,em R 1 R ——BWGT
% v uv_Eguv _Aguv_ C4 pv "
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onde R,, e R=g°"R,, denotam, respedivamente, o tensor e o0 escdar de Ricd.” G

representa a constante de gravitacd universal e c representa a velocidade da luz no

vaauo.

Em espagos que apresentem curvaturas acentuadas, o cdculo do tensor de Riemann,
R...,, € consequentemente, o do tensor de Ricd, envolve complicadas equagdes ndo-
lineaes, onde o Principio de Superposicé ndo € valido. Contudo, pode-se supor uma
situacé em que a contrapartida espadal de T, estgja confinada em um raio r, de ta
forma que sua massa M esteja imersa em um campo gravitadonal fram, ou sga, em um
espag-tempo aproximadamente plano. Comprovada esta situag@, torna-se apropriado

escrever o tensor g,, como uma deformaga na métricade Minkowski,

, (2.2)

[eoNeNe

(oMol o)
O, OO
O OO

asumindo a forma g9,,=n,,+h,, 2 sendo que a deformacgéd h,, possui componentes

numericamente pequenas ( |h,,/<<1). Assm, o cdculo do tensor de Ricd pode ser

simplificado, obtendo-se

__0 1 C A
Ryv_ﬁr)\,u_ﬁryv y (23)

onde a conex@o afim szzln”(hpwqth —h,,,)+0(h?), e O(h? representa os

2 pu,Y wv,p

termos de ordem quadrética envolvendo a perturbacé, os quais podem ser ignorados,

2 Eaplicada ayui a convengdo de somade Einstein, onde R=g*’R =" ¢°’R,,
p,0

3 Admitindo-se a existéncia de um fundo de radiacdo gravitacional (“background”) gerado por fontes
de cardter estocastico (vide Secdo 3.3), deve ser acrescentada mais uma parcda referente a esta
perturbacio, e a mérica tornase g, ~n, +h)s+h® , onde h? =bakground e

hO°=ondagravitadonal .

22



levando-se em contaque |h| <1, lineaizando-se, destaforma, a equacé® de canpo.*

O fato da equacé de canpo posalir o termo gzﬂ posshili ta definir-se um ﬁuv tal que

h = 1

Hv ,uv_zn,uvh 4 (24)

onde h= hpp:n“hw . Além disto, uma forma mais compada da equacd® de campo
pode ser obtida eliminando-se as ambiguidades, a partir da aplicac® da condicéo

(“gauge”) de Lorentz, a qual asume h* =0. Tais transformagdes ndo ateram as

solugdes da Equacd 2.1, ou sgja, 0s campos s80 invariantes sob estas transformagdes,

mantendo suas caraderisticas inerentes. Portanto, a utilizac® das mesmas ndo atera os
resultados fisicos do problema, e aEquacé 2.1 assume aforma

— 1ot G

Q°h =— T (2.59)

Hv 4 Hv

c

ou, no vaaio, onde T,,=0, tem-se
Q*h =0 , (2.5b)
onde O°=—-a2+V? é0 operador D'Alambertiano.

As equagdes 2.5a e 2.5b representam equagdes tensoriais de onda, cujas solugdes tém a
h ik (z—ct)] L.

forma h =A,, é , € denotam ondas monocrométicas, que Se propagam na

geometria do espag-tempo, em uma dire¢a qualquer, z, com velocidade, ¢, frequéncia

angular, w=kc, e nimero de onda, k, as quais d&se 0 nome de ondas gravitacionais.

4 Lembrandoque h, = 9 h =¢h

P Hv ppv "t
ox’
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Definido otensor de Einstein,

GW:RW—EQWR : (2.6)
aEquac® 2.1 pode ser ser escrita @mo
CH-
T = ) 2.7
uv 87TG G,uv ( )

Tal representac® (eg. 2.7) permite comparé-la a Lei de Hooke, P=Eh, onde P, E eh
representam, respedivamente a pressio aplicada, o médulo de elasticidade do meio
(médulo de Young) e a deformac@ linea. Por analogia, pode-se concluir que o espag
ndo é infinitamente rigido, como propde a Fisica Newtoniana, mas Sm extremamente
rigido (logE~427, no SI) [6,7]. Asim, durante a passgem de uma onda

gravitadonal a estrutura do espago-tempo oscila segundo a perturbagé@ h,, (1) .

E conveniente adotar-se o referencial da onda (ct', X, Yy, Z), com a findidade de
smplificar a andlise do tensor perturbacé, h,, . A escolha deste referencial possbilita
gque o tensor perturbacd torne-se transverso e sem trag (“gauge TT”), ou sga, a
direc® da oscilac® evidencia-se perpendicular ao vetor da onda, tem a¢& nula no eixo
do tempo e a amplitude da oscila¢@® alterna-se nos demais eixos perpendiculares. Para se
obter a forma TT para a perturbag® é necessrio que se defina um tensor P, , que

atuar4 cmo um operador de projecd, o qual é expressd como [8]

P,,=n,—nn, . (2.8)

Tal operador projeta vetores em um plano ortogonal ao vetor unitério N, , que por sua
vez é escolhido de forma que sua direc@® coincida com a direc@® de propagac® da
onda. Fazendo com que esta coincida com a dire¢é z do sistema de referéncia da onda,

tem-se

24



K.
n,=0 , n:Ej : (2.9)

Entdo, as componentes transversais de h,, sio projegdes representadas por

P,”P.,”h ., e aformaTT daperturbacé é obtida pelarelacéd
TT o 1 o
ho=P/Ph,,—5P, Ph,, . (2.10)
Esta pode ser expressa an sua forma matricial como
0 O 0O O
T 0 h, h, O
L= : (2.11
o e o o
0 O 0O O
Ao adotar-se esta aonfigurac®, o tensor de Riemann assuume aforma
Rg=—=h" (2.122)
iojo— 2 ij,00 - .
ou, em particular,
1. z
RxOxOZ_ RyOyOZ_E h+ (t_6> ) (2-1%)
1. z
RxO yo RyOXOZ_E h>< (t_6> ) (2.12C)
onde h,=— hny h, =R (A+ efi[w(tfz/c)+¢+]) e hxy: hyxE h =% < A efi[w(t— 2ch o ]> S0

as amplitudes dos estados independentes de polarizac@® da onda gravitadonal, os quais

chamaremos + (“mais’) e x (“xis’), ¢, e ¢, representam os angulos de fase
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respedivos, e, w , afrequéncia angular da onda.

Uma onda gravitadonal ndo tem efeito sobre um Unico ponto. Em outras palavras, a
perturbac@® ndo gera acderagdes absolutas, SO relativas. Entéo, é necessrio utili zar-se,
por exemplo, de um circulo de massas de teste para mostrar o efeito de cada uma das
polarizag@es, apresentados na Figura 2.1.

h, OOOOCO
h, @QQOQ

T 3n/2 2=«

Fig. 2.1. Efeito de uma onda gravitadonal sobre um circulo de particulas testes ao longo
de um ciclo. A direcd® de propagacd é perpendicular ao plano do papel e
aponta para o observador.

Nota-se que as polarizages apresentadas pela radiacé gravitadonal sdo separadas por
um angulo espadal de 45°, enquanto no caso da radiac® eletromagnética este angulo é
de 9. O campo eletromagnético também poswi dois estados de polarizac®
independentes descritos no plano, cada qual invariante sob uma rotacd® 9 de 36(° no
plano xy, e sua quantizac@® baseia-se no féton, uma particula com massa nula e spin
S=1 (onde, S=360°/9). Aplicando-se a mesma andliss a0 campo gravitadond,
conclui-se que os estados de polarizag@® si0 invariantes sob rotagd® 18C no plano xy
(Figura 2.1). Entdo, a particula a ele asciada — o graviton, que também posai massa
nula— possui spin S=2.
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2.2. GERACAO DE ONDAS GRAVITACIONAIS

Similarmente a radiac® eletromagnética, a radiac@® gravitadonal € produzida por
“cargas’ acderadas, sendo que, no caso gravitadonal, as “cargas’ sd0 dadas pelas
masss. Ao considerar-se um sSistema gerador de ondas gravitadonais, para um
observador locdizado em um ponto longe o suficiente do mesmo, a Equagd® 2.5a
apresenta solugdes com aforma[8]

4G r 3
h (t)=— )T (t—=)d°X
,uv( ) rC4f uv( C) ’ (213)

onde r é a distancia entre o ponto em que desgia-se estimar h,,, e a fonte geradora da
radiagé® gravitadonal, X, é o sistema de coordenadas adotado e o termo (t—r/c)
denota o tempo retardado. Ao admitir-se que a fonte posai densidade de repouso py, €

€ ndo-relativistica( v, < ), obtém-se, por uma groximacgad Newtoniana, que

va

Y
T 0™ Po o+ oy (2.141)
Ty~ poViV, (2.14b)

Supondo-se que as acderagdes relativas internas do sistema sd0 pequenas, torna-se
vélida, também, a goroximacé®

88_;2<fTooXi de3X>N2C2fTiid3X : (2.15)

Entd0, neste cao,

hi,:% (;9:2( [ poxx;dx) (2.16)
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onde o termo entre paréntese é definido como o momento quadrupolar |; dadensidade

de energia dafonte.

Quando se opta por adotar 0 “gauge” TT para gjustar a forma da perturbaca ( hiTjT) e
necessrio, para que sga mantida a consisténcia das relagdes, que 0 momento
quadrupolar siga 0 mesmo padrdo. Para tanto, pode-se, inicialmente, tomar 0 momento
quadrupolar reduzido, definido por

+ij:fT00(xixj—6ijx§)d3x . (2.17)

Supondo-se um vetor d transverso a dire¢c@® r que liga o observador a fonte, definido

como diTE P, d;, pode ser obtida aforma TT do momento quadrupolar, expressa @mo

P Pt
I;Ij-T:PiI ij+|m_—ll 2Im - (2.18)

E, portanto,
hT=22jTT(-L) (2.19)

ij r C4 ij c

Uma onda gravitadonal carrega energia, que é utili zada para deformar o espago-tempo.
Entdo, a Equac® 2.7 deve ser modificada quando ha a presenca de radiac®

gravitadonal, no vaauo ( T,,=0), assumindo aforma

t =0 (2.20)

onde t,, corresponde a0 tensor momento-energia carregado pela onda gravitadonal,

gue, por suavezpode ser representado segundo seu termo espadal
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—-_& g (2.21)

t [ —
e 8w G oMY

onde fo refere-se a como a energia carregada pela onda contribui para a métricalocd.
Calculando ovalor do tensor t,, , através das expresies 2.3, 2.6 e 2.21, obtém-se

CL

i 2 2
=T G<h++hx> . (2.22)

E, sabendo-se que o fluxo de energia édado por F=cty, [9], chega-se a

c’ 2 2
Foo= h’+ h :
oc=Tgg M) (2:234)
ou
. c rrerr\. G wTT =TT
Fos=amG N 0 gz v 1) (229

A Equac® 2.23bindicaque se J#i,.;to haveréa fluxo de radia¢c® gravitadonal, sendo esta
a condi¢éo necessaria e suficiente para que um sistema fisico emita ondas gravitadonais.
De 2.23b pode-se deduzir aluminosidade da fonte, chegando-se a

Loe=r2] Foed=22(

—
s (2.24)

Como exemplo da geracd® de radiac@® gravitadonal, pode-se supor um sistema
composto por duas masss pontuais, M; e M,, em Orbita circular com raio a, uma em
torno da outra, sendo a; e & as distancias respedivas entre as masss e 0 centro de
massa (0) do sistema, como mostra aFigura2.2 [10].
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Fig. 2.2. Sistema binario emisor de ondas gravitadonais.

M, M
Temseque M,a,=M,a,=ua, onde a=a,+8, e == :LMZ , amassa reduzida do
1 2
sistema, eque M, a>+M ,a;=pa’. Entdo,
1
+XX:—+W:§ua2c032¢+constante , (2.259)
1 o
by~ Fy=5 ua’sin2¢+constante (2.250)
t,=0 , (2.25c)

onde ¢=w,,t, sendo w,, avelocidade angular orbital. Substituindo-se as equagdes
2.25 em 2.24, obtém-se

326G
Loo="5 —5 Wapht @ (2.26)
C

E fadl perceber que o fator G/¢° torna o valor numérico da luminosidade, no espedro
gravitadonal, bastante reduzido (log(G/c’)~—526, no Sl). Contudo, é possvel

mostrar que sob condigdes espedais, esta emissio pode ter um valor expressvo. Pode-se
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supor um sistema ndo-composto cujas dimensbes estejam proximas ao raio de
Schwarzchild, [7]

2GM MenC
[ g~ = S M~ G (2.27)

como, por exemplo, tomando a=2rg, . Fazendo u=M/2 e w=V/rg,, a Equac®
2.26fica

o/ \o
LOGNQE(¥> . (2.28)

Nota-se que sistemas com caaderisticas semelhantes as sugeridas para obter-se 2.28
fazem com que o fator, que outrora reduzia a luminosidade, sgja invertido. Desta forma,
fontes cujas dimensdes aproximem-se de seus raios gravitadonais ( sy, ) convertem uma
guantidade consideravel de energia em forma de energia gravitadona. Uma visdo mais
detahada dos sistemas astrofisicos com estas caraderisticas serd apresentada no
Capitulo 3.

2.3. INTERACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAISCOM A MATERIA
Como visto anteriormente, uma onda gravitadona deforma o espago-tempo e, para isto,

forneceenergia para 0 mesmo. Ent&o, quando uma onda gravitadonal pass ela produz

um campo de densidade de forgas, [11]

1 oh;(t)
§0C _4 i _
| <X1t> ZPE atz X]

, (2.29)

sobre um determinado material, locdizado em uma posicédo X, representada em um
sistema de referéncia arbitrariamente escolhido (é conveniente que se escolha um cuja
origem coincida com o centro de massa do detedor em questdo e com 0 mesmo tempo
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Fig. 2.3. Campo de acderagdes para os dois estados de polariza¢@ quando
0 angulo de fase énulo.

S

xV

o,

préprio do laboratério). Tais forgas estdo reladonadas ao efeito de maré causado pela
onda gravitadonal, cujo campo de acderagdes referente as polarizagdes é mostrado na

Figura2.3.

Pode-se representar este campo de densidade de for¢gas como um gradiente de um

potencial escdar, ¢ (x,t), assumindo aforma

fiOG(x,t):Vidb(x,t)zvi(Z%pxjhjk(t)xk> : (2.30)

A Equac® 2.30 mostra que existe uma dependéncia espadal quadrética entre o campo
de forga gravitadona e o potencial escdar. Uma dternativa para contornar as
dificuldades na resolucéo do problema, decorrentes desta dependéncia, é a utilizac® de
uma representac® adequada, onde a mesma poss ser separada em partes radiais e
angulares. Os harmdnicos esféricos aparecan com uma solugéo conveniente. O produto
X; X, pode ser expresd em termos de harmonicos esféricos Y, de ordem | e grau m .
Sendo que apenas 0s harmdnicos esféricos com |=0 e =2 — que representam 0os modos
monopolares e quadrupolares, respedivamente — podem ser excitados por uma onda
gravitadona em qualquer que segja a teoria métrica de gravitac@® considerada [12]. A
Teoria da Relatividade Gera (TRG) prevé que somente os modos multipolares, a partir
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dos quadrupolares, sdo excitados® por ondas gravitadonais. Neste trabalho, a atencéo

sera voltada aps modos quadrupolares.

Aos harmdnicos esféricos quadrupolares sdo asociados m=-2,..,2 modos normais de
oscilag®, os quais s denotados por Y ,,(6,¢). Tais harmonicos esféricos sfo
representados por nimeros complexos [13], mas, quando convenientemente combinados
conduzem aos harménicos esféricos reais, agora denotados simplesmente por
Yo(0,¢), comm=l,..5. As expressies para os harmonicos esféricos reds, bem como
as combinagdes necessarias para obté-los encontram-se na Tabela 2.1, nos sistemas de

coordenadas cartesianas e esféricas.

TABELA 2.1. EXPRESSDES PARA OS HARMONICOS ESFERICOS
QUADRUPOLARES REAIS, Y,

Harménico Dependéncia linear Coordenadas Coordenadas
Esférico Y em Yon Cartesianas Esféricas
1 |15 (X-y?) 15 .,
Y, \E(Y22+Y22) Ton 2 1o SN 0cos2¢
1. 15 2xy 15 . o, .
Y, §'<Y272—Y22> Ton 2 \ T Sn"esin2¢

1. 15 2yz l'15
Y, \/;I<Y21+Y21> m? 161t ———sin20sin¢g
1 15 2%z 15
Y, \/;<y21_Y21> \Tew 12 (= sm29008qb
15 37 —r i 15 3005 0-1)
Vs Va0 167 167

Sob esta representac@®, pode-se obter uma expressio para o potencial escdar que

depende genas das amplitudes h. e h, e da dire¢c& de propagaca, dada por [11]

b (r ,U:J%przz ha()Y o(6,0) (2.3

5 Devido as Les de Conservagéo e ao fato de ndo existirem massas negativas, ndo existem monaopolo
nem dipolo gravitacional, na TRG.
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onde as amplitudes esféricas hy(t), correspondem ao campo gravitadona locd, e sdo
denotadas por [14]

hl(t,B,y):h+(t)%<l+coszﬁ’)0052y+hX(t)cosBsinZV , (2.322)
hz(t,B,y):—h+(t)%(1+coszﬁ)sin2y+hX(t)cosBCOSZV , (2.32n)
h3(t,B,y):—h+(t)%sin25’siny+hX(t)sinBcosy , (2.32¢)
h4(t,B,y):h+(t)%sin2ﬁcosy+hX(t)sinBsiny , (2.324)
h5(t,B):h+(t)%\/§sinZB . (2.32)

E interessante frisar que ao ajustar-se o €ixo x do sistema referencial do laboratorio para
gue aponte para o sul, e 0 eixo z para que coincida com o zénite locd, a distancia zenital
e azmutal de uma posdvel fonte serd dada pelos valores dos angulos B e v,
respedivamente. Porém, predsdo na determinac@® da locdizacd®d de uma fonte
restringe-se a um unico hemisfério, portanto, fontes distintas em posi¢des opostas numa
mesma dire¢é permanecedo indistinguiveis [8].
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CAPITULO 3

FONTES ASTROFISICASDE RADIACAO GRAVITACIONAL

Alguns sistemas astrofisicos aparecen como fortes candidatos a serem observados no
espedro das ondas gravitadonais, por posslirem as caraderisticas mencionadas na
Secd 2.2. Tas fontes sd0 caaderizadas basicamente pela amplitude h nas duas

poIarizagﬁ&s(hZ: h, %+ hf) e pelo fluxo Foc detedado na Terra, ou ainda pela

luminosidade Log, que denota a taxa de energia que 0 Sistema converte em radiacé®
gravitadonal. Presumindo-se uma fonte que irradia ondas gravitadonais isotropicamente,
da Equacd 2.25, obtém-se arelac®

Log=411"Foq . (3.1

E, por sua vez o fluxo de radiag@ gravitadonal que banha um detedor alojado em um
laboratdrio situado na Terra édado por [15]

f \( nh \..
F..~30 Wm 2 . 3.2
¢ (103 Hz) (1020) (3.2

Eventos ocorridos a disténcias mais proximas que o centro do aglomerado de galéxias de

Virgo, que correspondam a h~10 *, e na fregiiéncia de 1kHz, apresentam um fluxo

aproximado de 0,3Wm ? . Isto corresponde a cercade 107 vezes o fluxo apresentado
por fontes astrofisicas tipicas em rédio [6]. Porém, verifica-se que somente eventos de
curta duracd podem liberar energia suficiente para atingir tais valores. Assm, mostra-se
atil uma classficac® para as fontes astrofisicas de radiac® gravitadonal baseada em
seus comportamentos temporais. Elas costumam ser classficadas em trés grupos
distintos, que implicardo métodos diferenciados de processamento e extracé do sinal.

O primeiro grupo abrange as fontes impulsivas, ou sinais “bursts’, e ocupa uma larga
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regido do espedro das ondas gravitadonais. Seus representantes caaderizam-se pela
curta duracd® dos eventos geradores de radiacd gravitadonal, e por posiirem poucos
ciclos coerentes. Este grupo envolve eventos como a coalescéncia de sistemas binérios
formados por objetos compados e a formac@® de buras negros e estrelas de néutrons

através de supernovas.

O segundo grupo € composto pelas chamadas fontes de banda fina, ou de sinais
continuos, ou ainda denominadas fontes periddicas. Este grupo inclui estrelas de
néutrons axi-assmeétricas (ndo simétricas axiamente), em particular pulsares com atas
taxas de rotacd, estrelas de néutrons que estdo aaetando matéria, e sistemas binarios
distantes da coalescéncia. Normalmente, estas fontes apresentam-se mais fraca do que
as impulsivas, porém, a posshili dade de se integrar o sina ao longo do tempo apresenta-
Se Mo uma vantagem, no que diz respeito a extracd® de sina do ruido.

O terceiro grupo é composto pelo “stochastic background”, ou fontes estocasticas.
Estes sinais sdo provenientes, por exemplo, do efeito integrado de fontes periddicas
fraca em nossa Galéxia, de sinais impulsivos oriundos de grandes distancias, ou ainda,
de process cosmoldgicos ocorridos nos primeiros instantes do  Universo.
Caraderizam-se por uma distribuicdo aleadria de sinais, cuja extrac@® do sina imerso
no ruido instrumental de um detedor é extremamente laboriosa

Neste cgitulo serdo descritas algumas fontes representativas de cada um dos trés

grupos.
3.1. FONTESIMPULSIVAS

Este grupo de fontes pode ser subdivido em duas classes. normais, que apresentam um
hET nulo antes do evento e seu valor retorna a zero apos o0 término do mesmo, e com

memoria, quando hET éiniciamente nulo, e, apds o evento, mantém um valor constante

ndo-nulo Ah;'.
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Uma fonte impulsiva tem freqliéncia caraderistica f., dependente do tempo de

durac®, T, do fendmeno gerador, dada por

f = , (3.3)

e que representa a frequiéncia onde ocorre o0 pico na distribuicéo espedral. A amplitude

caaderigtica, h., que se refere a amplitude da onda que banha um detecor, na

freqiiéncia f., pode ser estimada ao considerar-se que o “pulso” € aproximadamente

gaussano, obtendo-se [16]

AEg: \3 2
hc:2,7><1020(M Zi)z(ll;Hz)Z(lotApc) , (3.4)

onde 10Mpc representa a disténcia a0 Aglomerado de Gaéxias Virgo (assuumindo

Ho= 100kms *Mpc ', para a constante de Hubhble), e AE,g a energia convertida em

radiacé® gravitadonal.

Os valores tanto da quantidade de energia emitida em forma de ondas gravitadonais
guanto da frequéncia caaderistica dependem de propriedades inerentes ap sistema.
Portanto, diferentes tipos de eventos astrofisicos preenchem diferentes regides do
espedro, cada um deles com diferentes formas de onda. Ent8o, fazse necessria uma
rapida explana¢cé sobre os mais importantes candidatos a detecc®, pertencentes a este
grupo, e suas caaderigticas fundamentais.

3.1.1. Supernova

Acreditaase, com um ato grau de confianga que uma supernova do tipo Il sga
proveniente do colapso gravitadona de estrelas massvas e evoluidas em objetos
compados como uma estrela de néutrons ou um buram negro. Supernovas do tipo |,
por sua vez, sdo deoorrentes de explosdes nucleaes ocorridas na superficie de uma
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estrela and branca em um sistema binario, sobre a qual a companheira deposita material,
sendo que a @ brancapode, ou ndo, colapsar para uma estrela de néutrons.

A taxa de ocorréncia observadonal destes eventos em nossa galaxia € deumado tipo | e
uma do tipo Il a cada 40 anos. Enquanto que, se a distancia de rastreio é ampliada ao
aglomerado de Virgo, a taxa de ocorréncia destes eventos sobe para um por ano

(eventos/ anoccr®) [16].

A energia maxima que pode ser liberada por uma supernova é

AEo=0.3Mc* | (3.5)

mas, normamente, apenas uma pequena frac® desta energia é emitida em ondas
gravitadonais durante e pouco tempo apds o colapso. E, mesmo que a maior parte desta
energia sgja convertida em radiacé gravitadonal, a Equac&® 3.4 prevé resultados como

h.~10 % para r~10Mpc. Isto mostra que mesmo eventos desta naturezaproduzem

ondas com amplitudes bastante pequenas, minimizando as chances de detec¢®. Um
indicador de detedilidade destes fenbmenos — mais importante que a quantidade de
energiairradiada en forma de ondas gravitadonais — € araza sinal-ruido, dada por

N hy(f) 59

onde hy(f,) corresponde & anplitude do ruido nafreqgiiéncia f.. Portanto, ao reduzir-

se o valor de hy(f.) aniveis menores que h, torna-se possvel a deteccd de ondas

gravitadonais oriundas de fontes distantes.

Ruffini e Wheder listaram aguns dos processos que contribuem para a geracé® de
radiac® gravitadonal em uma supernova[17]:

1) A implosdo inicial da estrela deve ser assmeétrica, quanto maior o coeficiente
de assmetriamaior serd o momento quadrupolar da fonte;
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2) Fragmentac® do nucleo em grandes pedagos devido a rotacé e ao alto grau
de achatamento durante o colapso. O adhatamento, decorrente de um colapso
assmétrico, pode excitar os modos da estrela de néutrons, ou do buram negro
formado a partir da supernova;

3) Orbitas subseqiientes de um pedago em torno do outro. Fragmentos orbitando
entre s geram um valor Ahi'#0, caaderizando um sinal impulsivo com

memoria;

4) Coalescéncia e colisdo dos pedagos, criando uma cadeia de eventos e fazendo
com que mais momento angular seja caregado para fora do sistema pelas
ondas gravitadonais;

5) O surgimento de estrela(s) de néutrons fora do niicleo ou nos pedagos.
Congiderando uma estrela de néutrons recamn-formada com alta taxa de rotac®, e
modelada como um elipsdide axi-assmétrico, Lai e Shapiro mostraram que a amplitude

caaderistica da onda gravitadona durante a evolugcé de um esfer6ide de Madaurin
para um elipsdide de Dedekind é dada (com 20% de predséo) por [18]

3 1
N _22{ 10Mpc M \af r 2 (3.7)
h.~18x10 ( R )(10M®) (10km)f

sendo Re M o raio e amassa da estrela, respedivamente, er a distancia entre afonte eo
detedor.

Durante o colapso gravitadonal podem ocorrer instabili dades dindmicas axi-assmétricas
gue acaretam deformagdes na estrela recéan-formada, achatando-a e fazendo com que

esta perca massa € momento angular. Tais instabilidades afetam os modos e"2'¢,

chamados de “modos barra”, que sfo comumente parametrizados por =K /|U| , onde

K e U representam, respedivamente, a energia cinética de rotac@® e a energia potencial
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TABELA 3.1. AMPLITUDE MAXIMA E FREQUENCIA CARACTERISTICA
DA ONDA GRAVITACIONAL GERADA PELOS MODOS BARRA
EM ESTRELAS DE NEUTRONS RECEM-FORMADAS, PARA DOIS VALORES
REPRESENTATIVOS DOS RAIOS EQUATORIAIS

Re 10 km 20 km
max |h| v (5 - 6x10% (2 - 3x10%
max |h| oL (8 — 9x10* (4 - Hx10%
max |h| av (4 - H5x10% (2 - 3x10%

f.(H2) (3000 — 350D (1100 — 130p

Fonte: Houser [19].
A massado nlcleo adotada é M =1,4M , . As amplitudes méximas sdo obtidas através
da considerac@ de fontes locdizadas na Via Ladea(VL), no Grupo Locd (GL), e no

Aglomerado de Virgo (AV). Os limites inferior e superior devem-se aos valores

adotados para o parametro de energiainicia (3~ 0,28 e 3 ~ 0,34, respedivamente.

gravitadonal [19]. Modelos que utilizan B;>0,28 mostram que(4—-21)% e
(14-62)% da massa e do momento angular, respedivamente, podem ser expelidos
pelo(s) brag(s) espiral(is) [20]. Tanto a durag@® do evento quanto a amplitude e a
freqiéncia caraderistica do sina gravitadonal sdo sensiveis ao par@metro 8;. Em
objetos com frequéncias de rotac® elevadas, € esperado que durante a fase elipsoidal
jacbiana, a anplitude caaderisticapode ser estimada por [15]

20f 10Mpc M \af 5
~ ) 3.8
ne~2,7x10 ( R )(1,4|v|®) (10km)f (8

Como pode ser percebido pela andlise da Tabela 3.1, e pela Equacéd 3.8, supernovas

gue resultam em estrelas de néutrons com altas taxas de rotag@® podem apareceg como
fontes intensas de radiac® gravitadona. Mas, como foi apresentado no inicio desta
secd, estes eventos raramente ocorrem nos limites de nossa galéxia. Entdo, para que
alguns destes eventos possam ser detedados no dearrer de um ano, a sensibili dade dos
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detedtores atuais deve dingir h<10 2.

Levando-se em conta que 0s colapsos gravitadonais podem também formar buracos
negros, o tempo de duracd® destes eventos pode ser estimado com mais predsao.
Asaimindo-se que o0 tempo caraderistico, asociado a emissio de radiacé® gravitadonal,
é dado pelo tempo que a onda gravitadonal leva para vigiar uma distancia d=2rg,, , em
uma regido em um campo gravitadonal intenso, obtém-se

4GM

ad
c=c I (3.9)

T

A Equacd® 3.9 implica (por 3.3) que ondas gravitadonais produzidas neste tipo de
evento devem ter frequiéncia caaderistica

f=—2" ~1,3><104<%). (3.10)

¢ 8w GM

Assam, buras negros com massss M <10M , devem irradiar energia gravitadonal em
freqUiéncias na faixa de kiloHertz.

A amplitude caraderistica da onda gravitadona emitida no colapso gerador de um
burac negro também depende de qudo assmeétrico é o colapso. Mas, tanto o grau de
asgmetria quanto a fregiéncia de ocorréncia deste tipo de colapso ndo sdo
completamente conheddos. Estima-se que a taxa de formag& de buraas negros com
baixa massa é de, aproximadamente, 1/3 da taxa de formacgé de estrela de néutrons
[16]. Assm, colapsos que gerem burams negros com massa da ordem de 10°M, O
tém ocorréncia prevista em nicleos galadicos e a uma taxa de poucos por ano dentro do
Universo observado. Ja aamplitude caaderisticapode ser estimada por [15]

s (42) 2m)
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onde e=AEg,/M,c® éacficiencia da conversio de energia em radiacé gravitadonal.
Para colapsos axissmétricos, o valor de € provavelmente ndo excede 7x10 % [6].
Ent&o, colapsos ocorridos nos limites do aglomerado de Virgo apresentariam uma

amplitude daordemde 10 ** naTerra

Por ser imposdvel se obter informagdes apds o colapso através do espedro
eletromagnético (a menos da existéncia de disco de aaec®), 0 que se sabe destes
objetos € puramente tedrico. O advento da astrofisica de ondas gravitadonais podera

traze informagdes jamais obtidas bre tais objetos.
3.1.2. Espiralacio e Coaescéncia de Objetos Compactos

Existem inlmeros sistemas binérios espalhados nas variadas escdas do Universo. Alguns
destes sistemas devem ser formados por objetos compados como estrelas de néutrons e
buracs negros. E, se seus componentes estiverem bastante préximos um do outro, o
sistema codescerd “rapidamente” por perder energia pela emissio de radiac®
gravitadonal. Isto foi provado por Taylor e Hulse, quando utilizaram-se da emissio de
ondas gravitadonais para explicar o decamento do periodo orbital do pulsar binario
P3XR1913+16 [21]. Este pulsar, estudado desde 1975 apresenta uma taxa de decamento
do periodo orbital consistente com as predi¢gdes da Teoria da Relatividade Geral, para a

emissio de ondas gravitadonais(dr/dt=—2,4><10‘12). Segundo esta taxa de

decamento, o sistema ird coalescer daqui a 3,5x10° anos [8]. A Figura 3.1 mostra o
decamento do periodo da Orbita expressa pelo atraso de fase em segundos. A linha
curva refere-se a0 previsto pelo Relatividade Geral, e a linha horizontal pontilhada

corresponde a atraso nulo.

As observagdes do pulsar bindrio PSR1913+16 forneceam informagdes sem precealentes
sobre as ondas gravitadonais. Os pardmetros orbitais do sistema binério, incluindo as
massas do pulsar e de sua companheira, puderam ser determinados. Outras interessantes
aplicagdes dos dados tém também sido exploradas, como por exemplo, a determinacé
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Fig. 3.1. Medidas do atraso de fase do pulsar PSR1913+16[8,21].

do limite superior para a densidade de energia de um fundo de ondas gravitadonais de
freqUiéncia muito baixa.

Sistemas binarios compados emitem ondas gravitadonais periodicas, cujas freqiéncias
varrem 0 espedro atingindo seus valores maximos quando estdo proximos a
coalescéncia, sendo [16]

() fx=1kHz, para etrelas de néutronse;

. 10kHz .
(i) o= MM Paa buraaos negros em que 0 maior tem massa M.
1 0]

Jaa anplitude caateristicada onda nafase de espiralac® €[15]

hC=4,1><1022( - >5<|\'>|" )5<10C:V'PC)(10?*Z)E , (3.12)

c
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onde M el sd0, respedivamente, a é amassa total e massareduzida do sistema.

La e Shapiro mostraram que a interac&® gravitadonal entre duas estrelas de néutrons
pode causar instabilidades hidrodindmicas, que acderam significdivamente a
coaescéncia dos objetos quando estes se encontram suficientemente préximos um do
outro. O modelo, que leva em conta a hidrodindmica disspativa do sistema, prevé
reducéo no tempo de coaescéncia e aumento da amplitude h em sistemas com
viscosidade ndo-nula, como mostra aFigura 3.2 [22].

~
L

I

i

1 ‘ 1
0 100 200 300
Y(rIM)"2

Fig. 3.2. Forma de onda da coalescéncia de um sistema binério formado por estrelas de
néutrons, onde D=+ . A linha gross corresponde a viscosidade nula. Nalinha

fina asaume-se uma viscosidade cinética v,.=0,5(M/r)**. Na linha pontilhada

considera-se massas pontuais [1].

A taxa de ocorréncia deste tipo de sistema € muito pequena. Uma estimativa mais
otimista foi apresentada por Tutukov e por Yamaoka Utilizendo-se de modelos de
evolucéo estelar, mostraram que a taxa a uma distancia de 200Mpc gira em torno de

10Q'ano (considerando-se H ,~66kms *Mpc ) [23,24].
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3.1.3. Queda de Estrelas e Pequenos Buracos Negros no interior de Buracos Negros

Supermassvos

Observagdes recettes ddo indicios da existéncia de buracms negros supermassvos
(M>10°M,) no centro das galéxias. Um exemplo provavel ¢ NGC 3115 cujos sinais

observadonais sugerem a existéncia de um burac negro com massa M ~2x10°M, no
seu interior [25]. Existe, portanto, a posshbilidade de que os mesmos sofram aaec® de
matéria, aumentando suas dimensdes em escaas de tempo da ordem de 10° anos [16].
Alguns objetos podem orbitar préximos o suficiente, atal ponto de transferirem matéria,
ou mesmo podem mergulhar dentro dos buraas negros, ou ainda serem espalhados pela
forte acderac® do campo gravitadona (efeito caapulta). Em um raio r~10Mpc
temos uma probabilidade considerdvel de que existam galaxias que apresentem estas

caaderisticas.

A forma de onda emitida por uma estrela ou um pequeno burac negro que
“ricocheteia”, ou mergulha em um buraa negro supermassvo pode ser modelada com
bastante predsdo utilizando-se formalismo de perturbac@®. A frequéncia e a amplitude
caaderistica da onda gerada, segundo este modelo, sdo dadas, respedivamente, por
[16]

1 (1M
o= 1_( v >><10 Hz e (313
Mz _21 Mz 10|\/IpC
M, M. , 3.14
h, o 2x10 (Mo . (3.19

onde M, é amassa do buraa negro supermassvo e M, é amassa do corpo em queda.

3.2. FONTES PERIODICAS

As ondas gravitadonais origin&rias de sistemas periddicos sGo caaderizadas pelo

45



conjunto discreto de freqiiéncias (A f pegueno). Como exemplos de fontes periddicas
podemos citar estrelas de néutrons axi-assmeétricas (espedamente pulsares com
periodos de rotac® na faixa de milisegundos), sistemas bindrios distantes da
coaescéncia, e estrelas pulsantes que oscilam entre & configuragdes prolata eoblata.

3.2.1. Pulsaresde Milissegundos

Um pulsar axi-assmétrico emite radiac@® gravitadonal em duas vezes sua frequiéncia de
rotacd ( f.=2f,,). Se o pulsar estiver precessonando, entdo ele pode estar emitindo

tanto na freguiéncia de rotagcé como no seu dobro.

Os pulsares de milissegundos séo caraderizados pela ata taxa de rotac@® e pelo baixo
canpo magnético superficial (10°G contra 10”°G para pulsares ordinarios).
Normalmente, 0s pulsares hovos posalem periodos na ordem de segundos, porém, ndo
h& nada que proiba um pulsar de “nasce” com dta taxa de rotacé (aaedita-se que 0
pulsar de Crab tenha “nascido” com um periodo de 16ms) [26]. O discurso padréo € de
gue pulsares de milisegundos sgjam pulsares velhos que diminuiram seus periodos de
rotacd® pela acecd de matéria despejada por uma mmpanheira.

A taxade aaecd € limitada pela pressho de radiac® da estrela aaessora, e supde-se ser
necessario emtorno de 10° anos paraum pulsar aaetar matéria suficiente para diminuir
seu periodo para a ordem de milisegundos. Isto implicauma companheira de baixa massa
(M~1M,), visto que uma companheira de massa significantemente maior evoluiria
rapidamente, e ndo haveria tempo suficiente para que uma estrela de néutrons atingisse
umataxa de rotacé@ maior.

A aaecd de matéria na estrela de néutrons produz raios-X que tém sido detedados.
Receitemente, tém sido diretamente observados pulsares de milissegundos em sistemas
LMXB (sistemas bindrios com baixa mass emisres de raios-X), dando suporte
experimental a hipotese de aumento da taxa de rotac® por acec® de matéria[27].
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A guestdo da baixa intensidade do campo magnético dos pulsares de milissegundos
permanece um mistério. E possvel que a aaec® de matéria acarete a reduci do
campo, mas nem todas as observagdes de pulsares de miliseegundos sustentam esta
hipotese.

Desvios de simetria nestes objetos podem ser produzidos por diversos fatores, entre des:

1) A histéria de formaca da estrela de néutrons. E possvel que o colapso tenha
sido assmétrico, causando deformidades no objeto remanescente.

2) O campo magnético da estrela pode ser suficientemente intenso, exercendo
pressio magnética para distorcé-la significativamente.

3) O periodo de rotacé é maior que o periodo critico®.
A amplitude caraderistica depende da polariza¢ca da onda, que, por sua vez, esta ligada

a orientacd® do plano de rotacd® do pulsar em relacd® ao plano do céu, e pode ser

estimada pela expressso
( ) <|h0+ BT | +|h0><(0( B, r)| >_ J (315)

onde a e 3 sdo os angulos entre o plano de rotaca e a linha de visada. Utili zando-se do

formalismo para movimentos ndo-relativisticos, obtém-se

) (ho— ) (m £)° (3.162)

hy, =2(1+cosx r

6 O periodo critico de rotag@o depende da estrutura da estrela e da dependéncia entre a temperatura e
a viscosidade, e corresponde ao periodo méximo que o oljeto pode ter para que sgja mantida a

simetria.
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hy =4<erx_1ryry>(7T f) cosx (3.160)

X

onde +,, e t+,,sd0 as componentes do momento quadrupolar ao longo dos eixos

principais no plano equetorial da estrela de néutrons e a, o angulo entre o eixo de
rotac® e alinhado sinal [16]. Assm, 3.15 nos d&

_ | fo \ [ 10kpc
— 20 7z c 1 31
h.=7,7x10 5(10“5gcm2)(1kH2)( > ) (3.17)

onde |, €0 momento deinérciada estrela en relac® ao seu eixo de rotacé, e

=% (3.19

€ sua elipcidade no plano equatoria. Tal valor € de dificil estimativa, ndo havendo modo
de determiné-lo observadonalmente. Estimativas tedricas prevém valores entre10°° e
10 2, variando de acrdo com a velocidade de rotacd e a existéncia de fendmenos
sismicos na estrela (os “starquakes’, ou “estrelamotos’, que sd0 provenientes de
aoomodages do material estelar). Estrelas de néutrons com massasM ~14M |
possiem | ,,~0,3—3,0x10%gem’, dependendo da equacé® de estado destas massas
[16].

Sd0 conheddas, atuamente, algumas estrelas de néutrons que aaetam matéria em
sistemas hinarios, apresentando desta forma assmetria axial. A energia irradiada sob a
forma de ondas gravitadonais e de raio-X devem ser proporciona a taxa de aaec® e,
conseguentemente, a amplitude caraderistica das ondas gravitadonais € proporcional a
raiz quadrada do fluxo em raio-X [15]
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1 F =
he=2x10%" 3OSHZ e — (319
¢ 10 "ergcm’s

onde F, representa o fluxo emraio-X recevido na Terra

Se uma estrela esta reduzindo o valor do seu periodo de rotac® devido a emissio de
ondas gravitadonais, a anplitude maxima recebida na Terra seré4 dada por [16]

4G f? EOG 31
hoy=—a—1 &~ (3.20)
chr (1,6>< 10%ergs ™t ) fer

Introduzindo valores observadonais para pulsares de milissegundos na Equacgé 3.20,
chegou-se a um dos melhores candidatos a observac®, o pulsar PR195#20, que

apresenta P=1,6ms, P=1,6x10% e r=1,5kpc, condiz a um h__=1,6x10*
[7,27].

3.2.2. Estrelas Binéarias

Sistemas binarios emitem radiac@® gravitadona com freqiiéncias extremamente baixas e
S50 as fontes de ondas gravitadonais mais estudadas. E posdvel, utilizando-se de
medidas da massa e de parametros orbitais, estimar a distancia entre as estrelas e, desta
forma, cdcular com predsdo a emissio de ondas gravitadonais. Verbunt caculou a
densidade numérica de alguns sistemas binarios que apresentam periodos curtos [28]. A
Tabela 3.2 mostra aguns sistemas binarios, com as respedivas massa M e m, a
frequiencia orbital, e a anplitude goroximada da onda gravitaaonal

Excentricidades na Orbita geram ondas geram linhas espedrais iguamente espacalas

com harménico dominante na freqiiéncia (assm como o0s pulsares de milissegundos)

igual a0 dobro da freqUéncia orbital, e que gresentam amplitude caaderistica
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TABELA 3.2. ALGUMAS FONTES BINARIAS DE ONDAS GRAVITACIONAIS
DE BAIXA FREQUENCIA

Tipo Dens"d.ade d (pc) M/M, m/M, f h
numerica

WUMa (0.3-0.6M,) 2x10“pc? 15 0.6 0.3 10*° 1020
WUMa (0.1-0.3M,) 2x10“pc? 15 0.3 0.1 10%7 102
Variaveis Cataclismicas 10%pc? 45 0.3 0.6 1037 10%7
Duplas Degeneradas (AM CVn) 100 0.04 0.6 10?7 1022
LMXB (P,<2x10%s) 30 1000 0.4 14 10%8 1027
Pulsares LMB (PSR2051-08) 1300 0.03 14 1038 1027
HMXB (Cyg X-3) 1 10000 4,0 14 10%° 1028
Pulsares binrios EN-EN (PSR1913+16) <10° 500 14 14 10%7 1020
Bindrias em aglom. globulares (4U1820-30) 8100 0.06 14 10%° 10%3
FONTE: Lu, L., Blair, D. G., Zhao, C. [15]
« WUMa - Binérias de Ursa Maior W
* L MXB — Binérias de baixa massa que emitem raios-X
* LMB — Binéarias de baixa massa
* HMXB — Binérias de alta massa que anitem raios-X
» EN — estrelas de néutrons

1 2

hC=8<—5)2%(n M f.)° (3.21)

onde M e u sdo amasstota e reduzida do sistema, respedivamente [15,16].

3.3. SINAISESTOCASTICOS

Os shnais de caédter estocéstico podem ser imaginados como um ruido de fundo

gravitadonal. As emises, oriundas de uma distribuicdo estatisticade fontes, fazem com

gque O espa-tempo ndo sga completamente “liso”,
“rugosidades’ que se deslocam perturbando a métricalocd segundo um

hie (6,X)=2_ h's (£,X)
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onde o indice K indicao modo do campo. Ou sgja, a amplitude de onda associada a uma
determinada posicéo X' e aum modo K é levada em conta como um process randdmico,
e portanto estatistico. A amplitude total neste ponto x é, entdo, a somatéria das
amplitudes em todos os modos K's. As amplitudes nos modos K's seriam expressas como

hei=he(t.X) €], (323

onde h« é uma fungé de onda escdar e efk representa um vetor constante de

polarizac®, cujo €é convencionamente normalizado na forma e'fke'szz, em

coordenadas Cartesianas [15].

Como mencionado iniciamente, estes sinais sdo oriundos de fontes periddicas fraca em
nossa Galaxia; de sinais impulsivos ocorridos a grandes disténcias, de process
cosmolégicos ocorridos nos primeiros instantes do Universo, dentre outras fontes.
Algumas delas 0 apresentadas a seguir.

3.3.1. SistemasBinérios

A radiac® gravitadona proveniente dos inimeros sistemas bindrios na nos:a e
em outras galaxias contribuem para o fundo estocéstico, na regido de frequéncia
f <0,03Hz. A contribuicdo de todas as outras galaxias porém, deve ser menor do que
15% da ontribuicéo da VialLadea[3].

Qualquer fonte impulsiva que tenha amplitude menor que a amplitude do fundo causado
pelas fontes periddica torna-se imersa no ruido, o que transforma-se em um obstaaulo

dificl de se contornar na busca de fontes impulsivas na faixa de freqiéncia

0,03Hz< f <10 °Hz.

51



3.3.2. Estrelas de Populacéo i

Considerando-se a existéncia de uma populacé pré-galddica de estrelas supermassvas
(a chamada Populac@ IIl), que devem ter desapareddo em meio a eventos violentos,
envolvendo colapsos em estrelas de néutrons e buras negros, € natural imaginar que
tais eventos tenham produzido ondas gravitadonais. Estas supernovas pré-galadicas

podem ter criado um fundo estocégtico isotrépico com amplitudes h.<10 %, em

freqliéncias f .~50Hz [29].
3.3.3. Ondas Gravitacionais Primordiais

As ondas gravitadonais primordiais, ou cosmolégicas, podem ser comparadas a radiac@®
cosmica de fundo, pois ambas sdo originarias do periodo do Ultimo espalhamento de suas
particulas (gravitons e fotons, respedivamente) pela matéria. Porém, a interac® das
ondas gravitadonais com a matéria € muito menor, e portanto elas sdo provavelmente
~10° anos mais antigas, ou em outras palavras, sofreram o Ultimo espalhamento em
z~10* (préximo ao tempo de Planck, ~10 *®s) [6,16]. Desta forma, as ondas
gravitadonais primordiais transportam informagdes sobre os momentos iniciais do
Universo, e de sua estruturainicial.

E dificil espeaular sobre a anplitude deste tipo de sinal estocéstico por ndo conhece-se a
fisica que era vdida neste periodo, podendo, inclusive, a freqliéncia caaderistica da
radiac@® gravitaaona ter sido deslocada (“shiftada”) e encontrar-se hoje no regime das
microondas. Ou ainda, ter sofrido ganhos em amplitude por interferéncia construtiva
(amplificac® paramétrica).

Considerando que o Universo apresentava-se uma inomogenidade inicial na amplitude,
hy, @ anplitude hoje, em uma determinada frequiéncia, f, seria grossiramente dada por

n
h~1o*2°Tg , (3.24)
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apresentando valores na ordem de 10?8 paraf~1kHz, e 10% paraf~10*Hz [16].
3.3.4. Transi¢des de Fase

Na fase inicial da expansdo do Universo é posdvel que tenham ocorrido transicdes de
fase de primeira ordem associadas as interagdes da QCD (“Quantum Cromodynamics’) e
as interagdes eetrofraca. Em cada uma destas transicbes de fase, a fase original é
super-resfriada, devido a expansdo cosmologica a uma temperatura abaixo da
temperatura de equilibrio da nova fase. Assm, bolhas da nova fase surgem em pontos
isolados e expandem a taxas proximas a velocidade da luz, até o ponto em que
comprimem a fase original suficientemente para que as duas coexistam em equilibrio.
Estudos mostram que este proces pode produzir ondas gravitadonais diretamente pela
expansdo da bolha, pela subsequente onda de som que ela gera e pela inomogeneidade
asciada m as duas fases coexistindo [16].

E dificil estimar a amplitude destas ondas dado o desconhedmento da topologia inicial
do Universo, apesar de ter-se consciéncia que possuam um limite superior razoével.
Porém, pode-se estimar as freqléncias caaderisticas maximas que apresentam hoje,
obtendo-se

(KT
f__~2x10 <1GeV)Hz , (3.25)

onde T € atemperatura datransicéo de fase.
3.3.5. Cordas césmicas

Antes das transi¢des de fase da QCD e das interagdes eletrofraca terem ocorrido, €
posdvel que tenham havido transi¢cBes asciadas as interagdes da Grande Unificac®. E,
estas transicdes podem ter criado cordas cosmicas, ou sga, defeitos topologicos
unidimensionais no vaauo (algo como buracos negros filamentares) [16].
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O aparedmento destes defeitos pode ter ocorrido em um instante muito préximo a
singularidade inicial. E com a expansdo do horizonte do Universo, sua vibrag® atingiu
taxas proximas a velocidade da luz. A interac@® entre as cordas gerou “loops’, que
poderiam ter promovido a formacé de galéxias e aglomerados de galéxias, enquanto
decaam por emissio de ondas gravitadonais. Porém, a teoria ou modelo de formaca de
estruturas via cordas cosmicas ndo é consistente com as observagdes da radiac®

cosmicade fundo.

Vadaspati e Vilenkin, estimaram que, para 0 caso de as cordas ndo serem
supercondutoras, a razd® entre a densidade de energia por unidade logaritmica de

freqliéncia e adensidade de energia aitica édada por [30]

6

1 —6
Qo f)~107<§)“ )2 , para frequiéncias, f3108<1£“ )Hz, (3.26)

onde pu~M/l representa a massa por unidade de comprimento, |. Vaores de Gu
inferiores 10° levam a complicagdes no modelo das cordas cOsmicas ndo
supercondutoras para a formac® de galaxias. Observagdes futuras de ondas
gravitadonais podem conduzir a estimativa de (25, e conseqlientemente, o vaor de

Gu.
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CAPITULO 4

DETECTORESDE ONDAS GRAVITACIONAIS

Em 196Q Joseph Weber mostrou que as ondas gravitadonais poderiam ser detedadas
utilizando-se de medidas do tensor de Riemann, através do monitoramento de
movimentos relativos entre massas pontuais [31]. Desde entdo, a comunidade cientifica
tem trabalhado no desenvolvimento de sensores cgpazes de medir os deslocamentos
causados pelo efeito de maré de uma onda gravitadona. Estes instrumentos sdo

conheddos como detedores de ondas gravitacionais.

Um grande nimero de detedores de ondas gravitadonais, envolvendo teaologias das
mais simples as mais sofisticadas podem ser encontrados na literatura. Este cepitulo
discutird apenas algumas caraderisticas de um grupo, denominado de detedores

mecanicos.

Fig. 4.1. Modelo smples de um detedor de ondas gravitadonais.

Um detedor mecaico de ondas gravitadonais pode ser representado, smplificadamente,
por duas massas ligadas por molas, e separadas por um comprimento Lo, como mostra a

Figura4.1.
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Quando uma onda gravitadonal passa pelo circulo (linha cheid), distorce-o (linha
pontilhada)’, depositando energia sobre a mola, e fazendo com que ambas as massas
desloquem-se por uma disténcia AL/2, relativa ao centro do circulo. A variac® na

distanciarelativa entre & masss é dada por [32]

AL:%hLO , (4.1)

onde h é aamplitude da onda gravitadonal. Assm, o monitoramento dos deslocamentos
relativos forneceinformagdes sobre uma onda gravitadona que passa pelo detedor. Os
detedores mecéiicos, por sua vez, sdo classficados como interferdmetros a laser e
detedores de massa resonante.

4.1. INTERFEROMETROSA LASER

Esta class baseiase no principio idedizado por Gertsenshtein e Pustovoit, em 1962
[33], e também sugerido por Weber, apesar de nuncater publicado sua sugestéo [15].
Os interferébmetros Michelson, conheddos ha um longo tempo por sua sensibilidade as
mudancas no comprimentos de seus bragys, sdo aplicados na construgcéo destes

detedores.

O interferdmetro Michelson consiste de trés massas de teste livres — um espalhador de
feixe, e dois espelhos dispostos formando um angulo reto entre s, conforme mostra a
Figura 4.2. Quando uma onda gravitadonal atravessa 0 sistema cria um deslocamento
relativo entre as massas de teste, os espelhos. A variac® de distancia entre os espelhos é
lida pelo foto-detedor como uma variac® de intensidade, fornecendo informagdes sobre

aonda gravitadonal.

Como exemplo, pode-se supor uma onda gravitadonal que se propaga perpendicular ao
plano do papel, e com uma polarizac@® paraela aos brags do interferdmetro. A

7 No Capitulo 2 foi apresentado o efeito de uma onda gravitacional sobre um circulo de massas de teste
(Figura2.1).
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Fig. 4.2. Modelo smples de um interferdmetro Michelson.

passagem da onda gravitadonal faz com que o comprimento de um dos bragos diminua,
enquanto o do outro aumenta, durante metade do periodo da onda. Na segunda metade
do periodo, a elongacé e a contrac® se reverte. Esta elongacé-contracéd causa uma

mudanca de fase no feixe de laser, AF, devido a variag® no caminho Optico,

AL=AL,—AL,, que édadapor [15]

A FzZn% 1 (4.2)

onde A representa o comprimento de onda do laser. A variac® do caminho Optico €
proporciona aos comprimentos dos bragos somados, L, e dado por
AlL=hL | (4.3)

sendo que sdo, gerdmente, sensiveis a combinac® linea de ambas as polarizagdes da
onda gravitadonal, e h pode ser representado por
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h=F, h,+F_h, 1 (4.4)

onde os coeficiente F, e F, dependem de fatores como a direcd® da fonte e a
orientacé do interferdmetro.

Parececlaro pela Equac® 4.3 que a intensificac® do sinal, AL, pode ser obtida pelo
aumento do comprimento dos bragps do interferdmetro. Contudo, existe um
comprimento 6timo, pois comprimentos superiores fardo com que o sina gravitadonal
sgja percebido pelas massas durante um tempo menor que o tempo de viagem da luz,
tornando-se imperceptivel. Assm, o comprimento &imo é dado por

L __C (4.5)

onde fos representa a frequiéncia do sinal gravitadonal que se pretende cagptar. Ao
comprimento 6timo corresponderd uma frequiéncia caraderistica, em que se encontrara o
pico de sensibili dade do detedor. Por exemplo, para se cgtar sinais em 1kHz, o caminho
optico deveria ser de aproximadamente 15Ckm. Comprimentos desta ordem sdo
praticamente imposdveis de serem obtidos, na Terra, devido a sua curvatura. Porém,
comprimentos na ordem de até poucos quildmetros sdo posdveis. Trés interferdmetros
com bragos longos, baseados na Terra, estédo sendo desenvolvidos:

O “Laser Interferometric Gravitadonal Waves Laboratory” (LI1GO), nos
Estados Unidos, j& construido e que conta com dois instrumentos com bragos
de 4km, unm em Hanford e outro em Livingstone
(http://www.ligo.cdted.edu).

O VIRGO, projeto italo-francés que prevé a constru¢éo de um interferébmetro
a laser, cujos bragos terdo 3km de comprimento, em Casina, proximo a
Pisa/ltdlia (http://www.virgo.infn.it).
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Outros detedores menores estdo sendo desenvolvidos

O projeto GEO, com bragos de 600m, sob constru¢cdo em Hannover, a partir
de uma coorperac@® entre Alemanha e Inglaterra (http://www.geo600.uni-

hannover.de);

O TAMA, em ToOquio, com 300m, que ja se encontra em operacd®
(http://tamago.mtk.nao.acjp).

Todos estes detedores utilizam feixes de laser que percorrem os comprimentos dos seus
bragos por tubos mantidos sob vaauo. E sua sensibili dade é limitada pela gama de fontes
de ruido como, por exemplo, o ruido térmico interno dos espelhos, ruidos sismicos,
ruidos causados pela pressio de radiac® exercida pelo laser sobre o0s espelhos, ruidos de
frequéncia inerentes do laser, ruidos provenientes do sistema de controle do instrumento,
ruidos de refrac@ causada pelo gés residual, entre outros.

H& ainda um ambicioso projeto da NASA/ESA, pretendendo a construcdo de um
interferébmetro a laser, que permanecgd em uma Orbita espedal em torno do Sol, o
“Laser Interferometer Space Antenma” (LISA, http://lisajpl.nasa.gov). Ta instrumento

terd bragps com 5x10°km (1/30 unidades astrondmicas) de comprimento e sera

sensivel a ondas gravitadonais de frequiéncia muito baixa.

A faixa de sensibilidade dos interferébmetros a laser € ampla, e abrange freqiiéncias de
poucos Hertz a algumas dezenas de kiloHertz, cobrindo um grande apanhado de fontes
astrofisicas de radiac® gravitadona (vide o exemplo para o LIGO na Figura 4.4 , na
Sec 4.2.4).

4.2. DETECTORESDE MASSA RESSONANTE

Os detedores de mass resnante sfo instrumentos desenvolvidos para medir sinais
aaisticos induzidos pelo amplamento de ondas gravitadonais com a matéria. E,
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portanto, sdo caraderizados por algumas propriedades adisticas do materia do qual sdo

construidos.
4.2.1. Caracteristicas aclsticas dos materiais

Se 0 material posaiir um fator de qualidade mecénicaato ( Q,,=w, 7,>10°, sendo w,,

, a frequéncia de resonancia, e, 7,,, 0 tempo de decamento das oscilagdes no modo
m), permanecea oscilando por um longo tempo apds a passagem da onda gravitadonal,
“memorizando” seus efeitos. Assm, quanto maior o vaor de Q, maior sera o tempo
disponivel para se inferir a ac® da onda gravitadona. Novos materiais oferecen a
perspediva de se atingir valores atos para 0 Q mecanico (vide Tabela 4.1), que podem

ser incrementados sgnificaivamente na preparaca e suspensdo do detedor.

TABELA 4.1. COMPARACAO ENTRE AS GRANDEZAS FiSICAS
DE ALGUNS MATERIAIS

Material p(10°kg/m?) Q V,(10°m/s)
Aluminio 6061 2,7 5x10° 51
Aluminio 5056 2,7 7% 10’ 51

Niobio 8,6 23x10° 34

Silicio 23 2x10° 8,5

Sdfira 40 3x10° 9,4

Chumbo 11,4 1,1
Tungsténio 188 4,3
Cobre(94%)/Aluminio(6%) 8,0 2x10’ 4,6

FONTE: Lu, L., Blair, D. G., Zhao. [15
* Valores estimados a temperatura anbiente.

A quantidade de energia absorvida depende da densidade, p, e da velocidade do som,
V,, do material (que, para as barras, ~pVv>) [15. O amplamento entre a onda

gravitadona e o detedor pode ser maximizado combinando-se valores de p e V.

Além dis®, altos valores de Q fazan com que o0 sistema aproxime-se de um oscilador
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harmdnico ided, minimizando perdas adisticas (Q '), e desta forma torna-se possvel
prever seu movimento frente a excitac® causada por uma onda gravitadona. A
importancia do Q ainda abrange a questdo da amplitude das vibragdes térmicas do corpo.
Em detedores com altos Qs, e, consequentemente, com baixas perdas adlsticas, a
energia destas oscilagdes é diminuida em um fator 7/7T,, onde T, é o tempo de

integracd do sinal.

Além do material com que é confecdonado, a forma do detedor também fornecelhe
caraderisticas proprias.

4.2.2. Detedoresde Barr a

Ainda nos anos 60, Weber iniciou a construgéo do primeiro detedor de ondas
gravitadonais. Seu trabalho pioneiro consistia de uma barra de auminio sustentada pelo
centro de massa por um cabo de titanio. A barra era envolta por uma campanula que a
mantinha sob vaao, e a temperatura ambiente [34]. Da mesma forma que o modelo
apresentado na Figura 4.1, uma onda gravitaaonal, ao passr, redizatrabalho mecaiico
sobre a barra. Esta, por suavez, armazena a energia em seu modo normal quadrupolar, e
passa a oscilar. Sobre a barra, eram colados cristais piezdétricos sensiveis as
deformagdes por ela sofridas. Em 1969 Weber conseguiu que seu detedor fosse
sensivel a variagdes de comprimento com amplitudes h~10°. Operando com dois
detedores, um em Argonnre e outro em Maryland, ele afirmou ter obtido coincidéncias
entre os dados forneddos pelos dois instrumentos [35]. Outros grupos tentaram repetir o
experimento de Weber, mas ndo obtiveram suces®. Mais tarde, 0s cristais piezédétricos
foram substituidos por transdutores supercondutores, que também convertem os sinais
mecanicos em elétricos.

Uma onda gravitadonal, ao passr pelo detedor, deposita energia, mudando a amplitude
e/ou afase do movimento do modo normal longitudinal de vibragé da barra.
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(b) Esquema para ayuisicdo dosvaloresde X, e X,.

4.2.3. Monitoramento do modo fundamental de oscilagéo da barr a

E conveniente descrever o estado do modo fundamental de oscilaga da barra por meio
de mordenadas

X,=Acos¢p , (4.63)

X,=Asng (4.6b)
onde A=|P|=yX?+ X? define a amplitude, e ¢p=wt=tan *X,/ X, , afase. Asim, o
estado do detedor, no instante inicial, t;, é representado pelo ponto no plano X; e X,,
conforme mostra a Figura4.3a. Ao ser excitado por uma onda gravitadonal, o estado do
modo passa para uma posicdo P.. A direcd® deste movimento depende e as variagies,
AX, e AX,, fornecan informagdes sobre a fase e a amplitude relativas da onda
gravitadona e da barra. O monitoramento dos valores de X; e X, é redizado
utili zando-se dois chavealores (amplificadores “lock-in's’, ou Ps), segundo a
configurac@® apresentada na figura 4.3b, que separam 0 sina em fase (0°) e em
quadratura (90°), a partir de um oscilador de referéncia, do qual se conhecea fregiiéncia.
Estas medidas estdo condicionadas ao Principio da Incerteza de Heinsenberg, que
asume aforma[36]
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h
AX;AXZ oo, (3.7)

onde M é a massa da barra, w=mV/L , sua frequéncia angular, e %, a constante de
Plack reduzida. Assm, o produto entre estas variagdes A X; e A X, limita a predsio
que pode se atingir em suas medidas, e, consequentemente, apresenta-se como um limite
guantico, que representa uma barreira inevitavel (porém, contorndvel até certo ponto

[36]) nas medidasde AL paraos detedores que serdo construidos futuramente.

A partir dos anos 70, foram sugeridas agumas melhorias ao desenho origina de Weber.
Entre das podem ser mencionadas:

a) resfriamento da antena a temperatura do hélio liquido (4K), com o objetivo de

reduzir o movimento térmico browniano;

b) a implantagd® de um sistema de isolamento vibraaona elaborado para

reduzir/eliminar movimentos de naturezasismica

c) a utilizac® de transdutores resonantes com baixo ruido de amplificac®
conedados a extremidade da barra, com a finalidade de converter vibragbes
mecanicas em sinais eletrénicos, substituindo os cristais piezdétricos utili zados
por Weber.

Alguns detedores estéo sendo desenvolvidos nesta linha operadonal, e sdo apresentados
na Tabela 4.2. As freguiéncias de sensibilidade destes detedores estdo dentro da faixa
preenchida por fontes periddicas, principalmente pulsares de miliseegundos e sistemas
bindrios envolvendo estrelas de néutrons, e de posdveis colapsos de estrelas massvas em
buraaos negros.

A sensibilidade do detedor a um sinal gravitadonal esta condicionada ao angulo entre a
direcé® de propagacé@® daonda e o eixo central do detedor, apresentando valor méximo
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TABELA 4.2. ALGUNS DETECTORES DE BARRA QUE OPERAM
SOB TEMPERATURAS CRIOGENICAS

Temperaturade  Fregiéncia  Sensihili dade

Antena Locali zagdo Materia operacio (H2) (h adimensioral)
ALLEGRO Baton Rouge Al 4K 900 7x10 "
EXPLORER CERN Al 2K 900 7x10 "

NIOBE Perth Nb 5K 700 5x10 *°
NAUTILUS Frascati Al 100mK 900 6x10 *°

AURIGA Legnaro Al 100mK 900 3x10 *°

FONTE: Lu, L., Blair, D. G., Zhao, C.[15]

guando aincidéncia € perpendicular. Sua eficiéncia € determinada pela fracé® de energia
da onda que é convertida em energia adistica dentro da barra. Quanto maior for esta
frac® mais eficiente éo detedor.

O amplamento com as ondas gravitadonais depende de sua se¢a de choque, cuja nogéo
foi introduzida por Weber e pode ser expressa de inimeras formas [37]. A expressio que
descreve a secd de choque de um detedor de barra, integrada em frequiéncia, € dada
por [3§]

[o(f)dr =M (i) meHzZ . (4.8)

A Equac® 4.8 deixa claro que para se obter uma ata sensibili dade € necessario que o
detedor sgja tdo massvo quanto posdvel, e que sga confecdonado com um material
com alta velocidade do som. Por esta raz&, muitos dos detedores apresentados na
Tabela 4.2 sdo de aluminio. A se¢® de choque pode, ainda, ser incrementada por
mudangas na geometria do detedor.
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4.2 4. Detedoresde massa resonante esféricos

Os detedores de massa resonantes com forma esférica vem sendo estudados
intensivamente por Cocda e Lobo [39-42], Johnson e Merkowitz [11,14,43-46], e

Stevenson [47,48], entre outros.

Esta class de detedores consistem de uma massa esférica (ou tdo aproximada a esfera
guanto posdvel), onde sdo acplados cinco ou mais transdutores resonantes, e que
monitoram, smultaneamente, os cinco modos quadrupolares fundamentais, e, ainda
podem monitorar seu modo monopolar. Portanto, possiem se¢cd® de choque cerca de
seis vezes maior que a apresentada por detedores de barra [49], e, apresentam a
vantagem adicional de posalirem sensibilidade omnidiredonal, ou sgja, sdo iguamente

sensivels atodas as diregdes e polarizages de onda.

Trés destes detedores estdo sendo construidos, em uma colaborac® internadonal: o
detedor Mario Schenberg, do grupo brasileiro Graviton, o Mini-GRAIL, da Holanda
e 0 SFERA, naltdlia. Com estes detedtores pretende-se atingir sensibili dades cgpazes de

captar sinais gravitadonais com h~ 10 **, operando nafaixa de dguns kiloHertz.

Algumas fontes astrofisicas previstas nesta faixa de fregiéncia e suas amplitudes
caaderisticas sdo apresentadas na Figura 4.4. A grandezah/3ano indica a amplitude
minima (envolvendo a escda de distancia minima) em que é possvel se ter, pelo menos,
trés eventos do tipo por ano. A figura também compara a sensibilidade esperada do

detedor Schenberg e ado LIGO, em suas duas fases de operacé.

As caaderisticas mecéicas deste tipo de detedor seréo pormenorizadas no capitulo

seguinte.

4.2.5. Principais fontes deruido em detedores de massa resonante

A medida de sinais gravitadonais, em detedores por massa resonantes, envolve aleitura
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Fig 4.4. Fontes impulsivas de ondas gravitadonais, mostrando a faixa dos
posdveis snais e aregido de sensibili dade de dguns detedores.
FONTE: Adaptadade Thorne [16].

predsa do movimento do detedor. Isto requer uma cuidadosa otimizac® das
contribuigdes das fontes de ruido inerentes ao sistema. Trés fontes de ruido fundamentais

sd0 identificadas a seguir:

a) Movimento Browniano : Andogo ao ruido Nyquist, em circuitos LCR, 0
movimento browniano corresponde as excitagdes térmicas do(s) modo(s)
fundamental(is) de um corpo. A energia média destas excitagdes é dada por
kgT, sendo kg, a constante de Boltzman e, T, a temperatura fisica do corpo.
Mas o ruido térmico efetivo € determinado por flutuagdes nesta energia,
resultado da interac@ entre as particulas, que alteram o estado do(s) modo(s).
Estas variagdes fazen com que a(s) energia(s) do(s) modo(s) oscile(m) com
relacd® a média, segundo +kg T, onde T representa atemperatura de ruido
do detedor. A forma como este movimento age sobre o detedor pode ser
modelado pela Equac® de Langevin. Sua atuacd €, entdo, descrita pelas forgas
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de Langevin. Seus efeitos podem ser minimizados pela reducéo da temperatura
fisicado detedor a niveis criogénicos.

b) Ruido Serial : Este ruido € inserido a0 sistema de forma aditiva, e é oriundo
pelo proprio proceso de leitura devido ao(s) transdutor(es) e o(S)
amplificador(es). Sua contribuicédo pode ser modelada, desde que se conhecaa
temperatura de ruido, T ,, do transdutor e do amplificador, e suprimida da

energia do(s) modo(s) fundamental(is).

c) “Back-action” : Esta tercera fonte de ruido é proveniente do amplamento
eletromecénico. O campo elétrico interage com a parte mecéica do transdutor
aplicando-lhe uma forca de reac® (“badck-adion”), que, subseqlentemente, é
aplicada sobre o corpo do detedor, fazexdo com que a amplitude das oscilagdes
varie. Existe, pelo menos uma témica para contornar este problema, conhedda

como “ back-action evasion” [36].

Estas fontes de ruido vém sendo estudadas incessantemente, e seus efeitos sobre os
detedores s@o0 bem descritos. Mas existem outras fontes que independem do
conhedamento do instrumental, e que podem interferir na deteccd de ondas
gravitadonais como por exemplo, a entrada de ruido, que ultrapassa 0 isolamento
vibradonal, pelo sistema de sustentac®, vibragdes provenientes do sistema de
refrigeracd, particulas com alta energia, que ultrapassam o sistema de blindagem, etc.
Formas de amenizar estas contribuicdes estdo sendo desenvolvidas, e espera-se que, em
breve, pouco interfiram na sensibili dade dos detedores.
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CAPITULO5

O DETECTOR ESFERICO

A construgcéo de um detedor esférico foi inicialmente sugerida por Robert L. Forward,
no inicio dos anos 70 [50]. Ele concebeu uma esfera sobre a qual seriam anexados
transdutores eletro-mecanicos, os quais mediriam deformagdes sofridas pela esfera,
dewrrentes da excitac@® de seus modos normais de oscilagc® devido a passagem de uma
onda gravitadonal. Estes transdutores seriam dispostos de forma a serem dependentes
entre s e, desta forma, imposshili tariam ambiguidades na determinacé® da direcéd de

origem daradiac& gravitaaonal.

Pouco tempo depois, Ashby e Dreitlein redizaram uma descrigéo do problema da esfera
encontrando as expreses necessrias para sua solugéo [51]. Logo, Wagoner e Paik
apresentaram valores numéricos para 0s parametros necessirios a solugéo das equagdes
sugeridas por Ashby e Dreitlein [49].

Durante mais de uma décala, com detedores de barra operando, e pelas dificuldades
teaqologicas que envolvem o funcionamento de um detedor esférico, 0 asunto
permanecal inerte. Mas, no inicio da décala passada, alguns grupos optaram por esta
configuracé, e desde entdo tém diredonado seus esforcos para asolugéo do problema.

Neste capitulo, pretende-se apresentar 0 modelo do detedor esférico de massa
resonante. A Sec® 5.1 apresenta 0 modelo da esfera isolada. A sec@® seguinte expde
como abordar o problema quando sdo amplados resonadores seaundarios sobre sua
superficie. Uma sugestdo para a distribuicéo destes ressonadores é apresentada na Se¢@®
5.3. E, finAmente, o monitoramento do sinal é @ordado na Se¢& 5.4.

69



5.1. MODELO DA ESFERA DESACOPLADA

Considere-se um corpo esférico eldstico isotropico (que possli as mesmas propriedades
elasticas em todas as diregdes), S de raio R e feito de um material de densidade p, e

gue se encontraimerso em um campo de forgas gerado por uma onda gravitadonal.

A deformacé@® sofrida por um elemento de massa dM do corpo € descrita pelo vetor
dedocamento u,=X';—X;, onde X; representa sua posicao de equilibrio, e X, a posi¢éo
do elemento dM apds a deformac@. Como o vetor u; possui médulo muito pequeno, a
aplicac® da teoria de elasticidade linea & andlise do problema é véida. Portanto, o

tensor deformacé, U;; , referente a dedocamento, U, é definido por [12,52]

1 .
Ui;=§<ui,j+ u,;) ,comi,j=123. (5.1)
A ele estdo associadas equagdes constitutivas, generalizagdes da lei de Hooke, que
reladonam a tensdo, o, com a deformacd® em um material eléstico lineamente

isotrépico, e que sao representadas por

0 ;=06;AU+2uu; . (5.2
Os simbolos A e pu representam os coeficientes de Lamé que descrevem o
comportamento eléstico do corpo, e sdo definidos como

vE E

M2y © M2

(5.3)

sendo v e E, arazd® poisdnicd e 0 mddulo de Young®, respedivamente, referentes

8 Quando um material é achatado devido a alguma pressio exercida, e tende a alongar-se
perpendicularmente a direggio de compressio. Assm, a raz& poisdnica € definida como a raz®
entre a elongacdo perpendicular e 0 achatamento na diregdio da compressio, sendo, portanto,
adimensional.

9 Como visto na Secdo 2.1, ale de Hooke pode ser escrita como P=Eh . Fazendo a deformagdo h=1,
entdo P=E. Entdo, o modulo de Young representa a pressio (tedrica) necessaria para comprimir ou
alongar o material em 100%. Logo, posali unidades de pressio. E relaciona-se com a densidade e a
velocidade do som no material por E=p V2.
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ao materia que ommpde a afera.

Aplicando-se o principio de conservagd do momentum linea chega-se as equagdes de
equilibrio, representadas por

Oy tPU =T, (5.49)

onde f; corresponde o campo de densidade de forcas externas a esfera (no caso, 0

campo de densidade de forga gravitadonal) e pU; o, representa o campo de densidade
de forgas internas. Estas equagdes sdo chamadas equagbes de Navier, e podem ser

escritas como

(A+p) U +pu +pU =T (5.4b)
ou, naforma vetorial,

A+ VIV-u)+uViu+pu=1f . (5.4¢)
As equagdes de Navier devem ser satisfeitas por um conjunto de funcbes
U=U,(X;,%,,X;) que representam os deslocamentos dentro de uma regido pré-definida
limitada pelo raio R. Portanto, as equagdes 5.4 requerem a utilizac@® de condicbes de
contorno que indiquem que a superficie da esfera é livre para oscilar. Esta condi¢céo de
contorno é definida por [12]

no.=0 , (55)

emr=R, eonde n=Xx/r representa a unidade normal. Deste conjunto, composto por
15 equagdes, devem ser obtidos os valores de 15 incognitas (3 deslocamentos, os U; ; 6

deformagdes, 0s U; ; e 6 tensBes, 0s 0 ; ), 0 que implicaum sistema solucionavel.
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Porém, o vetor deslocamento u; possli dependéncia temporal, e isto dificulta a solugéo
das equagdes 5.4. Torna-se conveniente, mais uma vez, separar as dependéncias, neste
caso, espadais e temporais. Considerando-se que a esfera é ndo-relativistica (Vyn,<<C) ,
gue seu raio € muito menor que o comprimento da onda gravitadonal, e que seu fator de
gudlidade mecéiica é dto (Q,=w,7,>1, onde T, € 0 tempo de decamento das
oscilagdes no modo m), o médulo do vetor deslocamento pode ser representado através
da decmposicédo em seus modos normais, assumindo aforma[11,49]

u (X, =2 A0 ¥ (x) (5.6)

As fungbes caaderigticas ¥,,(x) obedecen o critério de normalizac® regido pela

expressio

J ¥, ()%, () X=N 6, (5.7)

\Y

onde N, representaum fator normalizador arbitrério, normalmente escolhido com base
no tipo de geometria utili zada, determinando a interpretacé® fisicatanto da amplitude do
modo, A, (t), quanto da fungio caraderistica, ¥, (x). Admitindo-se que a esfera em
guestdo é homogéneg e portanto p(x) é mnstante, tem-se

41t _4

N =R Wm. (5.8)

"3

Ent&o, a equac® de movimento da esfera como um oscilador harménico forgado € dada
por [11]

A (D+7 1A (D+w2 A (H)=—

J¥.(0-2 fixndx | (5.9)

p mV,

72



Uma vez conhedda a amplitude caraderisticano modo m, A, (t), e conhecendo-se o

comportamento de ¥, (x), a Equac® 5.9 conduz a determinac® da forca efetiva em
cada modo. Tal forcarepresenta a forgaresultante da interacé da esfera com o exterior
(sinad+ruidos) e as forgas internas (ruidos), e esta representada pelo somatério dos

campos de densidade de forgas, Z f, na Equacd® 5.9. Desconsiderando por um

momento as outras forgas que ndo a gravitadonal, pode-se definir a forga gravitadonal
efetivareferente a cala modo normal da esfera

F o= ¥ £ 0% comme1..5. (5.10)

Vo

Solucdes espedficas paraa Equac® 5.9, referentes aos modos de oscilacé esferoidais™,
podem ser descritas utilizando-se os harménicos esféricos quadrupolares na

determinacé dafuncéo caraderigica ¥, ( x) , e eta assme aforma[11,12]

¥, (r,0,¢)=[a(r)f+B(r)RV]Y(6,¢) , (5.11)
onde as fungdes «(r) e B(r) determinam os movimentos nas diregdes radia e
tangencial, respedivamente. A Figura 5.1 representa a distribuicdo da funcéo
caaderistica ¥, na superficie da esfera e na direc® radial, utilizendo-se dos
harmdnicos esféricos quadrupolares.
Ashby e Dreitlein descreveram as fungdes «(r) e B(r), obtendo valores do tipo [51]

. R .
(r)=p,RL- (o) +6 p,— (k) e (5.122)

B(r)=p,j,(ar)+6 pz%[rjz(kr)] , (5.12b)

10 Existem solugdes rel acionadas aos modos monaopolares e toroidais, mas estes ndo sdo excitados pela
passagem de uma onda gravitacional, segundo a Relatividade Geral e, portanto, ndo seréo abordados
neste trabalho.[4]
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modo 2

[(A+2pu)

representam as regides de maior movimento radial, com amplitudes opostas.

FONTE: Adaptada de Merkowitz [14]

2

diferentes amplitudes nos movimentos radiais, onde o vermelho e o aall
p Wy

Fig. 5.1. Modos normais quadrupolares de oscilac@® da esfera. As cores representam

longitudinal da onda, respedivamente. O valor de w,, que representa a frequéncia dos
modos degenerados™, é determinado pelas condigdes de contorno 5.5, que agui

onde j, é afungéo esféricade Bessl de ordem 2, definidas por [9,10]

11 Modos sio chamados degenerados quando posaiem a mesma fregiiéncia

assuimem aforma[11l
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afs@], [5 € 147 0

6_K_2d] d | k)]
pl[rz 2 rdr]JZ(qr)+6p2dr|: _O ’ (514b)

emr=R. A utiliza¢® do fator normalizador N, de 5.8, na Equac® 5.7 determina os

valores para 0s parametros normalizadores p, e p, .

Conhecendo-se estes parametros pode-se combinar as expreses 2.31, 2.32 e 5.10 a

5.12, chegando-se auma expressio para aforgcagravitadona efetiva, dada por

7 olt=| o o (ORY Py L ORI+ 3D, (KR)|=2, ()mxR (619

onde mg é amassfisicada esfera, e XR é o raio efetivo da esfera, sendo que o fator
3 , :
X:\/S_W[pljz(qR)+3 szz(kR)] (5-16)

possui uma fraca dependéncia com a raz&® PoisHnica (vide Se¢d® 6.1). Merkowitz
menciona que X~0.6 para solidos, sendo que seu vaor predso depende do material
com que a esfera é confecdonada [14]. O valor de X determina a massa efetiva da

esfera, que, segundo Harry, é dada por [54]

5X[4m 4
=——|—R .
m, 62( : )p , (5.17)

onde o fator 5/6 leva em conta os multiplos modos e os resonadores que serdo
aooplados a esfera, na Sec® 5.2. A massa efetiva corresponde a massa que interage com
aforcagravitadonal efetiva, e que pela Equac® 5.17, para a efera, € ~1/4.
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E razoével supor que a forcagravitadonal efetiva ndo sgja a Unicaforga a atuar sobre a
esfera, e que a forca resultante sobre a esfera posaii componentes adicionais, as forgas

FS, provenientes das fontes de ruido (forcas decorrentes da interagc® com objetos
aooplados a esfera, forgas de Langevin, forgas oriundas do sistema de sustentac, €tc).
Todas estas forgas irdo convoluir com a forga gravitadonal efetiva, complicando a
obtencéo de informagdes obre amesma.

Formas de minimizar a contribui¢c@o das forgas de ruido a forca resultante sobre a esfera
estdo sendo estudadas. Muito do que foi aprendido em décalas de experiéncias com
detedores de barra (em Sstemas de isolamento vibradona, resfriamento do
equipamento, isolamento eletromagnético, etc) estd sendo regoroveitado e reestruturado,
de forma a adaptar-se as peauliaridades dos detedores esféricos. Mas, mesmo assm,
apesar de ser posdvel obter-se informagdes sobre a dependéncia espadal do campo
gravitadonal, através do monitoramento dos modos quadrupolares de uma esfera
isolada, esta ndo se apresenta como um detedor pratico, devido as pequenas amplitudes
das deformagdes.

Portanto, desde que possiam massa muito menor que a da esfera, resnadores
seaundérios a ela amplados servirdo como transformadores de impedancia mecénica,
amplificando o sinal, ou sgja, fazendo com que uma pequena vibragé na superficie da
esfera arresponda aum grande deslocamento no sensor de movimento.

5.2. A ESFERA ACOPLADA A RESSONADORES
Considere, entdo, que sdo amplados a esfera | resonadores mecéaicos unidimensionais

idénticos. Os resnadores sdo amplados de forma que sua direc@® de movimento sgja
radial. Assm, o vetor deslocamento radia z da esfera sob cada ressonador | é dado por

Zj(t):r\j'z Am(t)‘IIm(Xj) . (518)
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Fig. 5.2. Resnador mecéico unidimensional de um modo acplado a superficie da
esfera.

Vibragdes ocorridas na superficie da esfera excitam o ressonador |, locdizado na posicéo
X;, transferindo-1he momentum.

5.2.1. Resonadores de um modo longitudinal

A Figura 5.2 mostra um ressonador j de um modo (i=1), que sofre um deslocamento g
relativo a superficie da esfera, e um dedocamento ¢, + z relativo ao referencia do
laboratorio. Assume-se que 0s resonadores R1 possiem masss Mg, € constantes de
mola kr;, € ainda posauem freqiéncia de resonancia gustada a freqiéncia caraderistica

dos modos de oscilag® da esfera, ta que ko/me=wi=kg,/Mms,. Assm, cada

resonador obedece a quaca de um oscilador harmdnico unidimensional [11]
mm[qjl(xj,t)+ zj(xj,t)]+H re U1 (X, 1) =—Kg, 04 (X ,t)+FjN1(xj,t) ,  (5.19

onde F le(xj ,t) corresponde as for¢as de ruido que atuam entre o resnador e a esfera,

e Hp=Mmg,Tr:Qg,. @ codficiente de amortedmento, sendo Tz, 0 tempo de

decamento das oscilagdes no resonador R;.

77



Os valores para os dedocamentos radiais da superficie esférica sob cada um dos
resonadores, referentes a cada um dos modos, podem ser agrupados em m vetores
modelo, assm chamados por descreverem o modelo de deslocamento radial para cada
modo espedfico. Estes vetores coluna podem ser, por sua vez, agrupados na forma de

umamatriz modelo, By, definida como [11,55]

By==f ¥.(x) (5.20)

m o~ !

onde x=«(R) representaafuncid «(r) nasuperficie. Comparando-se 5.18 com 5.11,

e onsiderando-se genas a mmponentes radial de ¥, , percebe-se que
ijEYm(9j1d)j) ’ (521)
ou sgja, Bry representa o comportamento do harmdnico esférico Ym na posicéo X;.

De poss da equacd de movimento dos resonadores, pode-se asci&la ao movimento
dos modos da esfera, obtendo-se arelagcé

mSAm(t)+HSAm(t)+kSAm(t):
; O(ij[leqjl(t)_Hqujl(t)_F}\i(t)]_FFm(S)(t) , (5_22)
onde F, s (t)=F ,(t)+ F&(t), sendo FY(t) as forgas de ruido que atuam sobre a

esfera, no modo m. Esta equac@® pode ser representada sob notagd® matricial,

asaimindo aforma
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Fig. 5.3. Resonador mecéiico unidimensional de dois modos amplado a superficie da
esfera.

onde os termos dugamente sublinhados representam matrizes e os sublinhados, vetores

coluna, sendo B'=[B,,], a transposta de B=[B;]; L, a matriz identidade €; 0, a

matriz nula. As dimensbes das matrizes sdo definidas pelos vetores A e q,, sendo que
A tem cinco componentes, uma para cada modo de oscilag@ da esfera, e ¢, terd o
mesmo nimero de componentes quanto forem os resonadores, ou sgja, j componentes.

Portanto, o sistema posalira j+5 modos de oscilag®.
5.2.2. Resonadores de dois modos longitudinais

Uma forma de se aumentar a amplitude do sinal obtido pelo sistema € a inser¢céo de
modos adicionais aos resonadores seaundérios, sendo que a massa deste tercero

oscilador, R,, deve respeitar arelac@®

m m
=Ry (5.24)
le mRZ

onde u,,, representa araza constante aitre massas m € m... Um diagrama do sistema é
mostrado na Figura 5.3. A introduc&o de um oscilador adicional ao resonador faz com

gue a guacd do movimento, na forma matricial, seja representada por
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A Equac® 5.25 determina o modelo bédsico de uma antena esférica amplada a
resonadores unidimensionais de dois modos. Sobre ela estdo concentrados o0s
propdsitos deste trabalho, e sua solucéo € gresentada na Secé 6.2.

Uma onda gravitadonal com dire¢@® de propagaca coincidente com o eixo z do sistema
de referéncia do laboratorio ( 8,y=0), fara com que as equagdes 2.32 conduzam a

Equacé® 5.15 a goresentar resultados do tipo

ylzmsxR%m(t) , yzzmSXR%hX(w e T~F =50 . (526

Porém, para que se obtenha resultados com estas caraderisticas de ondas gravitadonais
oriundas de diregdes arbitrérias, seria necessria a rotacd® de ¥ ,,, 0 que causaria uma
completa deconvolugéo orientadonal do sinal. Além diss, extrair as componentes de

“ . das medidas dos vetores g, impregnadas de ruidos causados pelas forcas F,-“i' (1),
tomando-se uma matriz modelo By, arbitréria, torna o problema ainda mais complexo,
com as componentes aparecendo em todas as saidas qg; e posalindo complicadas
dependéncias em frequiéncia. Assm, uma boa escolha de B.,; € essncia para smplificar o

problema. E esta escolha baseia-se em uma distribuicdo adequada dos ressonadores

sobre asuperficie da esfera.
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5.3. LOCALIZACAO DOS RESSONADORES

Johnson e Merkowitz propuseram que seis resonadores fossem dispostos de tal forma
que a locdizac® de cada um deles coincidisee com o centro das faces de um
Dodecaelro (D) concéntrico a esfera [43]. Porém, um dodecaelro ndo aparece como
uma boa aproximaca a esfera (V/Vs~0.66 para Ry=Rg). Existe um outro poliedro
arquimediano, conheddo como icosaelro truncado (IT), ou comumente chamado de
“buckybola”, cujas faces pentagonais sdo paralelas as faces do dodecaelro, e que posali
uma melhor aproximacg® com a esfera (V,1/V~0.87, para R:=Rg). O icosaadro
truncado posaii 32 faces regulares, 20 delas hexagonais e outras 12 pentagonais (Figura

5.4). O centro das faces pentagonais do Icosaedro Truncado tém distribuicdo, em um

dos hemisférios, nos dois angulos polares 0,~37.3774° e 0,~79.1877°, e com

angulos azmutais ¢=0°,60°,—60°,120°,—120¢,18C .

Dodecaedro Icosaedro Truncado

Fig. 5.4. Dodecaelro e icosaedro truncado. As marcas circulares representam o centro
das faces pentagonais, onde séo dispostos 0s resonadores.

A distribuicéo nesta configurac® apresenta uma variedade de smetrias (Figura 5.5), que
se evidenciam pela ortogonalidade entre seus vetores modelo. A matriz modelo pode ser
construida de tal forma que seus vetores modelo sgjam ortogonais aos pares. Assm,
apresenta & sguintes propriedades [11]
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' Campo 2 |

Fig. 5.5. Campos de simetria do icosaedro truncado.(1) Com relacd® aos hemisférios.
(2) Comrelac@ as faces hexagonais. (3) Com relac@ as faces pentagonais.

BB'=-"1 ; (5.273)

B1=0 ; (5.270)

onde 1 e 1 representam, respedivamente um vetor coluna e uma matriz, cujos
elementos sdo todos unitérios, e 0 representa o vetor nulo. Durante o desenvolvimento

deste trabalho, foi encontrada uma nova propriedade para B , descrita por

1. (5.27¢)

Estas propriedades fazen desta configurac® uma opcdo bastante interessante para a
distribuicdo dos resnadores sobre a esfera, pois minimizam os efeitos de um sobre 0s
outros. A aplicac® de tais propriedades é esencia para se obter a solugéo andlitica
apresentada na Sec¢é® 6.2.

5.4. MONITORAMENTO DO SISTEMA (CANAISDOS MODOYS)

Também é uma caaderistica da configuracé I T, que apenas aguns resonadores sgjam
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afetados por modos espedficos da esfera, de tal forma que € posdvel saber, pelo sina
obtido dos mesmos, qudo excitado estd cada modo da esfera, e consegquentemente
estimar o sinal candidato.

As saidas dos segundos modos dos seis resonadores, podem, entdo, ser combinadas
lineamente, posshilitando o monitoramento dos modos normais de oscilag@® da esfera.
A combinac® linea das seis saidas, Merkowitz e Johnson chamaram canais dos

modos, 9,(t), os quais $o representados por [11]

a(t)=Ba,(t) . (5.28)

A proporcionalidade existente entre gn e Fns faz com que a leitura direta de cada cana
do modo corresponda a uma componente da forca Fns. A aplicac® de métodos
adequados de correlac®, filtragem e otimizac® possbilitam a extragd® do valor de
F . de Fys, e portanto posshilitam a obtencdo de informagdes sobre perturbagdes no
campo gravitadonal locd, h,,. Em outras palavras, viabilizan a detecc@® de ondas

gravitadonais.

83



84



CAPITULO 6

RESULT ADOS PARA O DETECTOR MARIO SCHENBERG

A primeira fase do Projeto Gréaviton é a construgéo e operacd do detedor esférico de
ondas gravitadonais Mario Schenberg. O instrumento esté sendo construido no Ingtituto
de Fisica da Universidade de Sdo Paulo (IF/USP), e os primeiros testes devem ser
redizados ainda em 2002 O trabalho € financiado pela Fundagé de Amparo a Pesguisa
do Estado de S&o Paulo (FAPESP), e conta com o apoio do Conselho Nadona de
Desenvolvimento Cientifico e Teaoldgico (CNPq), Coordenac@® de Aperfeicoamento
de Pessal de Nivel Superior (CAPES), e do INPE/MCT, além da colaboracd de vérios
grupos de pesquisa a redor do mundo.

A proposta inicial era a construgéo de um icosaedro truncado com 80Ckg, porém, em
amrdo com o projeto Mini-GRAIL (Holanda) e SFERA (Itdlia), optou-se pela
construg& de uma antena esféricacom 65cm de didmetro e 1150kg, usinada com a
liga metédlica CuAl(6%) (Cobre 94% , Aluminio 6%). Os trés detedores operaréo na
mesma faixa de freqUéncias, e, portanto, sera posdvel cruzar suas informagdes, e assm
aumentar a confiabili dade na detecc®. O Schenberg ira operar a temperaturas menores
gue 0,1K, e tera senshilidade suficiente para cgptar sinais com amplitudes
h>10 **Hz ¥?, nafaixade 3,0—3,4kHz [56], sendo um detedor competitivo com os

interferébmetros a laser, nesta faixa de freqiéncias.

Dentro desta banda de fregiéncias, encontram-se algumas fontes interessantes de
radiacd gravitadonal, e que sdo candidatas a serem observados pelo Schenberg. Dentre
elas podemos citar [56]:

1) Colapsos nucleaes em supernovas axi-assmetricas (Sec¢® 3.1.1);

2) Instabili dades hidrodindmicas em estrelas de néutrons (Se¢& 3.1.1);
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3) Excitacd® dos modos f de estrelas de néutrons, derrente da matéria aaetada
gue wlide cmm asuperficie da estrela, “estrelamotos’, etc (Secd® 3.2.1);

4) Excitag® dos primeiros modos quadrupolares de buraams negros com
M ~3.8M, [57,58];

5) Codescéncia de objetos compados, como estrelas de néutrons e burams
negros, cujo objeto final possiamassa ~3.8M , (Secd 3.1.2).

Além dis, algumas espeaulagdes o feitas obre objetos mais exéticos como:

6) Rotac® de estrelas bosdnicas ou de matéria estranha en ~1.6kHz [59,60].

7) Espirdacd de mini-burams negros em sistemas binarios [61].

O interese agtrofisico por estas fontes € grande, ja que as informagdes sobre estes
eventos SA0 escases, € muitas vezes puramente tedricas. Isto impulsiona o
desenvolvimento de teaologias para que detedores com as caraderisticas do Mario
Schenberg sejam eficientes e anfiaveis.

A proposta deste trabalho foi de estudar e encontrar 0s parametros que regem o
movimento da esfera, bem como, estimar o comportamento do detedor frente a um sinal
gravitadonal. Utilizando-se 0 modelo apresentado no cepitulo anterior (Se¢é 5.1), tais
parametros foram encontrados e suas propriedades e dependéncias so apresentadas na
Secd 6.1. Uma solucdo andlitica para a Equacd® de movimento 5.25 é mostrada na
Sec® 6.2. De pose destas expresdes, a resposta do detecor a um sina é smulada na
Sec® 6.3. E, completando os objetivos deste trabalho, uma estimativa da densidade
espedral do ruido browniano estdo expostas na Se¢d 6.4. Todos os vaores numéricos
dos parémetros e constantes utili zadas para os cdculos encontram-se na Tabela 6.1.
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TABELA 6.1. VALORES OBTIDOS E UTILIZADOS FELO MODELO.

Descricédo Simbolo Valor
Raio da esfera a4K R 0,3239m
Massa da esfera m 11495Kg
Massa efetiva da esfera My 2880 Kg
Massa do 1° resonador Mgy 1,697Kg
Massa do 2° resnador Mk 0,010Kg
Densidade média da esfera a4K P 80775 Kg/n?®
Médulo ce Younga 4K E 1,30%10" Pa
Razéo poisDnica . 0,364
Cosficiente de contraco linear do CuAl(6%) [62]* AR/R 34452x10°
Cosficiente volumétrico ce Lame p 4,776x10° Pa
Coeficiente tangencial de Lamé A 1.278410" Pa
Fregliéncia de ressonancia dos modos normais fo 31711 Hz
Parémetro namalizador 1 p. -5,5435
Parémetro namalizador 2 P2 2,2736
Parametro de movimento radial a(R) 2,8622
Parametro de movimento tangencial B(R) 0,6611
Fator X X 0,6014
Fator de qualidade mecanica da esfera Q. 2,0x10
Fator de quali dade mecanica do 1° ressonador Qru 1,0x10°
Fator de qualidade mecanica do 2° ressonador Qr 1,0x10°

* média ponderada = 94% Cu + 6% Al

6.1. OBTENCAO DOS PARAMETROS

O agoritmo parametroswms foi desenvolvido com a finadidade de se obter os
paréametros caaderisticos da esfera do detedor Mario Schenberg. O algoritmo,
apresentado no apéndice A, Secd® A.1, € um “script” para o software de computacd®
algébrica Maple V, da Waterloo Maple Inc.. E tem como dados de saida principais os

valores de «(R) e X(R), fundamentais para uma determinac® do movimento radial
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Fig. 6.1. Ajuste etre afuncao j(X), e sua expansdo em serie, s (j(X)).

do detedor e da massa efetiva da esfera, respedivamente. Um paréntese deve ser aberto
com relac® a sualinhade comando

j 2:=convert(series((3/t"3-1/t)*sin(t)-3*cos(t)/t"2,t,16), pol ynom;

gue tornou-se necessaria devido ao software ter sido incgpaz de solucionar o problema
algébrico, ja que as incdgnitas fazam parte do argumento das fungdes trigonométricas.
A linha de comando rediza uma expansdo em série da funcdo esférica de Bes=l de
ordem 2, j,(X), apresentada na Equac® 5.13. Como tal série é infinita foi necessiria
trunc&la em um de seus termos. A Figura 6.1 mostra como a s&rie, s;(j,(X)), e a
funci j,(X) segustam dentro dos limites dos argumentos x=qR, kR, de acordo com
a ordem do termo no qua a série foi truncada, sendo que o indicei representa a ordem
do termo. No modelo, a série étruncada no termo de ordem 16.
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Fig. 6.2. Tempo de computagd do algoritmo parametros.mws.

A utilizac® de um ndmero maior de termos na série refinaria o resultado, porém o
tempo de computac@® cresceria muito, devido as varias operagdes redizadas com a
funcdo j(x), 0 que era indesejével. Pode-se observar pela Figura 6.1, que o truncamento
no termo de ordem 16 encaixa-se satisfatoriamente ( j,(kR)/s,( j,(kR))~1). A Figura
6.2 mostra 0 aaéscimo do tempo de computac@® em fun¢do da ordem de truncamento,
guando o agoritmo é exeautado em um micro-computador Pentium 111 800 MHz, com
256 Mb de RAM, e dedicac® exclusiva. O algoritmo funciona como um “script”, ou
sgja, ndo € compilado, e portanto, é naturamente lento. Como pode ser observado pelo
gréfico, o truncamento da série no termo de ordem n=16 dispensou cercade trés dias de
computacd®. A linha dheia crresponde a gjuste polinomial.

As equagdes 5.3, 5.14a, 5.14b e as defini¢bes de g e k indicam que tanto os parametros
normalizadores, p; e p., quanto a freqiéncia caraderistica, f,, estéo condicionados aos
valores do raio, da raz® poisdHnica e do moédulo de Young referentes a esfera
O agoritmo leva en conta a ontrac@® térmicasofrida pelo raio quando a temperatura
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Fig. 6.3. Dependéncia entre p,e p, e v, para E=1,303x 10" Pa.
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Fig. 6.5. Dependéncia da freqiiéncia com arazé poisdnica eo modulo de Y oung.

do detedor é reduzida amilikelvins. Como n&o foi encontrado, na bibliografia disponivel,
o valor da contrac® térmicado CuAl(6%) a baixas temperaturas, utili zou-se uma média
ponderada dos valores do cobre e do auminio [62]. As dependéncias de p,e p. com a
raz&® poisdnica estdo representadas na Figura 6.3. Tais parametros praticamente
independem do valor utilizado para o mddulo de Y oung, como pode ser observado pela
Figura 6.4. A linha verticd pontilhada intercepta os valores utilizados. A forma com a
variac® dos valoresde v e E afetam a freqiéncia dos modos normais desacoplados
esta mostrada na Figura 6.5. Valores maiores para 0 médulo de Young e€/ou valores
menores da raza poisdnica deslocam a freqiéncia de ressonancia para frequéncias mais
altas, e viceversa. Isto faz com que a faixa de sensibilidade do detedor sga também
deslocada.

Com tais vaores é posdvel determinar os parametros de movimento radia, «, e

tangencial, B, nasuperficie da esfera, bem como o valor do fator X . Suas dependéncias

com a raz& poisDdnica sdo mostradas na Figura 6.6. Todos os resultados obtidos pelo
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Fig. 6.6. Dependéncia dos pardmetros «(R) e B(R) edo fator X(R)
com arazd poisnica

modelo estdo condizentes como os encontrados por Wagoner e Paik, e por Merkowitz e
Johnson [11,49].

O algoritmo supde uma simetria esférica perfeita e ignora os efeitos do furo de
sustentacé@, apesar de considerar a perda de massa causada pelo mesmo, diminuindo a
densidade média do corpo. Os efeitos da quebra de simetria causada pelo furo ndo foram
estudados, mas sabe-se que 0s mesmo ateram a constante de mola da esfera (pela
diminuicédo de mass), afetando de forma diferenciada cada um dos modos normais (a
porcé de massa retirada pelo furo, contribuiria para o transporte da oscilagé@ ao longo
da esfera de forma diferente para cada modo), deslocando suas frequéncias de

resonancia, e quebrando a degenerescéncia.

6.1.1. Frequéncias dos modos acoplados

O amplamento de resnadores seaundérios a esfera, com i modos de oscilagc®, sob a
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Fig. 6.7. Distribui¢cé dos resnadores bre asuperficie da esfera.

configurac® IT, faz com que a distribuicddo das frequéncias caraderisticas apresentem
I+1 quintupletos degenerados, e i modos ndo-degenerados. Estas degenerescéncias séo
conseqiéncias das smetrias apresentadas pela configuragd, evidenciadas pelas
propriedades 5.27, a, b e ¢, e da proporcionalidade entre as masss sugerida pela
Equac® 5.24. A Figura 6.7 mostra como os resonadores estdo distribuidos sobre a
superficie da esfera, onde os nimeros indicam como estdo ordenados no modelo. No
caso do detedor Mario Schenberg, onde se pretende acplar seis ressonadores de dois
modos, obtém-se um total de trés quintupletos degenerados (f ~ 30022; 31757;
33446H2), adém de dois modos isolados (f ~ 30517; 32951H2), totdizando 17 modos
de oscilaga.

A Figura 6.8 demonstra 0 comportamento das freqiéncias de resonancia do sistema a
medida que os resonadores vao sendo amplados. O cdculo foi redizado pelo algoritmo
f_2modos.m, apresentado no apéndice A, Sec@® A.3, para 0 software Matlab 5.3, da

Mathworks Inc.. Os nimeros a esquerda do gréfico correspondem ao nimero de
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Fig. 6.8. Fregiéncias dos modos acmplados.

ressonadores amplados a esfera, respeitando a ordenagé evidenciada na Figura 6.7. O
nimero O (zero) corresponde a esfera isolada (5 modos normais degenerados). O
namero 1, indica que somente o primeiro resonador estd acmplado. O nimero 2, que 0
primeiro e o segundo resonadores estdo conedados a esfera, e assm por diante. As
linhas pontilhadas indicam as freqiéncias medidas por de Waad, Gottardi e Frossati, do
Mini-Grail, com o primeiro protétipo da efera, atemperaturade 1.8K [63], juntamente
com as freqiéncias dos modos amplados, smuladas pelo modelo. Como pode ser
observado pela Figura 6.8, as freqiiéncias medidas déo suporte experimental a freqiéncia

obtida pelo modelo. Seu valor predso depende de valoresexatosde E e v .

Ao supor gque os modos normais desamplados séo degenerados, que os resonadores
possiem freqiéncia de resonancia coincidente e que posuiem um forte acoplamento
com os modos da esfera, de forma que ndo existam perdas por fricgé, torna-se possvel
encontrar uma solucéo andliticapara Equac® 5.25.
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6.2. SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE MOVIMENTO

O objetivo principal deste trabalho consiste em se obter uma expressio que descreva o
comportamento dos canais dos modos, quando o0 detedor € excitado por uma onda
gravitadonal. Para tanto, € necessrio que se conheca a expressio que descreve a
amplitude dos deslocamentos relativos dos resonadores. Como visto na Se¢d 5.2, a
equacd® de movimento da esfera amplada a j resonadores de um modo € dada,

assumindo-se que T,— , por:

mL 0 0 [[A®W]| [kl —kuaB 0 [[A(®)]
MeaB" Mmul 0 |[|&U [+ 0 kul —kel||a%(t|=
mpaB' Myl Ml |[&U] | 0 0 kel || %(U]
— S_
L —«B 0||E (6.2)
o L -L||E
0o 0o L]|E

Tal aproximacd é vélida (e necessiria para smplificar aresolugéo do problema) quando
0 tempo de decamento das oscilagdes é muito maior que o tempo de andise das

mesmas. E a Equac® 6.1 pode ser expressa (quando admitido que w;=w,, portanto

k;=m w>) sob aforma

ms1 0 0 A mslL —Mg B 0 - A-
leo‘éT Mg, | 0 9 +w§ 0 Mg, | —MgL | & |=
mRzo‘éT Mol Myl |[% Q Q mR2I=_ %

-
1L —«B 0 ||E (6.2)
0 L -L||E
0 0 LJ|E)

Com a finalidade de fadlitar a solu¢cé do problema, o vetor que contém as amplitudes
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dos modos e os deslocamentos relativos dos ressonadores pode ser decomposto em um
sistema de mordenadas baseado no “comprimento de massa”, segundo arelacé

1
L 0 0
ot S, 9,
Alt) Vmg 1
oq(t)[=yw(t)=] 0 —L 0 |w(t) (6.3)
- ym
(1) R L
0 0 —=l1
mRZ
Ao aplica-se 6.3 em 6.2, chega-se a expressio
VmsL 0 0
m, | - B
g ymal 0 | VML TVMeeB 0
Jmg - - Wt w| 0 VMg L —ymg, | |W =
m N
RZO(BT My lel_ mRZI— Q Q mR2|=
E
L -aB 0]||E
0o L -L||E (6.4)
0 0 LJ|E)

A Equac® 6.4 pode ser smplificada através de sua multiplicac® a esquerda pelainversa

da matriz que multiplica w(t) , dada por

me| 0 0 L 0 0
Omloe Jm,
R1 T
A/ ym
\/Hs B Mg L 0 . le O(QT r::‘1_|= 0 (6.5
S R1
mRZ T mRZ
BY —21 Jmgl m Jm
Jm 2 Jm s T !
— - \/Hs le \/mRz
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Ao multiplicar-se 6.4 por 6.5, obtém-se

L B 0
W + wg ——'le(xQT %(XZQTQ+|= __va2|= w =
Jm my VMg,
0 __‘mRZ|= %4_1 L
VMg, Mg,
) ~aB 0
1 __‘leo(BT VM aZBTB+£ I _ﬁ| E®
I ymg T m T T mg )T VMg ™ E; (6.6)
0 _\/Hr;‘mFQL %(%qtl)I: E;
R1 Mg, Rl

A fim de fadlitar a manipuacd® agébrica necessria para a resolugéo dos pass

subsequentes do problema, € mnveniente definir-se

AL Sl P (6.7)
ms le

Assm, aEquac® 6.6 torna-se

L —bB 0
W(t) + ws| —bB" b’B'B+L —al |w(t) =
0 —al  (a™1)L
L —«B 0
S
1 |-bB" ofbB'B+I1) -l | E
\/Hs 2 1 FN
0 —agl X at | =2
= b= ab =
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E definindo-se

L —bB 0
M =|-bB" b’B'B+L -—al |-
0 —al  (a®+1)L
L —«B 0
1 |-bB" «fbB'B+iL) -l
K= —=— = =="p= b= |
ym, 2
0 —agl X at+l I
= b= ab =
ES|
E=|E|
E)
aEquac® 6.8 torna-se
wit) + w:Mw(t) = KE(t). (6.9)

O préximo pas € obter uma forma ortonormal da equagé de movimento, representada
por 6.9, afim de separar os m+2j osciladores harmonicos, 0 que resultaria num mesmo
namero de equagdes lineaes, smplificando a solugéo do problema. Para tanto, pode-se

levar em contaque M. é simétrica e diagonalizével, e uma forma de diagonaizac® é a

aplicac® da expressio

,1M

=
=

=D, (6.10)

onde U e D representam, respedivamente, a matriz cujas colunas comportam os

autovetores e a matriz diagonal dos autovalores de M. . Entdo, a Equac® 6.9 asuume
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sua forma canbnica quando M é substituidapor D . E prudente admitir que D possui
apenas valores reds e positivos, pois desgja-se que as freqiiéncias sgjam reds e positivas.

T éatranspostade U ) asegura que

Impor que U é hermetiana (U'U =1, onde U
M sqja positivamente definida e, portanto, que D sgjared e positiva. Assm, quando a
Equacé® 6.9 é multiplicada por U' e M é substituida por D , obtém-se sua forma

ortonormal, dada por
Z(t) + wgD(HZ(t) = UTKE(t) (6.11)

onde £=U"w.

Feito isto, o problema € reduzido a m+2j equagdes diferenciais, que podem ser
solucionadas pela aplicac® de inlmeros métodos. Um deles consiste em resolver este
sistema no dominio das freqiéncias. Para isto toma-se a transformada de Fourier da

Equac® 6.11, aqual assume aforma

|
S
_N
+
S
o N
()
S
™
g
I
Ic
=
e

(w) 6.12)

O termo entre parénteses equivale a uma matriz diagonal, jaque D e L sjo diagonais.

Definindo-a @mo J “(w) , aEquac® 6.12 conduz a

KE(w) (6.13)

Ao combinar-se a transformada de Fourier do vetor deslocamento relativo, dado por 6.3,

comas equagies6.11e6.13, chega-se a

w
w

O |>z

) |=yUZ(w)=yU J(w)U K E(w), (6.14)

1

|
£
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gue representa asolugéo da equacd de movimento, no dominio das fregiéncias.
6.2.1. Autovalores e autovetoresde M.

Como pode ser observado pela Equac® 6.14, uma boa determinac&® dos autovalores e
autovetores da matriz M é essencial para a resolugcéo do problema. Portanto, suas
expreses devem ser obtidas de tal forma que respeitem rigorosamente as condicbes
impostas  anteriormente. Para atingir este proposito, utilizando-se de resultados
numéricos, obtidos pelo algoritmo f_2modos.m, percebeu-se que U pode ser separada

em dois grupos distintos

L
e U-=nlcB" | parak=234 (6.15)

onde os U, correspondem as trés degenerescéncias, enquanto, os U, . , as freqiéncias
isoladas. A notacd® + denota os autovetores correspondentes as fregqiéncias que estéo
adma (+) e abaixo (-) da degenerescéncia central. Os valores das constantes n,, , d, ,

Ne, C. e d, sfo obtidos atravésdarelacgd MU = U D, derivada da Equacé® 6.10,

onde

(6.16)

Os vaores de A, correspondem aos trés quintupletos degenerados, mencionados na

Secd 5.1.1, enquanto, A,, refere-se as dois modos ndo-degenerados.

Assm, obtém -se as seguintes expreses para as constantes adimensionais n,, , d,, ,

n,, ¢ e d,
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o S;HAX —2XS;—2Y
2 6s,

A(=1FIV3) X +H(=1+1V3)S5—4XS;+12(1+1V3) Yy 4,

Cs4=

onde

i=V—1;
s,=( s+ 12\/32)1/3;

s,=—8x°+36xy—108z;

s,=12y°+12x°*z—3x° y*+817°—54xyz;

a3\
X_3 b+27Tb)’

12 Apesar de C;, conterem parcdasimaginérias, seusvalores S0 reais.

(6.17a)

(6.170)

(6.17c)

(6.170)

(6.17¢)

(6.17f)

(6.179)
(6.17h)

(6.171)

(6.17)

(6.17K)

(6.17)

(6.17m)



Além diss,

A,=l1-ad, e Akzl—%"bzck. (6.17n)

A partir da aplicac® dos valores das equagdes 6.17n em 6.16 e, subseqlentemente, na

Equacd® 6.12, obtém-se

1
. <w2_w2> Q
3(w)= 1+ , (6.18)
- 0 !
- (wz—wi)_
onde
w;, =AWy e Wp=A wg, (6.19)

correspondendo as fregiéncias de resoonancia do sistema. Assm, torna-se posdvel obter

expreses andliticas que descrevam os deslocamentos relativos.

6.2.2. Expresfies para Alw), Gi(w) e Go(w)

Utilizando-se das propriedades de smetria da configurac® IT, apresentadas pelas
equagdes 5.27a, 5.27b e 5.27c, e depois de um exercicio agébrico, obteve-se as
expreses andliiticas para aEquac® 6.14, dadas por

BE; +

-
8

Z (JLES Jl— dkﬁéz“), (6.20)
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i 1 < .o m| & i}
G(w)=—"=2 n e AB ES+— X n, A B B+(ny, Ay +n, A, )2 BN+
Mg, k-2 Mgy | k=2
\/ms 24:nkadkAkBTB+<nl+dl+Al++nl d]_, Al,)l— E;\l, (621)
le mRZ k=2 - - =
1 4
<1 T~S
4,(w)=—"—=2" n,d, A, B E°+
mRzk:Z
- n.cdiA B B+(n, d. A, +n, d,_A, 1| E, +
\/mkz‘ékkkk__<l+l+l+lll>_l
ym| & .
—= 2 m A B By dE Ay 0, dE A, )1 B (622
R2| k=2

onde n,,=n,, (w)=

E, finamente, utilizando-se da Equacé® 5.28 € posdvel obter uma expressio para 0s
canais dos modos, §,,(w) , dada por

o T . (6.23)

As transformadas inversas de Fourier das equagdes 6.20 a 6.23, ddo a solugcédo da

equacd® de movimento 5.25. Estas equagdes permitem prever o comportamento do
sistema frente aum sinal gravitaaonal.
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6.3. SSMULACAO DA RESPOSTA DO DETECTOR A UM SINAL

Para smular o comportamento do detedor, foi gerado um sinal, em for¢a gravitadonal
efetiva, que serve de entrada no modelo. O sinal gerado supde uma onda gravitadonal
senoidal que incide sobre 0 zénite locd, ou sgja, sua direcd de propagacé coincide mm
0 eixo z do sistema de referéncias adotado. A onda posaui somente polarizac® “X” néo-
nula. 1sto fazcom que, unicamente, o segundo modo normal seja excitado, ja que a Unica
componente ndo-nula da forga gravitadonal efetiva, € . , (pelas equagdes de 2.31 até
2.32¢, e, 5.15). A fregiéncia do sinal coincide com a frequéncia de resnancia da esfera
desacoplada. Todos os termos referentes as fontes de ruido foram omitidos nesta
simulacg&. O algoritmo amp_2modos.m, apresentado no apéndice A, Se¢a A.4, cdcula

as amplitudes relativas e aresposta dos canais dos modos.

As dmetrias espedals, apresentadas pela distribuicdo dos resnadores sob a
configuracé@ IT, previnem que os demais modos sgam excitados pelo movimento dos
ressonadores, como mostra a Figura 6.9. Tal figura representa o involucro do batimento
entre as oscilagdes do modo da esfera e dos resonadores por ele excitados, e apresenta

amplitude méxima A.

A Figura 6.10 mostra o comportamento dos resnadores R, excitados pelo modo de
oscilac® da esfera. Os valores express a direita representam quanto o valor maximo
de g, € maior que o vaor de amplitude méxima A. Richard demonstrou que, por
conservacd de energia, araz® entre os deslocamentos € [64]

M:Jﬂ 5 M:\/E (6.24)
X[ Ym, Al mg,

nas freqiéncias de resoonéncia. Redizando-se o cdculo da mass efetiva do Schenberg,
e glicando-se arelac® 6.24, chega-se a
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Fig. 6.9. Comportamento do segundo modo normal da esfera frente ao

sinal simulado.
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Fig. 6.10. Amplitudes nos resonadores R2.
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Fig. 6.11. Planificac® do segundo modo normal da esfera, e a
distribuic&do dos ressonadores sobre sua superficie. O aaul e
vermelho representam as regides de maior amplitude radial
e sentidos opostos de movimento. O verde, regides de
movimento nulo.

%mmg? , (6.25)

gue representa um valor adma dos encontrados. Porém, como pode ser observado pela
Figura 6.11, os resonadores ndo se encontram em pontos de maxima amplitude de A, e
Isto judtifica a diferenca entre os valores. A figura representa uma planificac® do
segundo modo normal, apresentado na Figura 5.1, onde o azul e vermelho representam
as regides de maior movimento radial. De acordo com a figura podemos observar que 0s
resoonadores 3 e 5 encontram-se em regides de movimento radial nulo (cor verde). Os
resonadores 1 e 2 sd0 0s que mais se aproximam das regides de méxima amplitude.
Uma andlise andloga foi redizada com os demais modos, e obteve-se resultados
compativeis.

106



0A

Canais dos Modos
w

2 17471 A

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Tempo (s)

Fig. 6.12. Comportamento dos canais dos modos.

Pela Equacd 5.27, obtém-se os canais dos modos, cujo comportamento é representado
na Figura 6.12. Comparando-se as Figuras 6.9 e 6.12, é fadl perceber que, exceto pela
inversdo de fase, 0 cana corresponde a uma leitura direta do modo 2 da esfera, com um
ganho de quase duas ordens de magnitude. Pela Equac® 6.23, percebe-se sua
proporcionaidade com a forga gravitadonal efetiva, quando sdo suprimidos o0s termos
correspondentes as fontes de ruido, como sugerido na Se¢é 5.4.

Redizando-se atransformada de Fourier da Equacgé 5.15, obtém-se

ﬁm(w)z—%wzmsx R, (w) . (6.26)

Assm, pelo monitoramento de @(w) , pode ser obtida uma leitura diretade h, (w) .

Porém, o detedor red ndo estalivre das fontes de ruido.
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6.4. UMA ESTIMATIVA DA CONTRIBUICAO DAS FONTES DE RUIDO AOS
CANAISDOSMODOS

Para encontrar uma expressio que corresponda a contribui¢céo das fontes de ruido aos

canais dos modos, a Equacé 6.23 pode ser reescrita ®mo
Gm(@)=E() Frt Q@) Fl+Q(w) Fly. (6.27)

onde o escdar £(w) corresponde a funcZo de transferéncia das componentesde F° a0
cana do modo g,, correspondente. Analogamente, as matrizes Qf;‘j(w) representam as
fungbes resposta do canal do modo m, sendo que cada um deles responde a todas as

forgas de ruido F} .

Asaimindo-se que as fontes geradoras de ruido sdo estatisticamente independentes, e
ignorando-se as componentes .% .. em F2 , adensidade espedral dos canais dos modos

pode ser expressa por

S3(w)=[g(@)* ST+ 2 [on(w)[ 8[F+ X jQ% (w) ST® (6.28)
J J

com sT=F3F3 e STh=FN .
Como exemplo da aplicac® da Equacd® 6.28, cdculou-se a contribuicdo do ruido
causado pelas for¢cas de Langevin, cuja a densidade espedra € bem conhedda, e dada

por [65]

4Ky 1 M

ST (w)=—5—

(6.29)

onde ky;=1,38x10 **J/K representa a constante de Boltzman, T, a temperatura fisica
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Fig. 6.13. Densidade espedral da contribuigéo das forgas de Langevin, nos canais dos
modos.

do sistema, e m; e Q; correspondem a massa e ao fator de quaidade mecaica do
corpo i, respedivamente. A Figura 6.13 mostra o resultado obtido do cdculo da
densidade espedral, S} (w), ignorando-se a a¢® de qualquer sind gravitadonal
(% .=0). As contribuicBes a cada um dos modos normais possiem, aparentemente, a
mesma densidade espedral, porém seus valores sdo levemente diferentes, pois cada um
deles recébe contribuigdes diferentes de cada um dos resonadores. Estas contribuicoes
S0 pequenas comparadas com a da esfera ( mg/Qg~34mg,/Qp,~5.7x10° M,/ Qpy ,
para os valores utilizados), j& que a massa dos resnadores € muito menor. A
concordancia entre os valores de S (w) deve-se, também, ao fato de considerar-se,
inicialmente, que todos os modos possiem a mesma fungdo de transferéncia £(w) . O
estudo de fungdes &(w) diferenciadas para cada modo m, pode gjudar a compreender

os efeitos das assmetrias da “esfera” red sobre a respostas individuais dos modos a

ondas gravitadonais [47].
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A partir de uma boa estimativa das fontes de ruido, através do conhedmento de suas
densidades espedrais, posshilita-se a extrac@® de suas contribuigdes aos canais dos
modos, tornando-se possvel o monitoramento de Flm(w) . Seus vaores fornecem
subsidios para determinar a posicéo zenital e azmutal da fonte, bem como as amplitudes

nas polarizages “x” e “+”, fornecendo informagdes sobre fontes de radiac®
gravitadonal.
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CAPITULO 7

CONCLUSOESE CONSIDERACOESFINAIS

O modelo apresentado descreve o comportamento de um detedor de ondas
gravitadonais esférico, amplado a seis resonadores unidimensionais de dois modos,
com as caaderisticas do Mario Schenberg, frente a excitacé® causada pela passagem de
uma onda gravitadonal, cumprindo, desta forma, os objetivos deste trabalho.

A distribuicdo dos ressonadores na configuracd® IT permite combinar as informagdes
sobre os comportamentos individuais de tal forma, que € posdvel rewmnstruir o
comportamento de cada modo normal, separadamente. As simetrias apresentadas pela
configurag@® minimizam os efeitos de um resnador sobre os demais. Os canais dos
modos posaiem relacd® univoca com 0s modos normais, e consequentemente com as
componentes tensoriais da onda gravitadonal. Portanto, segundo mostram os resultados
apresentados, esta distribuicdo parece ser a mais indicada para o detedor Mario
Schenberg.

As expreses andliticas, que representam a solugdo para a equacé® de movimento da
esfera amplada a seis resonadores de dois modos (Equagdes 6.20 a 6.23), estdo em
perfeita concordancia com as solugdes numéricas, encontradas pelas operagdes matriciais
da Equacd® 6.14, o sugere que estdo corretas, podendo, entdo, serem utilizadas
futuramente na andlise do detedor.

A fdta de testes experimentais com a esfera red, que serd utilizada na constru¢éo do
detedor inviabili zou uma estimativa dos valores para a raz&® poisnicae parao modulo
de Young. Isto imposshilitou a obtencéd de um valor predso para sua freqiéncia de
resoonancia. Porém, utilizeando os valores estimados pela equipe de Giorgio Frossti,
obteve-se que as diferencas entre as frequéncias finais de resonancia do sistema séo
menores que 1% (para resonadores idénticos), como mostra a Figura 6.8. Portanto,
valores mais predsos tendem a garantir melhorias na aproximac® ao dedocar as
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freqUéncias para a posigoes condizentes com a redidade.

Obteve-se uma expressio (Equacd 6.28) que torna posdvel, conhecendo-se as
naturezas das fontes de ruidos, estimar suas contribuicdes aos canais dos modos
separadamente. Tal expressio vinha sendo procurada ha algum tempo pelos integrantes

do grupo, e serd bastante Gtil para modelagens futuras.

De poss destas expresHes serd posdvel resolver o problema inverso, ou sgja, a partir
do comportamento mecédico do detedor determinar as caraderisticas da onda
gravitadonal incidente responsvel pela excitac@® do sistema. Este é 0 proximo pas ha
elaboracd® de um modelo completo do detedor Mario Schenberg e constitui parte do
projeto de doutorado, onde pretende-se elaborar um modelo/algoritmo cgpaz de extrair

estas informagdes, mesmo que imersas no ruido instrumental.

Além disto, para finalizar, sugere-se alguns topicos para trabalhos futuros como um
estudo detalhado dos efeitos do furo de sustentac@® e como inserir a entrada de sinais
“esplrios’ que ultrapassem o isolamento vibradona no modelo, como considerar as
perdas por friccd e efeitos do acmplamento ndo pontual dos resonadores, e ainda, a

contribuicdo dos movimentos tangenciais no monitoramento dos canais dos modos.
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APENDICE A

ALGORITMOS

Este apéndice apresenta os principais agoritmos desenvolvidos para solucionar o

problema proposto.

A.l. parametros.mws

# Este agoritmo cdcula o valor dos pardmetros fisicos da esfera, seguindo a
metodologia apresentada na Secd 4.1. Os valores obtidos sdo utilizados no modelo do
detedor. O agoritmo € compativel com Maple V versdo 5.0#

> restart:with(linal g):

#Raio da esfera atemperatura anbiente

> Ri:=0.325

#Raio dofuro

> Rfi:=0.0L:

#Volume a temperatura ambiente descontando-se o furo
> Vi := evaf(4*Pi/3*Ri"3-Pi*Rfi"2*Ri):
#Densidade a temperatura anbiente

> rhoi:= 8€3:

#Massaa

> ms :=rho*Vi:

#Contracdo linear do Cu94%AI16% de 300-4K
> e= (339°.94+431*.06)* 10"\(-5):

#Raio da esfera a4K

> R:= Ri*(1-¢):

#Volumea 4K

> V:= evalf(4*Pi/3*R"3):

#Densidade a 4K

> rha=mg/V:

#Modulo de Younga 4K
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>E:=.130F12

#Raz&0 Poisnica

>nu = 0.364

#Coseficiente de Lamé

> mu := E/2/(1+nu):

#Coeficiente de Lamé

> |lambda := E*nu/((1-2* nu)* (1+nu)):
#Vetor Normal

> g:=sgrt(rho*omega0™2/(lambda + 2*mu)):
#Vetor Longtudinal

> k:=sgrt(rho*omegal*2/mu):

#Mudanca de Coordenadas (Cartesianas->Esféricas)
> x:= r*cos(phi)*sin(theta):

> y:= r*sin(phi)*sin(theta):

> z:= r*cos(theta):

#Harmonicos Esféricos

> Y:=array(1..5):

> Y[1]:= sgrt(15/(16* Pi))* (x"2-y"2)/r"2:

> Y[2]:= sgrt(15(16*Pi))* (2*x*y)/r"2:

> Y[3]:= sort(15/(16*Pi))* (2*y*z)/r™2:

> Y[4]:= sort(15/(16*Pi))* (2*x*2)/r™2:

> Y[5]:= sort(15/(16*Pi))* (3* 2 2-r*2)/(sgrt(3)*r"2):
#Gradiente dos Harménicos Esféricos

> gY:=array(1..5,1..3): u :=[r, theta, phi]:
>forifrom1lto5do:

\

g:=grad(Y[i],u,coards=spherical):
gY[i,1]:=g[1]:

gY[i,2]:=g2]:

aY[i,3]:=g[3]:

> od

\

\

\

#Definicdo da fungdes de BesH esféricas

> j2:=convert(series((3/t"3-1/t)*sin(t)-3*cos(t)/t"2,t,14), polynam):
> j2qr(r):=evalf(eval (j2,t=g*r)):

> j2kr(r):=evalf(eval (j2,t=k*r)):

> dj2gr(r) := simplify(diff(j2qr(r),r)):
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> dj2kr(r) := simplify(diff(j2kr(r),r)):

> drj2kr(r) := simplify(diff(r*j2kr(r),r)):

> dj2grr(r) := simplify(diff(j2qr(r)/r,r)):

> dj2krr(r) := simplify(diff(j2kr(r)/r,r)):

#Parametro de movimento radial

> apha (r) := simplify(c*R*dj2qr(r)+6*d* R/r*j2kr(r)):
#Pardmetro de movimento tangencial

> beta (r) := smplify(c*j2qgr(r)+d*drj2kr(r)):

#Fator Chi

> chi (r):= simplify(evalf(sqrt(3/5/Pi)*(c*j2qr(r)+ 3*d*j2kr(r)))):
#Funcdo CaracteristicaPsi_m

> psi:=matrix(5,3,[]):

> dJac:=det(jacobian([x,y,Z],[r,theta,phi])):
>forifrom1lto5do

> psi[i,1]:=simplify(alpha(r)*Y[i]):

> psi[i,2]:=simplify(beta(r)*R*gY[i,2]):

> psi[i,3]:=simplify(beta(r)*R*gY[i,3]):
#Normalizagdo

> u=vector(3,[psi[i,1],psi[i,2],psi[i,3]]):

> p:=simplify(datprod(u,u,'orthogoral’)):

> p:=simplify(int(p*dJac,phi=0..2*Pi)):

> pi=simplify(int(p,theta=0..P)):

> N[i]:=int(p,r=0..R):

> od

#Cond ¢des de contorno

> ccl:=simplify(eval(c* ((6/r*2-k"2/2)*j2qr(r)-2/r*dj2qr(r))+6* d* dj 2krr(r) ,r=R)):
> cc2:=simplify(eval(c*dj2qrr(r)+d* ((5/r"2-k"2/2)*j 2kr(r)-Lr*dj2kr(r)) ,r=R)):
#Determinacdo de omegal, c ed

> sol:=solve({ N[1]=V,cc1=0,cc2=0,0mega0>0} ):
#lmpressio dcs Resultados

> printf("Massa da Esfera = %A kg\n",ms);

> printf("Raio da Esfera a4K = %A m\n",R);

> printf("Densidade a 4K = %A kg/m*3\n",rho);

> for i from 1 to ngs([sol]) do:

> printf("\nEHHHHHHHHHHHHH Y,
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> printf("Solucgo %A\nc = %A\nd = %A\N",i,subs(sol[i],c),subs(sol[i],d));
> printf("Frequéncia dos modes a 4K = %A Hz\n",evalf(subs(sol[i],omega0)/2/Pi));
> printf("afa(R) = %A\n",eval(alpha(r),[r=R,c=subs(sol[i],c)
,d=subs(sol[i],d),omegal=subs(sol[i],omega0)]));

> printf("beta(R) = %A\n",eval (beta(r),[r=R,c=subs(sol[i],c)
,d=subs(sol[i],d),omegal=subs(sol[i],omega0)]));

> printf("chi(R) = %A\n",eval(chi(r),[r=R,c=subs(sol[i],c)
,d=subs(sol[i],d),omegal=subs(sol[i],omega0)]));

> printf("** Erros*\n");

> forjfromlto5do

> printf("N[%d]-V = %A\n" j,eval(N[j]-V,[c=subs(sol[i],C),
d=subs(sol[i],d),omegaO=subs(sol[i],omega0)]));

> od

> printf("C. Contorno 1 = %A\n", eval(ccl,[c=subs(sol[i],c)
,d=subs(sol[i],d),omegal=subs(sol[i],omega0)]));

> printf("C. Contorno 2 = %A\n", eval(cc2,[c=subs(sol[i],c)
,d=subs(sol[i],d),omegal=subs(sol[i],omega0)]));

> od;

A.2. parametros.m

%Este algoritmo funciona como uma biblioteca a qual € acessada pelos demais

algoritmos do modelo. O agoritmo € mmpativel com Matlab versdo 5.3.

R =.32388 % raio daesferaemm, a4K

ms = 114953, % massa da esfera em kg (descontado ofuro)

V = 4/3*pi*R"3; % massa da esferaem kg

rho = 8077.52,% densidade média da esfera em kg/m"3, a 4K
%fFr =[31582,31596,31685,31709,31743]; %frequéncias dos modaos medidas pelo Frossati
fO = 31711*ones(1,5); %frequéncia dos modas calculada
omega0 = f0*2*pi; % frequéncias angulares

afaR = 2.8622 % parametro de movimento radial, alfa(R)

chi = 0.6014 % fator chi (R)

meff = 5/6*(chi/2)*V*rho, % massa efetiva da esfera em kg
mR2 = 0.01; % massa do segundoresonadar em kg

mMR1 = sgrt(meff*mR2); % massa do primeiro resonador em kg
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omegaR =[omegal(1,1) omegal];

%L ocali zagdo dos Resonadores

phi =[1.047197551-1.0471975513.141592654-2.0943951030, 2.094395108

theta = [.6523581399.6523581399.65235813991.3820857961.3820857961.38208579%
ord =[4,6,5,2,3,1];

phi = phi(ord);

theta = theta(ord);

%M udanca de coordenadas

X = R*cos(phi).*sin(theta);

y = R*sin(phi).*sin(theta);

Z = R*cog(theta);

%Matriz modeo

B(1,:) = sgrt(15/(16*pi))* (x."2-y."2)./R"2;
B(2,:) = sort(15/(16*pi))* (2*x.*y)./R"2;
B(3,:) = sort(15/(16*pi))* (2*y.*2)./R"2;
B(4,)) = sgrt(15/(16*pi))* (2*x.*2)./R"2;
B(5,:) = sort(15/(16*pi))* (3*z."2.-R"2)./(sart(3)*R"2);
%T ransposta da matriz modelo

BT =B

A.3.f_2modos.m

% Este dgoritmo cacula & freqiéncias dos modos acoplados %

parametros.m;
nm=25;
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F=zeros(17,7);
F(1:5,1)=omega0'/(2*pi);

for i=1:5;
fprintf(fid,'%f %f %fn',F(i,1),inic,fim);
end
ks = ms*omegal."2; % constante de mola da esfera

for nR=1:6
kR1 = mR1*omegaR(1:nR)."2; % constante de mola do primeiro resonador
kR2 = mR2*omegaR(1:nR)."2; % constante de mola do segundoressonador

gama = [(1/sgrt(ms))*eye(nm,nm) zeros(nm,nR) zeros(nm,nR)
zeros(nR,nm) (1/sgrt(mR1))*eye(nR,NR) zeros(nR,nNR)
zeros(nR,nm) zeros(nR,NR) Wsgrt(mR2))*eye(nR,nR)];

M = [ms*eye(nm,nm) zeros(nm,nR) zeros(nm,nR)
mR1*afaR*B(;,1:nR)" mR1*eye(nR,nR) zeros(nR,nR)

mR2*alfaR*B(:,1:nR)" mR2*eye(nR,nR) mR2*eye(nR,nR)];

K = [diag(ks) -kR1(ones(nm,1),:).*alfaR.*B(:,1:nR) zeros(nm,nR)

zeros(nR,nm) diag(kR1) diag(kR2)
zeros(nR,nm)  zeros(nR,nR) diag(kR2)];
M = gama*M;
K = gama*K;

[U.D] = dg(inv(M)*K);
fregs = (sart(diag(D)))/(2*pi);
for i=1:length(fregs)
F(i,nR+1)=fregs(i);
end
end
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A.4. amp_2modos.m

% Este algoritmo modela o comportamento do detedor frente a um sinal em forca
gravitadonal efetiva, introduzida pelo arquivo de dados sinal.dat, e imprime os gréficos
representativos %

parametros;

b=alfaR*sgrt(mR1/ms);

a=sgrt(mR2/mR1);

| = sort(-1);

X = 2*pi/3* (& 2/b+3/2/pi*b);

y = 2*pi/3* (ar 2/ 2* (0" 2-2*pil3)-1);

Z = -4*pin2/9*ar2/b;

sl = 36*y*x-108z-8*x"3;

S2 = 12y 3-3FyN 2 XN 2-54% y* x* z+81* 22+ 12 7+ X13;
s3 = (s1+12*sgrt(s2))N(1/3);

ck(D) = real (1/6*(s3"2-12Fy+4* x"2-2*x*s3)/s3);

ck(2) = real (1/3*(-1-1*sort(3))*x"2/s3-1/3* x+(1+1*sgrt(3) ) * y/s3+1/1 2* S3* (- 1+ * sqrt(3)));
ck(3) = real (1/3* (-1+1*sgrt(3))*x"2/s3-1/3* X- (- 1+1* sgrt(3)) *y/s3+1/ 12+ s3* (- 1-1* sgrt(3)));
dk = 3/2/pi*bla* (ck.N2-2* pi/3+b* ck);

nk = sgrt(1./(1+3/2/pi* (ck.~2+dk."2)));

lambdak = 1- 3/2/pi*b*ck;

omegak = sgrt(lambdak* mean(omega0)"2);

dl = -1/2*[atsgri(a*2+4),a-sort(a*2+4)];

nl = sgrt(1./(6*(1.+d1.”2)));

lambdal = 1-a*d1;

omegal = sgrt(lambdal.* mean(omegal)*2);

% Leturados Dados

fid = fopen('sinal.dat’,'r");

dados = fscanf(fid,'%g %g %g %0g %g %g',[6 inf]) ;
fclose(fid);
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% Transferéncia dos dados

t = dados(1,);
Fst = [dados(2,:);dados(3,:);dados(4,:);dados(5,:);dados(6,:);];
N = length(t);
fori=1.5
Fsw(i,:) = fft(Fst(i,:),N);
end;
dt = t(2)-t(1);
omega = 2*pi* (0:N-1)/(N*dt);
for j=1:N;
etaw = nk.~2./(omegak.*2 - omega(j)"2);
SAw = sum(etaw.*lambdak);
AW(:,j) = Usgrt(ms)*sSAw* Fsw(:,));
etal = n1(1)"2/(omegal(1)"2-omega(j)"2)+n1(2)"2/(omegal(2)"2-omega(j)"2);
sglw = sum(etaw.* ck.*lambdak)* eye(6,6);
glw(:,j) = Vsgrt(mR1)*sglw*BT*Fsw(:,j);
sg2w = sum(etaw.* dk.*lambdak)* eye(6,6);
g2w(:,j) = VUsgrt(mR2)*sg2w*BT*Fsw(:,j);
end,

At = rea (fft(Aw',N));
At = At} AL(,1) =0;
glt = real(fft(glw',N));
git = glt';,glt(:,1) = 0;
g2t = real(fft(q2w',N));
g2t = g2t';g2t(:,1) = 0;

%Normalizagdo das Valores

gt = glt/max(max(alfaR*BT*At));
g2t = g2t/max(max(alfaR*BT*At));
% Canais dos Modcs

g =B*gzt;
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%% % Plota os Gréficos %%%

closeall

% Amplitudes dos modos

figNumber=figure( 'Name,'Amplitudes dos modacs normais, ‘NumberTitl€,'off',. "Visibl€,'on);
set(figNumber);
cla
axis off
fori=1:5
axes('position,[.1 (i/10-.08)*2 .8 .15])
plot(t,At(i,:)/max(max(At)),'Color',[0 0 Q);
xim([0 .05])
set(gea,"X Tick',0:..01:.05)
ylim([-1.1 11])
text(-.0050,num2str(i), FortSize,14)
axis off
end,

% Mode Chanrds

figNumber=figure( 'Name,"Mode Channds", NumberTitle,'off’, "Visibl€,'on);
set(figNumber);
cla
axis off
fori=1:5
axes('position,[.1 (i/10-.08)*2 .8 .15])
pot(t,g(i,:)/max(max(g)),'Color',[0 0 Q);
xim([0 .05])
sef(gea,'X Tick',0:.01:.05)
ylim([-1.1 1.1])
text(-.0050,num2str(i), FortSize,14)
text(.051,0,[num2str(max(g(i,:))),'A",'FortSize,7)
axis off
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end

% Amplitudes nos 1° resonadores

figNumber=figure( ...
'‘Name,'Amplitude de cada resonadar R1, ...
'Number Titl€,'off",...
'Visible,'on);
set(figNumber);
cla
axis off
fori=1:6
axes('position,[.1 (i/10-.075*1.67 .8 .10Q))
plot(t,glt(i,:)/max(max(qlt)),'Color',[0 O Q);
xim([0 .05])
sef(gea,'X Tick',0:.01:.05)
ylim([-1.1 1.1))
text(-.0050,num2str(i), FortSize,14)
text(.051,0,[num2str(max(glt(i,:))),'A’],'FontSiz€,7)
axis off
end,

% Amplitudes nos 2° resonadores

figNumber=figure( ...
'‘Name,'Amplitude de cada resonadar R2, ...
‘NumberTitl€,'off’, 'Visible,'on);
set(figNumber);
cla
axis off
fori=1.6
axes('positiont,[.1 (i/10-.079*1.67 .8 .1Q));
plot(t,g2t(i,:)/max(max(g2t)),'Color',[]0 0 Q);
xlim([0 .05));
sef(gea,'X Tick',0:.01:.05);
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ylim([-1.1 11]);
text(-.0050,num2str(i), FortSize,14);
text(.051,0,[num2str(max(g2t(i,:))),'A’],'FortSiz€,7)
axis off;

end;
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