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« The applications of analysis to the physical
Sciences, have the double advantage of manifesting
the extraordinary powers of this wonderful
instrument of thought and at the same time of
serving to increase them; numberless are the
instances of the truth of this assertion.»

—— GEORGE GREEN, An Essay on the Application of
Mathematical Analysis to the Theories
of Electricity and Magnetism (1828)

« I have on the present occasion merely noticed, but
not insisted upon, these inferences, feeling
persuaded that in researches like the present,
little confidence is due to such consegquences as are
not supported by a rigorous analysis.»

— GEORGE GREEN, Supplement to a Memoir on the
Reflexion and Refraction of Light (1839}

« ... so0o that the preceding formula, even when taken
in its greatest extent, will not fully satisfy all
the observed phenomena. The irregularity of the
depth of the ocean, the manner in which it is spread
over the earth, the position and declivity of the
shores, their connexions with the adjoining coasts,
the currents, and the resistances which the waters
suffer, cannot possibly be submitted to an accurate
calculation, though these causes modify the
oscillations of this great fluid mass.»

-— LAPLACE, Traité de Mécanique Céleste, Livro IV
(Tradugdo inglesa por N. Bowditch, 1832)
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EQUATORIAL OCEAN CIRCULATION PROBLEMS: DETERMINATION OF
THE HORIZONTAL STRUCTURE OF THE BAROCLINIC MODES BY
BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS

ABSTRACT

This work contains a detailed presentation of
a new methodology for the numerical simulation of tropical
ocean <circulation. Specifically, one considers the
linearized shallow water equations on the equatorial
B-plane, which may be used to describe the horizontal
dependence of each baroclinic mode in a wvertical normal
mode expansion. A general boundary value problem for these
equations, with slip boundary conditions applied at a
boundary of arbitrary geometry, is reformulated as a
boundary integral equation for the unknown boundary
pressure distribution. In this way, one obtains integral
equations describing both the wind-forced circulation and
the scattering of free equatorial waves by islands and
continental margins of arbitrary geometry. The kernels of
the integral operators appearing in the boundary integral
equations are analytically represented as expansions in
free equatorial waves involving the Hermite functions
wm(y), where y is the non-dimensional latitude. In certain

cases of interest, it 1s inconvenient to compute the
kernels through these expansions, because of their slow
convergence. Physically, this arises from the superposition
of equatorial waves with complex wavenumbers (zonally
damped modes). A general theory is developed for the
asymptotic evaluation of the remainder of a Hermite
expansion, when the series is truncated after a
sufficiently large number of terms. This theory, which is
applicable to a variety of oceanographically relevant
expansions, allows the efficient numerical computation of
the kernels of the integral operators. Procedures for the
numerical solution of the boundary integral equations by
the boundary element method are developed and implemented
in a set of routines in FORTRAN 77. Advantages of the
present formulation include the possibility of evaluating
the solution in selected areas of the ocean, the ease in
the representation of complex coastal geometries, and the
unified treatment of all frequencies of oceanographic
interest without using approximations such as those of long
waves or low frequencies. The new methodology is
illustrated by a study of the scattering of egquatorial
Rossby waves with periods between 50 and 90 days by the
western Atlantic Dboundary. Some  of the resulting
interference patterns exhibit a reglon of large amplitudes
of os0111at10n, whose center is located between 3-9 N

35-47 W. Evidence is found that this effect arises from the
constructive interference of zonally damped modes which are
excited south of the Equator at the ocean boundary.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Muitos problemas relevantes em Mecénica de
Fluidos Geofisicos ndo sdo tratdveis através dos métodos de
andlise matematica atualmente disponiveis. Esta
dificuldade, juntamente com a crescente capacidade de
cadlculo numérico proporcionado pelos computédores digitais,
tem motivado o aparecimento de um grande nimeroc de modelos
computacionais, gue procuram representar alguns aspectos do
oceano ou da atmosfera (ou ambos).

A maioria dos modelos de circulagdo ocednica
de grande escala baseia-se no método das diferengas finitas
(Bryan, 1969; Cane e Patton, 1984; McCreary et al., 1984).
A grade computacional & geralmente construida ao longo dos
paralelos e meridianos, de modo que os contornos ocednicos
sdo representados como uma seqiiéncia de degraus em latitude
e longitude. Para representar razoavelmente um contorno
ndo-zonal ou ndo-meridional, & preciso dispor de uma grande
resolugdo espacial. Em conseqiléncia, as necessidades de
armazenamento de matrizes numéricas e tempo de
processamento podem restringir o uso do modelo a grandes
computadores. Outra deficiéncia dos cddigos de diferengas
finitas & a dificuldade de alterar, ainda que ligeiramente,
a geometria do modelo. Além disso, o grande ndmero de
pontos de grade aumenta o perigo de erros humanos de
codificagdo. Mais grave, no entanto, & a dificuldade de se
aplicar precisamente as condi¢des de contorno desejadas.
Claramente, © escoamento préximo de um contorno em degraus
pode ser bem diferente do escoamento préximo do contorno
real, que & uma curva mais suave. Finalmente, a resolugéo
da solugdo numérica obtida & limitada diretamente pelo
espacamento da grade, perdendo-se a informagdo relativa aos



processos de menor escala.

Nos Gltimos dez anos, o método numérico
conhecido como método dos elementos de contorno (Brebbia et
al,, 1984) vem sendo usado em diversas &reas da Engenharia
no tratamento de equagdes diferenciais parciais. A idéia do
método & substituir um problema de valores de contorno para
a equagdo diferencial parcial por uma equag¢do integral de
contorno, a gqual é& tratada numericamente com algoritmos
relativamente simples. Uma equagdo integral de contorno é
uma condigdoc sobre os valores da fun¢do incédgnita ao longo
da fronteira do dominio de interesse, envolvendo integrais
da funcdo incégnita sobre a fronteira. A solu¢io numérica
de tal egquagdc integral envolve a discretizacdo da
fronteira em pequenos segmentos (elementos de contorno)
ocrientados tangencialmente & mesma. O método dos elementos
de contorno permite assim uma maior fidelidade na
representagdo de contornos complicados, em comparagdo com o
método das diferengas finitas. Além disso, a equagédo
integral de contornc incorpora exatamente a informag¢do dada
pelas condigbes de contorno, de modo gue ndo & necessario
utilizar uma versdo discreta destas {ltimas. A equagdo
integral de contorno descreve a interagdo entre as diversas
partes do dominio de interesse através de "fungdes de
influéncia" (as vezes chamadas "solugdes fundamentais" ou
"fungdes de Green" do problema). A determinacdo das fungdes
de influéncia envolve geralmente uma investigagdo detalhada
da fisica bésica do problema considerado. Os resultados
desta investigagdo sdo entdo utilizados extensivamente no
processo de solug¢do numérica. O uso do método dos elementos
de contorno permite gque se examine a solugdoc em Aareas
selecionadas do dominio sem necessidade de se calcular a
solugdo no restante do mesmo. Em geral, na solugdo numérica
& possivel resolver detalhes menores do dque a dimensdo

caracteristica dos elementos de contorno empregados. A



solugdo tende a ser mais suave que uma solug3o por
diferengas finitas, devido ao cariter suavizante da
operagdo de integracgio.

Um dos exemplos mais simples do uso do método

dos elementos de contorno & dado pelo processo de solugdo
numérica da equa¢do de Poisson

em um dominio bi-dimensional B de forma arbitraria, com
condigdes de contorno de Dirichlet ou de Neumann {Brebbia
et al., 1984). Uma formulagdo integral para este tipo de
problema & obtida através da identidade de Green
(Hildebrand, 1965)

”;W% - ¢v%Y)dA = §BB[¢, % - ¢ %]ds, (1.2)

onde §/dn denota a derivada na dire¢do normal exterior a
8B, fazendo ¥ = G, a fungdo de Green para o operador
laplaciano. Esta representa a solugdo de (1.1) guando o
termo inomogéneo { estd concentrado em um ponto arbitréario
r’ do plano (sendo entdo descritoc por uma fungdoc delta de

Dirac),
vee(r;r’) = s(r-r’). (1.3)

Substituindo (1.1) e (1.3) em (1.2), e aplicando ceondigdes
de contorno de Neumann (condig¢des de Dirichlet podem ser

tratadas analogamente)
8¢ _ A(s) em 8B, (1.4)

obtém-se a seguinte representagdo integral para a solugdo
do problema de valores de contorno:



S(ory = §aB[¢ % - AG]ds + IIBCG da. (1.5)

Claramente, esta representacdo serd valida somente se r’
estiver no interior de B. A utilidade de (1.5) reside na
possibilidade de calcular o valor da solugd3o ¢ em pontos
interiores a partir de seus valores de contorno, da funcéo
de Green e suas derivadas, da condig3o de contorno e do
termo inomogéneoc. A fungdo de Green para o operador
laplaciano pode ser facilmente calculada a partir de (1.3),
sendo dada por (Brebbila et al., 1984)

G(r;r’) = (1/2m) 1n Ir-r’l. (1.6)

Entretanto, a solugdo interior ndo poderd ser calculada por
(1.5) a menos gque os valores de contorno de ¢ (nao
especificados pela condigdo de contorno) sejam
determinados. Considera-se entdo um processo de limite
envolvendo (1.5), no qgual o ponto interior £’ aproxima--se
do contorno 6B (Brebbia et al., 1984). Omitindo os
detalhes, o resultado & uma relagdo envolvendo apenas os
valores de contorno de ¢, ou equa¢do integral de contorno,

120y = §6B[¢ & - AG]ds ¥ IJBCG da, (1.7)

valida 'guando r’ pertence aoc contorno é8B. A equagio
integral (1.7) pode entdo ser resclvida numericamente
através da discretizagdoc do contorno 8B em pedquenos
segmentos (elementos de contorno). A versdo discreta de
(1.7) serd um sistema ndo-esparso de equag¢des lineares,
cuja dimensdo sera igual ac niimero de elementos de contorno
em que 3B foi dividido. A solugio deste sistema de equagdes
fornece entdo a distribuigdo de valores de contorno de ¢, o
que permite finalmente o emprego de (1.5) no c&lculo da
solugdo em pontos arbitrarios do dominio B. Note-se dque



-

enquanto & necessario calcular todos os valores de contorno
de ¢, a solugdo interior pode ser calculada, por (1.5%),
apenas em pontos selecionados de B.

Em vista das diversas vantagens do método dos
elementos de contorno, €& algo surpreendente gque o método
ndo tenha ainda sido usado na solugdo de problemas em
Mecénica de Fluidos Geofisicos. Um esforgo inicial nesta
diregdo foi realizado por Mattioli (1981). Este autor
derivou uma formulagdio integral para as equagdes
linearizadas de &gua rasa sobre o plano-f, no dominio de
freqliéncia, sugerindo o método dos elementos finitos para
sua solugdo. No entanto, esta idéia parece ter sido
abandonada por Mattioli nos anos subseglientes. Vianna
(1987) considerou independentemente o caso particular de
uma profundidade constante, no qual a equagdo gue governa o
campo de pressdo & a equacgdo de Helmholtz em duas dimensdes

2 2

Ve - K¢ = C. (1.8)

Considerando a solugdo fundamental desta equag¢do, dada por
(Brebbia et al.,, 1984)

G(r;r’) = (1/2m) Ko(kli’--—i’-'l), (1.9)

onde K, & a fungd3o modificada de Bessel de ordem zero
(Abramowitz e Stegun, 1965), Vianna obteve uma equagédo
integral de contorno para a pressdo, que pode ser resolvida
numericamenté pelo método dos elementos de contorno. Mais
tarde, Vianna (1988) introduziu uma formulagdo andloga para
as equagdes linearizadas sobre o plano~f edquatorial,
determinando uma expressio formal para a solucgdo
fundamental da equag¢do gue governa o campo de pressao, a
Equagdo da Maré de Laplace (Laplace, 1966) sobre o plano=§
equatorial (Matsuno, 1966). Devido @& anisotropia do



problema (a diregdo meridional se distingue pela variacgéio
do parédmetrce de Coriolis), esta solugdo & bem mais
complicada do que aquela determinada anteriormente para as
equagdes sobre o plano-f; & diferenga das solugdes
fundamentais consideradas acima, a solugdco fundamental
G(;;;’) da Equag¢do da Maré de Laplace ndo depende apenas da
distancia |r-r’{.

Um exemplo isolado do uso de equagdes
integrais de contorno em estudos de circulagdo oceénica
é descrito por Rowlands (1982), em um estudo dos efeitos de
ilhas sobre a propaga¢ido de ondas de Kelvin equatoriais.

0 presente trabalho discute em detalhe os
aspectos matemidticos e computacionais relevantes para a
solugdo de problemas de resposta oceénica linear sobre o
plano-f equatorial pelo métodoc dos elementocs de contorno.
Recentemente, tais problemas vén sendo estudados
intensivamente (para uma revisdo, v. McCreary, 1985),
através de cddigos numéricos e métodos analiticos e
assintdticos, As investigag¢des analiticas geralmente fazem
uso de expansdes das varidveis dinamicas (presséo,
velocidade, etc.) em séries infinitas de fungdes de
Hermite. As fungdes de Hermite descrevem a estrutura
latitudinal das autofun¢gdes de um oceano (ou atmosfera)

ilimitado sobre o plano-f egquatorial (Matsuno, 1966).

As autofun¢des podem ser divididas em cince
categorias: ondas de gravidade, ondas de Rossby curtas,
ondas de Rossby longas, ondas de Kelvin e ondas mistas de
Rossby-gravidade (ou ondas de Yanai). Cada categoria inclui
ondas de virias freqiiéncias e escalas espaciais e, com
excecdo da classe das ondas de Kelvin, apresenta disperséo.

Devido & dispers3o e & grande variedade de autofungdes em

problemas de dindmica equatorial, é aparente em vVarios



trabalhos a dificuldade em 1lidar rigorosamente com a
cinemdtica de um grande nimero de ondas equatoriais (Cane e
Sarachik, 1976, 1981; Cane e Gent, 1984; Cane e Patton,
1984). A fim de evitar o tratamento direto da disperséo,
usa-se freqgliientemente as aproximagdes de "baixa freqgiiéncia"
e "ondas longas"™ (Cane e Sarachik, 1981; du Penhoat e
Treguier, 1985), nas quais sdo retidos apenas os modos de
Kelvin e de Rossby mais longos, estes dltimos quase
ndo-dispersivos. Ao descartar o restante das autofungdes,
no entanto, torna-se impossivel satisfazer as condigdes de
contorno usuais ao longo das margens continentais.
Condigdes de contorno artificiais sf8o entfo introduzidas,
de forma a parametrizar 0s efeitos dos modos
negligenciados. A fim de justificar fisicamente a validade
da aproximagdo, argumenta-se (algo vagamente) gque as ondas
descartadas sdo fortemente amortecidas devido a efeitos de
fricgdo. No entanto, tais modos sdo ainda importantes para
determinar a circulagdoc préximo dos contornos ocednicos.

Outra dificuldade encontrada no tratamento
das expansdes em autofungbes & a lenta convergéncia de
muitas séries de fungdes de Hermite (Cane e Patton, 1984;
Boyd e Moore, 1986). Isto ocorre principalmente porgue a
convergéncia de tais séries é bastante ndo-uniforme em
latitude. 0 uso de métodos de somabilidade bem conhecidos
(Hardy, 1956) foi recentemente proposto por Boyd e Moore
(1986) para acelerar a convergéncia das expansdes.
Entretanto, estes autores ndo testaram os métodos propostos
em todos os casos de interesse; tampouco apresentaram
razdes pelas quais os métodos deveriam funcionar em geral,
ou ainda restrigdes & sua validade. Uma desvantagem comum
aos métodos de somabilidade baseados na construgdo de
seqiiéncias auxiliares de convergéncia mais réapida, como os

propostos por Boyd e Moore (1986), & a auséncia de uma
estimativa rigorosa do niamero de termos gque & preciso



calcular a fim de se obter uma resposta confiivel. Assim, o
problema da computagdo numérica de séries de Hermite ndo
estd ainda satisfatoriamente resolvido na literatura

oceanografica existente.

Na presente formulagdo, as condigdes de
contorno sdo incorporadas exatamente nas equag¢des integrais
de contorno. As fungdes de influéncia, ou nicleos, das
equagdes integrais podem ser representadas como séries de
fungdes de Hermite. Em certos casos, tais séries convergem
muito lentamente, ou mesmo divergem; nestes casos, as
representagcbes em série sdo & primeira vista de pouca
utilidade. J& que o método dos elementos de contorno requer
extensivamente a computagdo precisa dos nidcleos, tornou-~se
necessirio desenvolver métodos eficientes e rigorosos para
a avaliagdo de séries de fungdes de Hermite. O resultado
desta pesquisa foi wuma técnica assintdética de soma,
juntamente com condigdes bem definidas para sua validade
(Holvorcem, 1991). A técnica baseia-se no comportamento
assintdético bem conhecido das fungdes de Hermite (Schwid,
1935; Olver, 1959) e em técnicas de andlise cléassica, como
a férmula do somatdério de Poisson (Henrici, 1977). Séries
divergentes sido tratadas da mesma maneira gque as séries
convergentes, através de métodos de somabilidade abelianos
(Hardy, 1956). A aplicagdo desta técnica para a computagio
dos nlcleos permite a implementaglo do método dos elementos
de contorno para a solugdo de varios problemas de resposta
linear equatorial, sem qualquer suposigdo a priori a
respeito da freqiiéncia ou dos comprimentos de onda
envolvidos. Além disso, a técnica oferece uma solugdo
rigorosa e econémica para o problema da computagdo de

séries de Hermite.

A presente metodologia de trabalho
possibilita a solugdo numérica de uma boa variedade de



problemas de dindmica equatorial, sem a necessidade de se
dispor de grandes recursos computaciocnais. Problemas de
espalhamento de ondas equatoriais por margens continentais
arbitrarias (Clarke, 1983; Cane e Gent, 1984; McCalpin,
1987) e 1ilhas (Yoon, 1981; Rowlands, 1982) podem ser
formulados de maneira extremamente compacta usando equagdes
integrais de contorno. A solugdo pelo método dos elementos
de contorno & imediata, enquantc que cédigos de diferengas
finitas para estes problemas (Moore e McCreary, 1990; Yoon,
1981) sdo menos eficientes. Problemas de circulagdo forgada
pelo vento em bacias oceénicas de forma realista também
podem ser resolvidos economicamente, com todas as vantagens
inerentes ao método dos elementos de contorno (Vianna e

Holvorcem, 1991).
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cAPITULO 2

FORMULACAO INTEGRAL DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

2.1 - 0 MODELO OCEANICO

" Neste trabalho, consideramos um modelo
ocednico linear, baroclinico, tri-dimensional, descrito por
McCreary (1981). Utiliza-se a aproximagdo do plano-8, € a
geometria da costa é& arbitraria. Assume-se que o oceano
est&d confinado entre duas superficies horizontais rigidas,
uma no topo e outra no fundo. A estratificagdo vertical é
continua, com um perfil b&sico de densidade p(z). 0 campo
de vento age sobre o© oceano como uma for¢a de volume
distribuida em uma camada de mistura superficial, de
espessura suposta constante (Ligthill, 1969). ©0 modelo
incluil uma parametrizag¢do da difusdo vertical de calor e
momentum, através de coeficientes de difusdo k e v. A fim
de permitir a separacgdo entre as variaveis horizontais (x e
¥y) e a vertical (z), assume-se dque os coeficientes de
difusdo sdo inversamente proporcionais ao quadrado da

freqiiéncia de Brunt-Vadisdlid N(z):
K =V = A/Nz(z), (2.1)

onde A & constante. Além disso, o termo de difusdo de calor
é modificado de (kp )}, para (kp)__ (McCreary, 1981). Com
estas suposigdes, as varidveis dindmicas podem ser
representadas em séries de modos baroclinicos. As equagdes
de movimento para a estrutura horizontal de cada mode

baroclinico sdo as equagdes de dgua rasa

pouaﬁ + ByZ x Q) = -Up - (poA/cz)a + F, (2.2)
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3.p + (a/c%)p + poczv-ﬁ = 0. (2.3)
Nestas equagdes, P, & uma escala de densidade da &qua, ﬁ# p
e F representam as projeg¢Ses do vetor velocidade
horizontal, da pressfo e da forga de volume gque representa
o forcamento pelo vento socbre o modo baroclinico
considerado, ¢ & o autovalor vertical (igual & velocidade
das ondas de Kelvin no modo baroclinico em guestdo), e 8 =
2,28x107" m's™ & a taxa de variagdo do paradmetro de
Coriolis com a latitude sobre o equador.

A fim de obter uma dnica equag¢do escalar

equivalente a (2.2) e (2.3), é& conveniente aplicar uma
transformada de Fourier no tempo, definida por

f(w) = I:e'“‘""f(t)dt. (2.4)

A versio transformada de (2.2) pode ser resolvida para a enm

termos de p e F:

> -1, 2 _2.-1,, - >

u = (POB) (y 'Yc) (1y - yz x)(F - Vp), (2.5)
onde

y_ = (0 - ihw)/8, Aw = A/, (2.6)
Substituindo a expressdo (2.5) para 4 na versao
transformada de (2.3), obtém-se uma equagdoc para a presséo

p = p(x,y,w) (Vianna, 1988),

.‘Ep = S" (2.7)

- onde

£=2(y) = V(y-y) 7 (y2 x - iy)V] + iy /4, (2.8)
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s = V(Y -y) vz x - iy ). (2.9)

Em (2.7)-(2.9) e no restante deste trabalho, as variaveis
X, ¥y ey, ficam adimensionalizadas multiplicando-se pelo
reciproco do raio de deformagdo equatorial (Rowlands, 1982)

v = (28/c)'?. (2.10)

A equagdo (2.7) & essencialmente a equagdo da maré de
Laplace (Laplace, 1966) sobre o planoc-g (Matsuno, 1966). Os
pontos singulares y = tyc ndo estdo situados no dominio
fisico (y real), exceto no caso especial de auséncia de
dissipagdo (4 = 0). Nas latitudes y = %Re Yy, ,a fregliéncia
de oscilagdo w se iguala ao valor do pardmetro de Coriolis.
No capitulo 6, verificaremoé gue a singularidade em y = ty,
ndo afeta a regularidade das solugdes de (2.7), ainda que
possa introduzir uma ressonincia no campo de velocidades.
Isto estad razcavelmente de acordo com uma observagdo de
Longuet-Higgins (1965), que gualifica a singularidade da
equagdo da maré de Laplace como "removivel".

Suponha que dgqueremos resolver as equacgdes de
dgua rasa (2.2) e (2.3) sobre uma regido B, com um
forcamento dado ﬁ(x,y,t). J& que o modelo em consideragdo é
horizontalmente inviscido, devemos especificar o fluxo
normal através do contorno I' de B como uma condigdo de

contorno:

Uh = g(s,t) (2.11)
ao longo de ' Em (2.11), n & o vetor normal exterior a [,
e g & uma fungdo dada do tempo e da coordenada s, que mede
o comprimento de arco ao longo de I'. Quando g = 0, (2.11)
reduz-se & condigdo usual de um fluido inviscido em uma
fronteira rigida. Uma situacdo onde ¢ * 0 pode representar,



14

por exemplo, a descarga de um rio em uma margem
continental. Tomando o produto escalar de (2.5) com A,
obtém-se uma forma equivalente de (2.11) em termos da
pressaoc p,

(F-y) iy A + ¥8) [ 3 F - vp] = 3 pea(s,0)  (2.12)

sobre I', onde 8§ = Z x & o vetor tangente anti-horario a
') e g(s,w) denota a transformada de Fourier de g(s,t).
Esta & a condigdo de contorno que deve ser aplicada &
equagdo (2.7), dgque governa o© campo de perturbacdo de

pressao.

2.2 - A TDENTIDADE INTEGRAL DE GREEN

A fim de expressar (2.7) e (2.12) como uma
equagdo integral de contorno, & necessirio estabelecer um
teorema integral envolvendo o operador I(yc), andlogo 4§
identidade de Green do calculo vetorial (Hildebrand, 1965).
O teorema integral relaciona certos produtos internos de
fungbes de valores complexos (Friedman, 1956) definidas
sobre uma regifo oceénica B. Definimos o produto interno de

duas fungdes complexas f, g da posigdo r = (x,y) como

<f,g> = ” fg'dxdy, (2.13)
B

onde o asterisco denota o complexo conjugado. Muitos
autores gue trabalham com o método dos elementos de
contorno (Brebbia et al., 1984) costumam definir o produto
interno sem o asterisco em (2.13), mnesmo gquando estdo
lidando com fungdes incégnitas de valores complexos como
p({x,y,w). Adotamos a definigdo (2.13), gque é padrdoc no
trabalho com espagos vetoriais complexos (Friedman, 1956).

Usando (2.13) e a definig¢do (2.8) do operador
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ﬂ(ycj, pode-se calcular <£(yc)f,g>. Integrando por partes
duas vezes, e usando o0 teorema da divergéncia, obtém-se a
seguinte relagdo, dque chamaremos de "identidade de Green
para o operador 2(yc)":

<€(y )f,g> + <f,2(y.)g> =
= ¢ (F-y) 7 (f(iy A - v8) Vg -
r
- g’ (iy i + y8) -vf] ds. (2.14)

Na linguagem de &lgebra linear, vé-se claramente de (2.14)
gue o operador —E(y:) é@ o adjunto de £(y ) (Friedman,
1956). Como estes dois operadores nédo sdo iguais, o
problema em considera¢do & dito ndo-auto-adjunto.

2.3 - A SOLUGCAC FUNDAMENTAL DA EQUACAO DA MARE DE LAPLACE

Suponha que o termo de fonte S em (2.7) estd
concentrado em um ponto arbitrario r’ o= (x',v"}),

S = S(r) = &(r-r'), (2.15)

onde & denota a fungdo delta de Dirac. A perturbagido de
pressdo resultante é& chamada a solugdo fundamental de
(2.7), e seri denotada por G(yc;f;;'), ou simplesmente por
G(;;;') quando for claroc do contexto que se considera uma

freqliéncia fixa:
£(y )G(y_iTit’) = 8(r-r’). (2.16)

A fim de especificar uma solugdo Gnica, escolhemos para a

solugdo fundamental a condigdo de contorno usual
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- -+
G(y_irir’) ~» 0, I |, (2.17)

Em nossa notagdo para G, adotamos a convengdo de que o
primeiro vetor posicdo denota um ponto de observagéo,
enquanto que o segundo indica a posigdo da fonte.

A maioria das solugdes fundamentais
encontradas na literatura refere-se a problemas
auto-adjuntos. Neste caso, a reversio dos papéis de fonte e
ponto de observagdo & equivalente a tomar o complexo
conjugado da solugdo fundamental. A solugdc fundamental
definida acima admite também uma relagdo de simetria, ainda
que o operador enveolvido ndoc seja auto-adjunto (Segdo 2.2).
A relagdo de simetria pode ser determinada escolhendo

£(F) = G(Y;TiE)), g(F) = G(Y_iFiF,) (2.18)
na identidade integral (2.14), e tomando B como o plano
inteiro -» < x,y < w. A integral de contorno em {(2.14) se
anulara contanto que a solugdo fundamental tenda a zero
suficientemente depressa gquando ] » ». Mais tarde (Segio
5.4), veremos que G decal exponencialmente em todas as
dire¢des do plano,1 de modo que a integral de contorno em
(2.14) de fato se anula. Usando (2.18) e a definigdo (2.16)
na identidade (2.14), obtemos facilmente a relagd@o de
simetria procurada:

* o

G(y ;t,it,) = -[G(y_ ir

E
,it)) (2.19)
Esta relagdo & importante para a derivagdo das

representa¢des integrais discutidas na proxima segao.

! Isto sb serid estritamente valido na presenga de fricgéo

(4 > 0).
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2.4 - REPRESENTACOES INTEGRAIS

A identidade de Green (2.14) pode ser usada
para obter uma representagidoc integral para o campo de
pressdo. Escolhendo f = p(x,y,w) em (2.14), e deixando g
arbitraria por enquanto, vemos de (2.7) que o primeiro
termo & esquerda em (2.14) torna-se <«S,g>. Este termo
depende apenas do campo forgante F. Em vista de (2.12), ©
segundo termo no integrando em (2.14) pode ser escrito em
termos de F e qg. Os termos restantes no teorema de Green
envolverdo p, mas ndo as derivadas de p. Uma forma
particularmente interessante para o segundo termo em (2.14)

-

& obtida quando escolhemos a fungdo arbitraria g como

*

g(r) = -G(y_;rit’). (2.20)

Temos

* 5

<p,2(y:)g> = -<p,£(yc)G(yc;r:f")>
= -<p,8(F~L’)> = -p(r’), (2.21)

sempre gue r’ esteja no interior de B (note que o resultado
do calculo acima & zero se r’ estd no exterior de B).
Usando a relac8o de simetria (2.19), obtém-se apds alguma
&lgebra a seguinte representagdo integral para o campo de
pressio no interior do oceano, em termos da distribuicdo de

pressdes ao longo do contorno I':
p(#) = § p(IR(E/;%) A(s)ds -
r

- % p,C §Fq(s)G(yc;f"';f')ds -
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1'1fjﬁ(3';E)-ﬁ(§)dxdy, (2.22)
B

onde o vetor K & definido por
~» -')’.—) - _ 2 2. =1 . -~ .—)’.-)
K(r’;r) = (¥ "'yc) (lyc t+ yz X)VG(YC,I‘ ir). (2.23)

Note que o vetor T dque aparece nas integrais de linha em
(2.22) wvaria ao longo da fronteira, £ = ;(s). Note também
que o operador gradiente em (2.23) age sobre a posgic¢ido da

fonte, e ndo sobre o ponto de observagdo, como em (2.16).

A representacio integral {2.22) é uma
formulagdo alternativa do problema de valores de contorno
geral para as equagdes de Agua rasa, descrito na Segdo 2.1.
Fisicamente, (2.22) afirma que o campo de pressdo em um
ponto arbitrario r’/ dentro da regido B & determinado pelos
seguintes fatores: (a) as perturbacgdes de pressdo ao longo
da fronteira, (b) a distribuigdo dos fluxos normais através
do contorno, e (c) o campo for¢cante scbre a regido
considerada. A influéncia de cada um destes fatores, agindo
em um ponto qualquer r & "propagada" até o ponto r’/ através
dos nlcleos G(yc;;’;;) e ﬁ(;';;), que aparecem na
representagdo integral (2.22). Portanto, se a distribuigdo
de pressdes ao longo do contorno é& conhecida, a pressdo em
gualquer ponto interior £’ pode ser computada diretamente
de (2.22), contanto gue se possa calcular os nlcleos que
aparecem nesta equagdo. Uma discussdo completa sobre a
computagdo dos nlicleos serd apresentada ao longo dos
Capitulos 3, 4 e 5. A distribuigdo de pressdes ao longo do
contorno é obtida pela solugdo de uma equagdo integral de
contorno. Na Segdo 6.2, esta equagdo & derivada de (2.22)

- L]
fazendo o pontoc r‘/ aproximar-se do contorno T.

0 conhecimento das pressdes ao 1longo do
contorno permite também a computagdo do campo de
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velocidades no interior do oceano. Substituindo o valor de
p dade por (2.22) na equagao (2.5), obtém-se uma
representagdo integral para a velocidade,

2

- - - -1 2- 2. ~1 . _ -~ 3 e
d(27) —poc[w (y 2=y iy, - y'g F(E) +

-1 3 2> 2 3
+ 7 D(r’;r) F(r)dxdy -
Il
- <f P(;)D(;";;)-ﬁ(s)ds] -
r
- 35 q(s)3(r’;r)ds, (2.24)
r

-
onde o vetor J & o tensor D sio dados por

Il

J(erin) = -y -y iy, - y'2 x)V'G(y_iT’iT),  (2.25)

D(r’;r) = (y'*-y) iy - y'2 x)VR(F’;r). (2.26)

A solugdo fundamental G, os vetores K e 3, e
o tensor D sdo as fungdes de influéncia bédsicas do problema
do movimento de um oceano linear eguatorial sobre o
plano-g. Como evidenciado por (2.22) e (2.24), o uso destas
fungdes constitui uma maneira sistemética de representar
solugdes das equagdes de agua rasa (2.2) e (2.3).
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CAPITULO 3

NUCLEOS (1)

3.1 - INTRODUGCAO

- Veremos neste capitule que a equagdo da maré
de Laplace sobre o plano-g8, Eq. (2.7), pode ser resolvida
exatamente com o termc de fonte § = 6(?—?'), o gue permite
obter expressdes analiticas para a solugdo fundamental e,
por diferenciagdo, para as demais fungdes de influéncia. A
solugdo fundamental pode ser representada como uma integral
de Fourier, que se transforma facilmente em uma expansdo em
termos de ondas equatoriais livres. Este tipo de
representagdo em série, ainda que mais conveniente para a
interpretacdo fisica da solugdo fundamental do gque a
integral de Fourier, & insatisfatdério para a computagdo
numérica da fungdo. De fato, em problemas de oceanografia
eguatorial & bastante comum encontrar expansdes em ondas
equatoriais livres que convergem muito lentamente (Cane e
Patton, 1984; Boyd e Moore, 1986). Por esta razdo, uma
discussdo completa sobre as técnicas de computagdoc das
fungdes de influéncia deve ser adiada para depois da
discussdo de uma teoria geral sobre a computagic de fungdes
definidas por expansdes em ondas equatoriais (Capitulo 4).

3.2 - ESTRUTURA LATITUDINAL DA SOLUCAO FUNDAMENTAL

A equagdo diferencial parcial (2.16), que
define a solugdc fundamental GLKJ;;;'), tem coeficientes
que dependem apenas de y. Portanto, podemos tratar (2.16)
aplicando uma transformada de Fourier na direg¢do zonal,

£(a) = Iﬁmeiaxf(x)dx. (3.1)
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A versdo transformada de (2.16) & a equagdoc diferencial

ordinéria
d 1 d R 1 a(at+l/y )
dy [(Yz‘Yi)13§ G(a,y;r’)] - ['Z + "—;3:;3—— +
2ayc P’ - . 100x? ‘
t —————|G(a,y;r’) = (i/y)e ™ &(y-y’'). (3.2)
(y"-v)

(Por brevidade, omitimos o argumento y,£ na solugido
fundamental). Para construir a solugdo de (3.2) gue &
compativel com as condigdes de contorno (2.17), precisamos
de uma solugdo h(y) da equagdo homogénea associada com
(3.2), que tenda a zero com y =+ o (Butkov, 1968). Pela
simetria de (3.2), h(-y) serd uma segunda solugdoc gue se
anula quando y -» -». Pode-se verificar gue uma solugdo da
equagio homogénea com o comportamento desejado quando y -

&
h(y) = a(y/y )U(a,y) - U'(a,y), (3.3)

onde U(a,y) denota uma fungdo do cilindro parabdlico
(Abramowitz e Stegun, 1965), U’(a,y) = d8U(a,y)/dy, e

" 1 I
a = a[a+ Y] Y, - _ (3.4)

c

-

A solucdo da equacdo inomogénea (3.2) & entdo (Vianna,
1988)

» , h(-c y’)h(c ¥)
G(a,yiE") = 15 & (v %yd) Y (3.5)

[+

onde

o, = sgn(y-y’) (3.6)
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e W(y’) denota o Wronskiano de h(y’) e h(-y’). Usando as
propriedades

172
U(alY)E% U(a,-y} - U(aI-Y)gg Ula,y) = r(iiilz) ’ (3'7)

a® _ 1l .2
S u@ - (7 +aJvan, (3.8)

pode-se calcular o Wronskiano de h(y’) e h{(-y’):

[1-(2a/y )]
’ _ 172 c Iy
W(Y ) - (ZH) 4r(a+1/2) (Y

-y7). (3.9)

3.3 - RAIZES ESPURIAS

Em (3.5), o numerador e o denominador
apresentam um fator comum (1+2a/y;)2, gque corresponde &
raiz esplria o = -yc/z das relagdes de dispersio do plano-8
equatorial (Matsuno, 1966). Para tornar aparente este
fator, & conveniente expressar h(y) em termos de fungdes do
cilindro parabdlico de ordem a+l, e expressar a fungdo
I'{a+1/2}) em (3.9) em termos de I'(a+3/2). Podemos usar as
seguintes relagdes de recorréncia, gque derivam daquelas

dadas em Abramowitz e Stegun (1965):
1
U(a,y) = 3 yU(a+l,y) - U’(a+l,y), (3.10)
' = 1 Ly
urfa,y) = P yu (a+l,y) -

- [ 124 a+

Y ]U(a+1,y). (3.11)

(S

Substituindo estas relagdes em (3.3}, obtemos

iy = [ § [+ 22 ]y?' ta+s ]U(a+1.y) -

c
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- % [1+ %% ]yU'(a+1,y). (3.12)
Em virtude de (3.4),
a + % = % [1 + %% ][1 + yc[a- %@2]]' (3.13)
Portanto
h(y) = = [1+ %%]ﬁ(y), (3.14)
onde

Ay) = [ 37 + v [e- 3v] + a]u@ny -
- yU’ (a+l1,7y). (3.15)

Quanto & fungdo gama, temos, em vista de (3.13):

r(a+3/2) _
a+l/2 -

I'(a+1/2)

B 2T (a+3/2)
T (Ra/y) (1 F ¥, (6-7.72) ] (3.18)

Usando esta expressdo em (3.9), obtemos

wiy’') _ (2n)h2 y
,2_ 2
Yy -y

c

(1+2a/y) % (1-2a/y ) [1+y_(x-¥_/2)]

x 5T (E73/2) (3.17)

Substituindo (3.14) e (3.17) em (3.5), obtemos a seguinte
expressio para a transformada de Fourier da solugdo

fundamental:
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R ir‘(a+3/2)elax'ﬁ(cr Y)h(-0_ y’)
Gla,y;r’) = — L4 Y . (3.18)
(2m) (a—yg/2)[1+yc(a-yc/2)]

3.4 - EXPANSOES EM ONDAS EQUATORIAIS LIVRES

A solugéo fundamental é dada pela

transformada inversa de Fourier:

1%%e(a,yir’ ) da. (3.19)

00
G(E;P’) = (2n)'1_[_we
Para calcular (3.19) pelo nétodo dos residuos, é preciso
estudar as singularidades de G(a,y;;’) no plano da variavel
complexa o«o. Em (3.18), ﬁ(c}y) e ﬁ(-a}y') sdo fungdes

analiticas de «. A fungdo I'(z) tem pélos simples em z = -m,
m=0,1,2,..., com residuo (-1)"/m!. Portanto (3.18) tera
pbélos simples quando a+3/2 = -m, i.e.,

+ []
O = o = = 1 * 1[m + % - Q]hq,
m=0,1,2,... (3.20)

onde
Q = 2%y (3.21)
43 A 70

0s demais pdlos simples de (3.18) s&oc claramente

o« =a =31y, a=a=%y— . (3.22)

Estes pélos correspondem aos modos de Kelvin e misto
Rossby-gravidade (ou modo de Yanai), respectivamente.
Quando a dissipagdo & pequena (Aw « w), os pdlos (3.22)
ficam préximos do eixo real, na. metade inferior do plano-a,
correspondendo a modos propagatdrios. Os pdlos a; (a;)
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situam-se na metade superior (inferior) do plano-a (v.
Figura 3.1). Se Aw « w, os ﬁrimeiros M, = [Re @ - 1/2]
pares de pdlos a: (os colchetes [ ] denotam a parte
inteira) ficam préximos do eixo real, correspondendo aos
modos propagatérios de Rossby (gravidade) quando a
fregliéncia & baixa (alta) o suficiente. Neste caso, os
pélos com m = HQ representam modos fortemente amortecidos
na diregdo-x.

calculemos os residuos de f(a) = e '**G(«,y;
£’) nos pblos (3.20) e (3.22):

1) Residuc em a = «

4
™

Quando o = y;/z, temos a = 1/2, T'(at3/2) =
r(z) =1, e

Bly) = (3 ¥° + 1)U(3/2,y) - YU’ (3/2,7). (3.23)
Empregando as identidades (Abramowitz e Stegun, 1965)

U’ (b+l,y) - 3 yU(b+l,y) + U(b,y) = O,

YU(b,y) - U(b=1,7) + (b + 2)U(b+l,y) = 0 (3.24)
com b = 1/2, obtemos

h(y) = U(-1/2,y) = "% (y/vD), (3.25)
onde

b (z) = (mtvR) VU (- (m+1/2) ,V22) =

2
= (2"mivi) %™ R (2) (3.26)
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Fig. 3.1 - POlos de G(a,y;?') em fungdo da freqiiéncia adi-

mensional.

Bfvr =
(a)

Para maior

A escala de fregliéncia é& dada por w, =

(Bc/Z)LQ, onde ¢ & o autovalor vertical.

parte real; (b) parte imaginéria.
clareza, somente o primeiro modo de Rossby (ai)

é& mostrado; os demais modos tém um comportamento

similar.
(continua)
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denota a fung¢do de Hermite de ordem m. Logo, por (3.18),

wiax(x-x')

Res f(a) = -2 o X

=0y 7"2—
x WO(Y/VE)wo(Y'/VE)r (3.27)

onde usamos o fato de wm ser uma fungdo par quando m é par
e uma fungdo impar quando m & impar.

2) Residuo em o = a

Quando o = Yc/2 - 1/yc, temos a = -1/2, I'(a+
3/2) =T(1) =1, e
(y) = 3 YU(1/2,y) - yU'(1/2,7). (3.28)

Usando (3.24) com b = -1/2, obtemos
R(y) = U(-3/2,7) = "% (y/v2). (3.29)

Portanto, resulta de (3.18) que

. =10 (x-x"}
Res f(a)|, , = L e 7 x
y vZ

< Y (¥IVD)¥, (¥ /YD) - (3.30)

-+
3) Residuo em a = a;

+
Quando «a =~ a;, temos a+3/2 -+ -m, O dJue

implica que (Abramowitz e Stegun, 1965)

(-1)" _ -1"
m! (a+3/2+m) m!(a—a*)(a-a‘)' (3.31)

T(a+3/2) -
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A funcdo h(y) reduz-se a
A(y) = (3 ¥° + vy + DU(-n-1/2,y) -
- YU’ (-m=1/2,y), (3.32)
onde
¥ = o - % y . (3.33)
Empregando as relagdes de recorréncia
(m1)U(-m-1/2,y) - 3 yU(-m-3/2,y) +
+ U (-m-3/2,y) = 0,
(m+1)U’ (-m-1/2,y) - (7 ¥~ m - 1)U(-m-3/2,y) -
- % yU' (-m=3/2,y) = O, (3.34)

que se obtém de (3.10) e (3.11) com a = -(m+t3/2), a

expressdo (3.32) torna-se

+
1+y 7~
Ay) = [1+ gqgy [Weme3/2,7) +

+
1+Y67;
f e =
+ — T U (-m=3/2,y)

/2,

= (m!vVR) ¢ (¥), (3.35)
onde

o
1+y 7
: “]yw (y/V3) +

m+1

% (y) = [ mFL +
n 2vm+1
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1+ycwa

+ — = 2 yr (y/VZ). 3.36
vVZ(m+l)y ™! ( )

Usando (3.31), (3.33) e (3.35) em (3.18), obtemos
finalmente

St (xext) Lt .,
ie n - (¥) ¢ (¥")
)

Res f(a) (1+_7_)

=

oot (3.37)
m

T
va;(1+y;7m

A fim de expressar a integral (3.19) como uma
soma de residuos, precisamos ainda estudar o comportamento
assintético de f(a) quando |al » ». A esse respeito, valem
0os seguintes resultados, que serdo demonstrados mais
adiante na Secdo 4.9:

fla) - 2y1a exp [—ia(x—x')—(a+1)“@|y—y'|] X
[+
a1/2 5
X [a (y-yy') + ycly-y'!],
larg o’ < g, (3.38)
i (x=-x")
F(@) - e "

4iy;a sin m(a+3/2)

('3)1/2 2 ’ ’ ’
X | (yccc +yy’Ss’) -

- oy (ySC’ - y'cs')].

i

larg (-a2)| < 34 (3.39)

onde

C = cos [n(a+3/2)/2 + (-a—l)hqo}y],
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S = sin [n(a+3/2)/2 + (-a-l)i/zo‘yy],

Iodd 172

cos [m(a+3/2)/2 - (-a~-1) oyl

172

s’ sin [m(a+3/2)/2 - (-a-1) o&y’]. (3.40)

Consideremos primeiro o caso |arg a’| < n/2.
Uma vez que a -~ o quando |al| » ®», conclui-se gue os termos
entre colchetes em (3.38)'550 0(l) com o« - w. Além disso,
como Re (a+1)1"2 + +w, o fator exponencial em (3.38)
tenderd a zero para |x-x’| fixo e arbitrariamente grande

somente se
sgn (x-x') Im a » -w (3.41)
quando la| » .
Para descrever o comportamento assintético no
caso larg (-o°)|{ < m/2, & conveniente dividir a porgio do

plano-a onde esta condigdo se cumpre em dois dominios 4 e
B, definidos por

. Lid _ 3n _n
A: vy < arg o < 3 ou v < arg o < 5
. I in _nn ' _n
B: 3 < arg o < =2~ ou 5 < arg o < 7 - (3.42)

O comportamento assintdtico das fung¢des trigonométricas que
aparecem em (3.39) é& dado por

sin m(a+3/2) - = % exp [Fim(a+3/2)1,

C - % exp [Fim(a+3/2)/2 * i(-a—l)hqa}y],
S - % % exp [Fim(a+3/2)/2 7 i(—a-1)“2cryyj|
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i/2

C’ ~ 5 exp [Fim(a+3/2)/2 * i(-a-1) o;y’],

57 - % % exp [Fim(a+3/2)/2 = i(—a-—l)”2

UYY’]; (3.43)
onde o sinal superior se refere ao caso |x| » » no dominio
A e o sinal inferior ao caso {a|l - o no dominio B.
Portanto,

cc’ -

i iy 1/2
sin m(a+t3/2) - * 3 °¥p [Fi(-a-1)

ly-y’ 1], (3.44)

com estimativas similares para os termos SC’, CS’ e SS’ que
aparecem em (3.39). J& que a parte real do expoente na
expressdo acima tende a -x» para ambas as escolhas possiveis
do sinal, concluimos que os termos

cc’ sCr
siln n(a+3/2) ' sin m(a+3/2) '

cs’ Ss7
sin n(a+3/2) ' sin m(a+3/2)

(3.45)

serdo exponencialmente pequenos quando [a|l -+ « com |arg
(-aa)i < m/2. Entretanto, a fim de que f(a) tenda a =zero
neste dominio para qualquer valor fixado de |x-x’']|,
arbitrariamente grande, & necessidrio gque se cumpra a

condigdo (3.41).

Em resumo, a funcéio f(a) seré
exponencialmente pequena quando |a&|l »* ® no semi-plano
definido pela condi¢do sgn (x-x’) Im « < 0. Portanto, a
integral em (3.19) serd igual a 1 vezes a soma dos residuos
de f{a) nos pdlos situados no semi-plano superior guando x
< x’, e igual a -i vezes a soma dos residuos de f(o) nos
pélos situados no semi-plano inferior gquande x > x’. En
vista da discussdo sobre a posigdo dos pdlos no plano-a e
das expressdes (3.27), {(3.30) e (3.37) para os residuos de
f(o), obtém-se imediatamente a seguinte expansdo para a
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solugdao fundamental em ondas equatoriais livres:

. o (1-0) -lax(x-x')
ot =2 e v (YD, (¥ VD)
2v2

N —lOtY(x-—x’) /3 ' 13 _
e v, (y/v2)y (y'/v2)
O‘ 3
% TN % (v 6% (v )
_ 1 z: e R , (3.46)
ﬁ m=0 ?m (1+yc7m) (Tm—ym)
onde
o = sgn(x’'-x). (3.47)

A interpretag¢do fisica de (3.46) no caso de
pequena dissipagdo (Aw « w) & a seguinte: quando o ponto de
observagdo r situa-se a leste da fonte em F', os primeiros
dois termos representam as ondas de Kelvin e Yanai,
respectivamente, que sdo emitidas pela fonte em diregdo a
r. Os termos com m = 0,1,...,M6-1 representam ondas de
Rossby curtas ou ondas de gravidade com velocidade de grupo
para leste, dependendo da fregiiéncia. Quando r situa-se a
oeste de ;’, os primeiros dois termos de (3.46) estdo
obviamente ausentes; os termos com m = 0,1,...M6—1
representam ondas de Rossby longas ou ondas de gravidade
com velocidade de grupoc para oeste, dependendo da
freqgiiéncia. Os termos com m = MQ representam um conjunto de
modos amortecidos, cuja amplitude estd concentrada préximo

ao meridiano da fonte ¥ = x'.

De (3.20) e (3.46), vemos que a amplitude do

' . . -1
modo amortecido de indice m decai para e do seu valor em

¥ = x’ a uma disténcia ndo-dimensional [Re (m+3/2-—Q)1/2:]'1

=

do meridiano. Esta observagdo & importante para a
computagdo numérica de (3.46). De fato, se a dissipacdo é
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pequena, & suficiente truncar a série em
m~Re Q + [b/(x-x')1%, (3.48)

onde b & uma constante positiva, para garantir que o Gltimo
termo retido tem na longitude x apenas e de sua amplitude
em ¥ = x’, e que os termos desprezados terdc sido ainda
mais fortemente amortecidos entre as longitudes x’/ e x. No
entanto, (3.48) indica que quando x -+ x’ sera necesséario
reter um nGmero infinito de termos em (3.46). De fato,
tentando somar (3.46) termo a termo, verifica-se que a
série converge muito lentamente quando |x - x’| & menor que

um ou dois raios de deformagéo.

Em concluséo, a superposigdoc dos modos
amortecidos é bastante complexa perto do meridiano da
fonte, sendo necessario incluir as contribuigdes de um
grande nimero de modos para se obter um valor definido para
a solugdo fundamental. No proédximo capitulo, desenvolveremos
uma teoria assintética geral para a computacdoc de expansdes
em fun¢des de Hermite, que permitird obter economicamente a
soma das expansdes de ©ocorréncia mais fregllente em
problemas de oceanografia equatorial. No capitulo 5, esta
teoria geral serd aplicada ao problema da superposicdo dos
modos amortecidos que aparecem nas expansdes das funcdes de
influéncia em ondas equatoriais livres. Os resultados acima
mencionados sdo essenciais para a implementa¢do pratica do

métode dos elementos de contorno.

Usando (3.46) nas definig¢des (2.23), (2.25) e
(2.26), & possivel expandir os nicleos K, J e D em séries
de fungdes de Hermite. Com o auxilio das relagdes de

recorréncia das fungdes de Hermite, pode-se mostrar que

11aax
(r-y) iy, £ v2 )7 " ¢%(n)] =
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.i'itxo‘x o o ~
=te " [ (n)X t e (¥)¥], (3.49)
onde
1+y 70
yy = - —=2 yy __(y/V2) -
m 4VMFT ml
1+y 77
- [\/m_“ﬂ + —°-'-“-]wf (y/v2), (3.50)
ovmFT 4 ™1
67(y) = vmiTsly  (y/VD). | (3.51)

A identidade (3.49) implica gque os fatores (y2~yi)q) (y'>-

yé"l que aparecem nas definigdes de ﬁ, 3 e D nio
introduzem singularidade alguma nestas fun¢gdes em y = ty .

c

As expansdes de ﬁ, JeDen fungdes de Hermite s&o:

-0 (x-x*)
ki = L8[ Oy v, v+
4v2
-laytx—x’)
+ e b (y/V2) [, (v IV2)k -

- (24/y )0, VDIE] | +

a »
M e ()% + d67(y") 7]

+ 2: €
z T {aryo7) ()

(3.52)

-1 (x=x?)
F(i;er) = (279 X 1 IVZ %
(i) = L2 B U (¥ VDY (YIVE) R +

-8 {x-x')

te Uy (r VD [u vV +
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+ (21/7)0,(/vD1]] -

o, ., - ; G
T g7 (y ) [CL (R - 167 ()]

S 1y e
Ve 7, 14y 07) (v)-7)

r

(3.53)

-1 (x-x’}
D(#;i) = BT [e KTy (y/vEyu, (v VEIRR +
8vZ

-1 (x-x’)

e ' [ (y/VDk +

+ (24/y ) (y/VDI] [¥ (v VD% -

—iaa(x-x’)
- @iy, VD] - 7;"2 e " x

m=0

[Tk - 167N F] [ (v )% + 180 (v) ] 5.50)
b4 L]
vo (14y,97) (v,-%))

(A justaposigdo de dois vetores, como em (3.54), denota o
produto diddico).






39

cariTuLO 4

EXPANSOES EM SERIES DE FUNCOES DE HERMITE

4.1 - INTRODUGAO

As fungdes de Hermite normalizadas wm(z)
desempenham um papel importante em teorias da circula¢do da
atmosfera e dos oceanos em baixas latitudes (Matsuno, 1966;
McCreary, 1985). Em teorias linearizadas gque empregam a
aproximagiao do plano-8, escoamentos arbitrarios da
atmosfera ou oceano sdo freqientemente projetados sobre a
base formada pelas fungdes de Hermite, resultando em séries
da forma'

]

F(y) =) ay (y/V2). (4.1)
]

A convergéncia de tais expansdes & muitas vezes
extremamente 1enta,2 0 gue causa sérios problemas em
simulagdes numéricas (Cane e Patton, 1984). Recentemente,
Boyd e Moore (1986) propuseram o uso de métodos de
somabilidade (Hardy, 1956) para acelerar a convergéncia de
(4.1). Os métodos propostos incluem a transformagdo de
Euler e um segundo método a que os autores se referem como
"método de Moore"™, mas que & na realidade o método (Hu, k)
de Hutton (Hardy, 1956) com k = 4. 0Os métodos de Hutton

apareceram em 1812, e sabe-se gue dgqualquer série que &
somavel (Hu,k) & também somadvel (com a mesma soma) pelo

-

1'a notagdo deste capitulc & independente daquela utilizada
no restante do trabalho. Assim, F e G nesta sec¢do
representam fungdes arbitrarias, e ndc o forgamento pelo
vento e a solugdo fundamental.

Expansdes em séries de fungdes de Hermite podem também
ser divergentes (Thangavelu, 1989). Alguns exemplos deste
tipo de comportamento aparecem neste capitulo; as expansdes
dos nGcleos K, J e D (Secdo 3.4) também divergem quando x =
x! (Capitulo 5).
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método de Cesdro (C,Kk) (Hardy, 1956). Afirma-se em Boyd e
Moore (1986) que os métodos de somabilidade acima nunca
falharam em aplicagdes oceanogréficas. Entretanto, os
autores ndo fornecem nem uma explicagdo para o sucesso dos
métodos, nem um conjunto de restrigdes a sua
aplicabilidade. Foi recentemente provado (Markett, 1984;
Thangavelu, 1989) gque a expansdc de Hermite de gqualquer
fungdo em LP(R) & somavel pelo método (C,k) para gqualquer k
> 1/6 e 1 = p = w. Em particular, o método (C,4) pode ser
empregado para somar as expansdes de Hermite das fungdes em
L’(R), o que sugere que o método (Hu,4) & capaz de somar

uma variedade comparavel de expansdes.

Na opinido deste autor, a computagdo da
maioria das expansdes de Hermite gue ocorrem em aplicagdes
poderia ser efetuada com vantagem por métodos mais
especializados, que levam em conta informagdes detalhadas
sobre as propriedades dos wm(x). Por exemplo, quando se usa
a transformacdo de Euler, ndo se sabe a priori quantos
termos precisam ser retidos na série transformada a fim de
computar (4.1) precisamente. Analogamente, no método de
Cesaro (C,k) @ preciso construir uma seqiiéncia de médias
S:, m=0,1,2,---, que deve convergir para a soma da série,
mas ndoc se sabe ao certo até que valor de m é& preciso
computar os S:.

Neste capitulo apresentaremos um método
especializado para se obter a soma de expansdes de Hermite,
0 qual se utiliza do comportamento assintético conhecido de
wm(x) para m grande (Olver, 1959)., As séries e integrais
divergentes que aparecem na andlise serdo somadas por

métodos abelianos, que s3o mais fortes® gue os métodos de

O método de somabilidade (P) & dito mais forte que o
método (Q) se toda série somdvel (Q) & também somdvel (P),
e se existem séries que sdo somaveis (P) sem serem somiveis

(Q) -
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Cesdro (Hardy, 1956). A idéia bésica & transformar o
M-&simo resto de (4.1) através da férmula do somatdrio de
Poisson (Henrici, 1977), e calcular a série transformada
assintoticamente para M grande, o que fornece expressdes
rapidamente convergentes para o resto de (4.1). O presente
método permite estimar de antemdc o valor minimo de M que
deve ser empregado para computar (4.1) com precisido. Esta
propriedade & importante em aplicagdes a simulagdes
numéricas, j& gque permite prever o esforgo computacional
necessério.

Séries da forma

1]

G(x,y) =) ay (x/V2)y (y/V2), (4.2)
o]

m=

que em vista do capitulo 3 s8o mais diretamente relevantes
para a computagdo dos nlicleos, serdo aqui estudadas por
métodos anélogos aos empregados no tratamento da série
(4.1). Todos os resultados assintdticos serdo ilustrados
com exemplos numéricos.

4.2 - COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DAS FUNCOES DE HERMITE DE
ORDEM GRANDE

Denctemos por Ru(y) o M-ésimo resto de (4.1),
0

R(y) = ) ay (y/V2). ' (4.3)
m=M

Nesta seg8o, estudaremos o comportamento dos termos de
{4.3) quando M é grande, e usaremos esta informacio para
derivar uma expansdo assintética para o resto em termos de
certas "séries auxiliares", que serdo calculadas

assintoticamente na Seg¢do 4.3.
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As fungdes de Hermite wm(y/\/?) podem ser
expressas em termos das fungdes do cilindro parabdélico
U(-m,y) através de (3.26), onde m = mtl/2. Expansdes
assintéticas para U(w,y) quando ¥ * «» no plano complexo séo
disponiveis em termos de fungdes elementares ou em termos
de fungdes de Airy (Olver, 1959). Quando w
expansdes do primeiro tipo sdo validas para |tl < 1, onde

-m -+ -m», as

il

T = y/2@ "%, (4.4)
isto é, para y entre os pontos de transigéo y = £2f'"? da
m-ésima fungdo de Hermite (Olver, 1974). Por outro lado, as
expansdes em termos de fun¢des de Airy sdo validas para T >
-1, o que inclui um ponto de transigdo, e, pela simetria
das fungdes de Hermite,todo o intervalo -« < y < w. Por
simplicidade, apesar do maior intervalo de validade das
expansdes em fungdes de Airy, trabalharemos aqui apenas com
expansdes em fungdes elementares. A expansido de interesse
aqui, vdlida sem » » e |t| < 1, & (Olver, 1959)

b
U(-ﬁl,y) - —Z“T/“Z {[1 + 0(1?1'2)] %
(1-t)

x cos [2mA(T)-m/4) + [ Y:Vz + 0(51-5/2)]

16m
x sin [21'1'1A(1:)—1r/4]}, (4.5)
onde
b - /3 e ™2 gpm-1/2)s2 [1 S S O(ﬁ:—a)], (4.6)
438m
A(T) = % [cos™'t - T(1-7%) 7], (4.7)

Temos
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ol [2RA(T)-Tlra) {Pe X my) (4.8)

onde

x(m,y) = m {sin” r + T{1l- '1:2)1/2 {4.9)

e T.& dado por (4.4)., O 1limite m -+ o com y fixado

corresponde a T -+ 0. Neste caso, podemos expandir o fator

(1-T°) Y4 enm (4.5) em poténcias de T, e substituir (4.6) e
(4.8) em (4.5), obtendo

U(—ﬁt,y) - 1 e-m/2 ~(m-1/2)/2z . Em —1ax(m,y) .
vYZ £+
3y°-1 ie
x [1 + X - =7 +] (4.10)
481 16m

A aproximagdo de Stirling para o fatorial que
(3.26) & (Olver, 1959)

aparece em

(m!)-I/Z (2 )—1/4 m/2 ﬁl—m/z

y [1 + o 0(1?1'2)], (4.11)
48m

vilida para m » 1. Usando (4.10) e (4.11) em (3.26),

obtemos uma expansio para a m-ésima funcdo de Hermite:

1 . Em_-1E% (m,y)
¥ (y/v2) - 1i7"e X
m 23/41_[1 /2 ﬁll/ll Czi
y° iey
g [1 v 16 16&3/2.+ '“]' (4.12)

A expansdo acima & valida se
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m>» 1, y°/4. (4.13)

Note que (4.13) implica que o segundoc e o terceiro termos
no colchete em (4.12) sio respectivamente muito menores que
1/4 e 1/8. Assim, estes termos sempre representardo
pequenas corre¢des A& aproximagdo inicial dada pelo primeiro
termo.

Para que (4.12) possa ser usada na derivagdo
de uma expressdo assintdtica para o resto RH(y), é
necessirio assumir algum comportamento definido para os
coeficientes a gquando m & grande. O caso de coeficientes
que decaem algebricamente & relevante em aplicag¢des (Boyd e
Moore, 1986), e & também adequado para ilustrar o
procedimento a ser seguido quando os coeficientes tém
outros comportamentos assintdticos. Vamos portanto assumir

que
a = (4.14)

para alguma constante o, e vamos denotar F(y) e RH(y) por
Fa(Y) e Ru(a,y), respectivamente.

Substituindo (4.12) e (4.14) em (4.3),
obtém-se facilmente a seguinte expansdo assintética para o
resto de (4.1):

5174 o0
Ry(a,y) - == Rez FA e (4.15)
14 s =0
onde os primeiros F; sdo dados por
- _ _ 1 2 _ 1
Fo—l, F1-0, Fz——sy, Fs_ﬁ_i'y' (4.16)

e Ar denota a "série auxiliar"
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m -ix(m,y)

i . (4.17)

—r/2

-

Por {4.13), a expansdo (4.15) & valida se
M>» 1, y/4. (4.18)

Os argumentos dados logo apés (4.13) indicam que a série
(4.15) pode, para propdsitos numéricos, ser truncada em um
valor baixo de s. No entanto, dependendo do valor de o, a
série A it cujos termos decaem algebricamente com m
em valor absoluto, pode convergir muito lentamente ou mesmo
divergir, tornando impraticdvel a sua computagdo por soma
direta termo a termo. Portanto, a fim de usar (4.15) para
computar o resto de (4.1) torna-se necessario dispor de um
método alternativo para computar (4.17). Tal método &
desenvolvido na préxima segdo a partir de considerag¢des

assintéticas.

4.3 - A SERIE AUXILIAR A

Nesta segdo, obteremos uma expressao
assintética para a série auxiliar A, com o auxilio da
férmula do somatdrio de Poisson (Henrici, 1977). Se f(u) é
uma fungdo complexa da varidvel real i, entdo a férmula de

Poisson afirma que

0 N
Y f(m) = lim ) t (4.19)
m~ —08 N-2>w n=«~N
onde
£ = j_m e e (1) du (4.20)

denota a transformada de Fourier de f. A férmula de Poisson
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& valida se f & absolutamente integrédvel, de variacgdo
limitada,® e para todo M, satisfaz a condigdo
1 : 1 ..
f(uo) =3 lim f(u) + 5 lim f(u). (4.21)

2
U-"Ho*' MK =

A série Ar & absolutamente convergente apenas
para Re r > 2. A fim de transformar Ar pela férmula de
Poisson para um valor arbitrério de r, interpretaremos a
soma de Ar no sentido abeliano (Hardy, 1956). Defina

T2exp [-8C(0)+imu/2-1x(it,¥)1, u > M

l

(1) i" B %exp [-8C(M)-ix(®,y)], u =M

i
1
3
0, u < M,
(4.22)

onde § > 0 &€ um pardmetro arbitréario, i = u+l1/2 e a fungao
(1) tende a +» guando p » =. Vamos assumir também que (i)
admite uma expansdo convergente

Cl

ce) = 5721+ —
[

<
+ =+ ] (4.23)
v

de modo que

¥ T
ix(i,y) + 8C(f) = ﬁ“z[w L2y ]
‘ i i

¥i’? + ie(s,i,y), (4.24)

i

onde os primeiros coeficientes em (4.24) s&do

y = iy + 8, 7, =§11-lr. v o+ g8 (4.25)

ta fungdo f se diz de variacgdo limitada se
lim, o T lf(mu) - £((m-1)u)| < o.
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e ¢(8,i,y) » 0 guando u » . A fungdo f(u) satisfaz as
hipbéteses da férmula de Poisson, e decorre de (4.19) e
(4.22) gque

LH - 1Y (M, y) N
A =2 ——0H00 + lin lim Yy £, (4.26)
T 28 5+0+ N4® n=-N "

onde Ar denota a soma de (4.17) pelo método (A,An) de
Abel,® com A, = ((@) (Hardy, 1956). O método (A,r ) &
claramente equivalente ao método (A,m”z). A somabilidade
de 4 por este método pode ser provada em dois passos.
Primeiro, Hardy (1956, p. 141) mostrou que a série ¥ m exp
[aim“?] (a real e ndo-nulec) & somdvel pelo método de
Cesaro (C,k) para algum k, e portanto somdvel pelo método
abeliano (A,m); seu argumento pode ser prontamente
modificado para provar a somabilidade (A,m) de 4 (e também
das séries B e C, a serem definidas na Secgdo 4.4).
Segundo, um teorema de Cartwright (Hardy, 1956, p. 381)
permite deduzir a somabilidade de 4 (e também de B e C)

pelo método (A,m”@) a partir de sua somabilidade (A,m).

-

A escolha do método de somabilidade (A,Am) é
motivada pela presen¢a do fator

- Px-x’)/2y_
exp [-iam(x-x')] = e x

1/2

x exp [~(m=-Q) “lx-x'1|] (4.27)

nas expansdes das fungdes de influéncia em ondas

equatoriais. De fato, podemos identificar (g - Q)V2 com

s A, A_, '+ & uma seqiléncia de constantes tendendo

Se A
of 1 2
a +o, entdo a soma de } c pelo método (A,?Lm) de Abel &
definida como lima_,o +L cexp [-Ad&], quando este limite

existe.
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L{i), e |lx - x’| com o parédmetro §; quando i > {Q|, a

172 sdmitir4 uma expansdo da forma (4.23). E

funcdo (i - Q)
portanto bastante "natural" empregar o método (A,Am) para
investigar o comportamento das fun¢des de influéncia perto

do meridiano da fonte x = x'.

A seguir, vamos obter uma expansio
assintdtica para fn em poténcias inversas de #'?, valida
em alguma vizinhanga de 8 = 0 e para todos os inteiros n.
Entdoc (4.26) fornecera uma expansdo assintética para a soma

. - - . . 1r2
abeliana de Ar, também em poténcias inversas de M '°.

A transformada de Fourier de f & dada por
(note que n, M sdo inteiros)
(s 1] . -~ ) -
£ o= f exp [ 2n1nu~f§§u) 1x(H,Y)] gy =
M

— 2(_1)ne—iﬂ'/4 %
_2 s = 2_6 2 -2 2
« [0, e Lmamii s 0 ix 0Py g, (4.28)
H2 pr 1
onde n = n-1/4 e v = ﬂh?. Usando (4.18), podemos comparar
os termos na exponencial em (4.28):
lsc(v®) +ix (%, 7)1 1yl
= x
| 2miny? | 4miniv
sin"'t 2,1/2
X max [ —_— + (1-T7) ] + O(8) =
osT=1
21yl 4
= 172 + 0(d) « = 1 0(s). (4.29)

Assim, para § suficientemente pequeno, -2nim® serd o termo
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dominante na exponencial em (4.28), para todc v = 772 e

todo inteiro n. Isto indica gque uma expansdo assintética
para fn pode ser obtida por integragdo por partes (Olver,
1974). Com esta finalidade, vamos definir a varidvel

z = z(v) = 2n""% + y/2min'®. (4.30)
A integral (4.28) torna-se

f = 2(-1)"exp [-in/4-ivy?/8nn] x

n

]

« [, = t-inz2/2:i¢(a,v2.y)1 dv.  (4.31)
" v’

Para integrar (4.31) por partes, faremos usoc da integral de
Fresnel (Abramowitz e Stegun, 1965)

2 2
J e '™ 24z = ig(z)e = 3, (4.32)

-

onde J(z) é uma fung¢dc com o seguinte comportamento
assintético quando z » «» com |arg z| = m/2:

J(z) - (mz) 1 + i/mz® - 3/(nz®)% + ---7. (4.33)

Integrando por partes repetidamente, com o auxilio de
(4.32), obtém-se a expansdo formal

r=-1

Im exp [-imz®/2-i¢(5,v,¥) ) dv -
ﬂ1/2 v

=1/2 r-1

_ iJ(z)exp [—inzz/z—i¢(8,v2,y)] 1 +
2n v

iJ(z) (; 8¢ . r-1) _ J(=)
+ 251/2 [1 av + v ] 45 [J(Z) X
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x[[i@+r_:}.]z_[i§_2_r;‘]_

av v avz sz
V=+o
=12 dJ [, 8¢ r-1
-2 = [1 3w T ]] + } o1z (4.34)
v=H
J& gue Re (-inzz/Z} ~ ~Re (¥v) = =8v » =0 quando v -+ o, O

lado direito de (4.34) se anula no 1limite superior de

integragdo; em v = EIVZ, a expansdo pode ser simplificada

usando (4.24), (4.30) e (4.33), e expandindo as poténcias

inversas de z(ﬂvz) em poténcias inversas de HY?%. A
expansdo (4.33) pode ser usada com Z = z(Huz) porgue
_ l7/2min "]
FZ(ﬁi/z)l - 2|m1xzﬂ1/2[1 _ M ]
2|n| )
= 1/2.1/2 1yl
= 2|lnl "M [l I —— + 0(6)] »
AminiH
> 1 -2+ 0(s), (4.35)

172 2

e podemos garantir que |arg z(H'?)| s n/2 escolhendo n"
= -i|n|*? quando n < 0. Com estas transformagdes, (4.34) e

(4.31) fornecem a seguinte expansdo para fn:

H

p . ilexp (s8I -ix(,y)] |, , iy
2nnf” 2 anni*’?

. .
4mn " 4nnlann

iy? 1 1
x[—?—_—+2r+1]+irl:|3/z+ —
4mn b § (4nn)

y [ v 3(r+1)iv®

p—_— g (r2+2) + 2717] X
(4mn) 4mn
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w =1 4ol . (4.36)
8.2

0 lado direito de (4.36) pode ser somado

sobre n usando a identidade (Henrici, 1977)

N N 'q
iﬁi‘ z 1 — = -m ——-dk cot mw,
n=-N (n-w) dw

kK=20,1,2,... (4.37)

com v = 1/4. A fbérmula de Poisson fornece entéo

i i"exp [-8C(M)-1ix(@,y)]
~rl 2
- m

i"exp [-8& (M) -ix(H,y)] (1+1i) + ¥
oft 72 LY. ke

+ 1 r - 1 iwz] 1 --l[l w[l 72 + (2r+1)i] +
2 i 2 3

+ w&] 1 %[ 51 - (r+1)72 - i[(r2+2) -

HB/Z 8
1
- 27 ar]]— Foee b, (4.38)
vl og
Fazendo 8 = 0 em (4.38), obtemos a expansdo assintotica

procurada para a soma abeliana de Ar.

Um exemplo numérico do uso de (4.38), com r =
3, & dado na Tabela 4.1. Neste exemplo, note que o valor de
M escolhido (M = 48 para y = 8) é& consistente com (4.18).
Para comparagao, o . valor obtido somando-se (4.17)

-

diretamente até m = 1233 (um valor t3oc alto de m &

=~

necessirio, devido & lenta convergéncia da série) é 4, =
0,001294 - 0,0029881i.
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TABELA 4.1 - COMPUTAGAO DE A PARA ¥y = 8 E M = 48

k Valor de {(4.38)

0 0,000301 - 0,0020721
1 0,000983 - 0,0025801
2 0,001151 - 0,0027631
3 0,001245 - 0,0028711
4 0,001281 - 0,0029231

Linhas sucessivas da tabela mostram o wvalor da
expansdo (4.38), com 8 = 0, truncada nec termo de ordem

F*?, Kk =0,1,2,3,4.

Na Tabela 4.2, (4.38) & usada em (4.15) para
computar alguns valores de Fa(y). A primeira linha da
tabela mostra a soma parcial dos M primeiros termos de
(4.1), e as linhas seguintes mostram o efeito de adicionar
sucessivamente os termes s = 0,1,2,3 de (4.15). Para
verificar a corregdo deste céalculo, computamos Fa(Y) para
dois valores diferentes de M que sdo consistentes com
(4.18). No primeiro exemplo da Tabela 4.2, o = 3/4, e ©
primeiro termo em (4.15) sera proporcional i série A, cujo
termo geral & O(m') = O{(r-a )/r}. J& que A4, & somavel
(A,Am), isto implica dque A2 (e portanto F_.(¥)) é
condicionalmente convergente (Hardy, 1956, p. 161). Uma
aplicagdo a uma série de Hermite divergente, F (y), &
mostrada no segundo exemplo da Tabela 4.2. Experimentos
numéricos com (4.15) e (4.38) indicam que Fa(Y) pode ser
computada com um erro relativo inferior a 5% se M &

escolhido pela condic8o M =z 3 max {1,y2/4}.
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TABELA 4.2 - CALCULO ASSINTOTICO DE F_(y)

o = 3/4, ¥y =10 a =0, y=4
M=75 M=85 M=12 M=16
Soma parcial 0,2294 0,2466 1,262 1,824
s=0,1 0,2370 00,2389 1,629 1,693
5=2 0,2376 00,2383 1,660 1,684
5=3 0,2376 00,2383 1,660 1,682

O significado de cada linha da tabela é& indicado no
texto.

4.4 - SERIES ENVOLVENDO O PRODUTC DE DUAS FUNGOES DE
HERMITE

Séries da forma (4.2) podem ser tratadas por
técnicas assintdéticas similares Aaquelas desenvolvidas nas
duas secgdes anteriores. Consideremos novamente o caso onde
a é dado por (4.14), e denotemos G(x,y) e seu M-é&simo
resto por Ga(x,y) e Qn(a,x,y), respectivamente. Usando

(4.12) em (4.2), obtém-se uma expansdo assintética para
Qn(anfY):
1 0
Q,(a,x,y) - — ResZO(GSBS+2a+1 tHC ). (4.39)

Aqui os primeiros G eH sdo
B8

0 Q 1 1
_ -1 2,.2 1
G,=H,=—¢ (x+y), G, = yg7 (xt¥),
H = — (x-y) 4.40
3 = 161 ¥), (4.40)

e Br e Cr denotam as "séries auxiliares®
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00 m ] et "

B = Z (=1) 'exp {"lE}fEI::x)"'X(m:Y) 1} (4.41)
m=M mn
” ) - -

c = z exp {-l[X(T;Jf)Z‘X(va)]} (4.42)
m=N m

Por (4.13), a expansdo (4.39) & valida para
(4.43)

M > 1, x°/4, y°/4.

4.5 - A SERIE AUXILIAR B

Para derivar uma expansdo assintdtica para
pode-se imitar o tratamento dado &

B, andloga a (4.38),
série A . Definindo uma fung¢do g(u) como

T 2exp {-8C(@)+imu-ilx (@, x)+x(&,¥)1},

( ﬁ_
i >M
g() =4 2(-1)" B Pexp {-3C(M)-1i(x (¥, x)+x(R,¥)1},
u=Mg
o, L <M
' (4.44)

\

com {({i) dado por (4.23), teremos

ifx(a,x)+x(d,y)] + 8L (i)

n N
= ﬂI/Z[n + _1 + _z + --_-]
¥ M
= ni'’? + i0(s,i,x,y), (4.45)
onde os primeiros coeficientes em (4.45) séao
(4.46)

m=i(xty) 48,  m = gir (£47%) + g
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e 6(8,ii,x,y) » 0 quando i - «. Aplicando a férmula de
Poisson & fungdo g, podemos modificar ligeiramente os

argumentos assintdticos da Segdo 4.3 para obter o resultado

i (=1)"exp {-8(m)-i[x(@,x)+x(MA,¥)]}
~r/2
m=M m

(-1)"exp {~8¢(f)=1[x(8,x)+x(H,y)]1} {1 N
2ﬁl“/2

n r _1 1 3
* 2 [ g " +“1]

4Hr1/2 A 4 #7372
2
- (r+1%ﬂ I O (4.47)
64H
Quando 8 = 0, a expansdo acima & assintética & soma (A,Am)
de Br. Na Tabela 4.3, esta expansdo & empregada para
computar B3, com ¥ = 6, ¥y = 4, M = 27, A soma direta de
(4.41) até m = 1098 fornece o valor aproximado B3 &

-0,003265-0,0024191.

TABELA 4.3 - COMPUTACAO DE B. PARA x = 6, y = 4, M = 27

k Valor de (4.47)

0 -0,003424 - 0,0005441
1 -0,003165 - 0,0021761
2 -0,003258 - 0,0021911i
3 -0,003228 - 0,0023841
4 -0,003256 - 0,0023891

Linhas sucessivas da tabela mostram o valor da
expansdo (4.47), com 8 = 0, truncada no termo de ordem

A%, k= 0,1,2,3,4.
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4.6 - A SERIE AUXILIAR C

A série (4.42) pode também ser calculada
através da férmula de Poisson, mas o argumento neste caso é

um pouco mais complicado. Definindo a fungdo h(u) por

(&7 "Pexp {-8C(H)~ilx(&,%)=x(&,¥)]},
M >M
h(w) = { 3 #7 %exp {-82(M -ilx(®,x)-x(A,7) 1},
H =M
{ 0, <M
(4.48)
com £ (i) novamente dado por (4.23), podemos escrever
ifx (i, x)-x(id,y)] + 8L(&) =
£ 3
—E(e e e 24 )
u i
= g07° + iw(s,h,x%,y) (4.49)
onde
€ = i(x-y) + 8, £ =557 (F-¥Y) + ¢85 (4.50)

e w(d,i,x,¥y) » 0 quando U - o,
A série

exp {-d&(m)-i[x(d,x)-x(m,¥)]} _
~r/2
m

ar~1s

- Eexp [-gﬁl/a—iw(a,ﬁ:,x,y)]
- ﬁrfz



57

= fcmex:a (-ER'7%) = D(£) (4.51)

pode ser considerada como uma série de Dirichlet,® cuja
abcissa de convergéncia B & obviamente zero. Ja& que arg c
» 0 quando m » », segue-se que D(£) ndo pode ser continuada
analiticamente até o ponto £ = B = 0, a partir do
semi-plano Re £ > 0 (Saks e Zygmund, 1971). Isto implica
que a soma abeliana de Cr (e portanto aquela de Ga(x,y))
pode se tornar singular em ¥ = y, em contraste com a série

-

B , que em vista de (4.47) & uma fungdo analitica de (x,y).

Prosseguindo com o cllculo assintdético de C,

a transformada de Fourier de h(u) pode ser escrita como

0
1-r

A = 2(-1)" J-ﬂi/z v X

n

x exp {—2ninv2—SC(v2)-i[x(vz,x)-x(vz,y)]}dv, (4.52)
onde v = {i"?., Pode-se verificar usando (4.29) gue para &
suficientemente pequeno o termo -2nimv® sera4 dominante na
exponencial em (4.52), mas apenas para n * 0. Neste caso,
pode-se usar integragdo por partes para determinar o
comportamento assintético de ﬂn, exatamente como na Secgdo
4.3. O resultado & uma expansio que difere de (4.36) apenas
pela auséncia do fator i e pelas substituigdes
[x(®,y),n,7,9, '] ~ (x(8,x)-x(#,y),n&,€, ") . Usando
as somas bem conhecidas (Abramowitz e Stegun, 1965)

® Uma série da forma D(&) =% C_exp [-Ams], onde Am+ 4+ com
m » o, chama-se série de Dirichlet (Saks e Zygmund, 1971).
Séries deste tipo podem ser consideradas como andlogos
discretos da transformada de Laplace. Assim, D(£)
convergird em um semi-plano da forma Re £ > B, e B sera
chamada sua abcissa de convergéncia.
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Zn = —6- p z n = ﬁ ’ (4.53)
n=1 n=1l

verifica-se facilmente que

lim i A . exp {-sT(M-ilx (M x)-x (A, )]}

N2 r/2
n=-N 24”
n#o0

(i e e

Hl/z H 53/2
2
- .L% +... . (4'54)
80M
0 coeficiente
[ . 2
h = 2J- exp [-Ev-lw(afv IXIY)] dv (4.55)
0 2 r-1 d
v
que dara origem ac comportamento singular de C em x =y,

deve ser tratado separadamente. Se interpretamos (4.43)

cOomo
M = K max{l,x°/4,y%/4}, | (4.56)

= -~ 1/2
onde K > 1 & uma constante, entdo para v =z ¥ ‘teremos a
estimativa

a
uu(o,vz,x,y)I s |x-y| max gg(o,vz,t) =

x5t Xy

2, 1/2
1-(1-t") <

1/2 2
T

2 .2
< _ max {x ,y }
= |x-yl 4y

max_
O=t=K

s [1 - (1-KHY%11x1, | (4.57)



59

onde
x = #%. (4.58)

Assim, para valores limitados de |X|, podemos calcular ﬁo

numericamente a partir da expansdo convergente

0

hy= 2.[ g2 S E q vy =

o]
n=40
o0

=2) qng““"‘2r(2-n-r,X), (4.59)

n=0

onde I'(s,X) denota a fungdo gama incompleta (Abramowitz e
Stequn, 1965) e os q sdo os coeficientes na expansido de

e em poténcias de v’ (cf. (4.49)), listados no Apéndice
A, A partir das propriedades de I'(s,X), pode-se mostrar gque
cada termo de (4.59) & ndo-analitico em & = 0, em

concorddncia com uma observag¢doc anterior nesta mesma
secgdo. Para as aplicacgdes deste trabalho (Capitulo 5),
precisamos apenas discutir o caso onde 2« & um inteiro, de
modo que por (4.39) podemos nos restringir ao célculo de C
para r inteiro. A fim de calcular (4.59), podemos entéo
notar que I'(s,X) pode ser expresso em termos de fungdes
elementares para s = 1,2,...; que I'(0,X}) = EI(X), a
integral exponencial; e que os I'(s,X), s = -1,-2,..., podem
ser obtidos a partir de I'(0,X) pela relagdc de recorréncia

I'(s-1,X) = (s-1)"'[I'(s,X) - x* ¥

1. (4.60)
A integral exponencial & facilmente calculada com um
computador (v. Apéndice A). Com base em experimentos
numéricos com (4.59), verificamos que & possivel calcular
ﬁo com um erro relativo menor que 5% para |X| = 25 gquando a

expansdo & truncada em n = 10,
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Para computar ﬁo quandoe X & grande, podemos
usar a seguinte expans3oc assintética, que se obtém de
(4.55) integrandc por partes repetidamente (Olver, 1974)

3" exp [—iw(a,vz,x,y)]
avn v r=-1 V=Hl/2

(4.61)

Quando |X| = 25, verificamos a concorddncia numérica entre
esta expansdo truncada em n = 3 e (4.59) truncada em n =
10. Para |X| > 25, ho pode ser computadc com erro relativo

ndo superior a 5% usando (4.61) com o truncamento indicado.

Substituindo (4.48) e (4.54) na férmula de

Poisson, obtemos finalmente

i exp {-8&(m)-i[x(m,x)-x(m,y)]} _ B+
~r/2 0
m=M m

+ exp {-8{(M)-i(x(#,x)-x(M,y)]} {1 +
2Hr/2

3 + I -
1202 128

1 3 1
[ 240 £+ E1]3,3/2 -

[
0|

2
- liillg_ + ---} , ' (4.62)
960H

onde ﬁo pode ser computado de (4.59) ou (4.61), dependendo
do valor de |[X]. A soma abeliana de c & entdo dada

assintoticamente por (4.62) com & = O.

Podemos usar (4.59) e (4.62) para encontrar o
comportamentoe singular de Ga(x,y) quande x -~ y. Por

exenmplo, quando « = 1/2, temos
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L Rre ¢, + 0(2) -

nv?2

]

Q,(1/2,x,5)

V2

" m

Re I'(0,X) + O(1) -

VZ

- Re In X + 0(1) -

- K% in (x-y| + O(1), (4.63)

j& que I'(0,X) = E (X) ~ -ln X com X » 0. Assim, concluimos
que G, _(x,y) tem uma singularidade logaritmica em x = y.

A Tabela 4.4 ilustra o uso numérico de (4.62)

comr =3, x =3, y=-2e M =7, Para comparagdo, a soma
direta de (4.42) até m = 6201 fornece C, ~ 0,00181 -
0,055841.

TABELA 4.4 - COMPUTACAO DE C, PARA X¥ = 3, y = =2, M = 7

k Valor de (4.62)

,=—0,02146 - 0,045481
-0,00097 - 0,058631
0,00103 - 0,055521
0,00171 - 0,05596i
0,00182 - 0,05579i
0,00186 - 0,05581i

= W N P O

A primeira linha da tabela indica o valor de ﬁo, e as
demais linhas mostram o valor da expansdo (4.62),
0, truncada no termo de ordem # %2, k = 0,1,2,3,4.

com & =
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4.7 - A COMPUTACAO NUMERICA DE G (x,Y)

Na Tabela 4.5, as expansdes (4.39), (4.47) e
(4.62) sdo usadas para computar Ghe(x,y) para x = 1l e y =
-1/2. A primeira 1linha da tabela mostra a M-ésima soma
parcial de (4.2), e as linhas seguintes mostram o efeito de
adicionar o0os termos s = 0,1,2,3 de (4.39). Dois
truncamentos diferentes sd3oc usados para verificar a
corregdo do cdlculo. Os argumentos mencionados na discussdo
do primeiro exemplo da Tabela 4.2 podem ser usados aqui
para deduzir que Gy@(x,y) é condicionalmente convergente.
Testes numéricos com (4.39) indicam que a constante K em
(4.56) deve ser no minimo 3 a fim de gue o erro relativo do
valor calculadeo de Ga(x,y) ndo exceda 5% na maioria dos

casos.

TABELA 4.5 - CALCULO ASSINTOTICO DE G (1,-1/2)
=3 M=10
Soma parcial 0,4152 0,1835
5=0,1 0,2752 0,2726
s=2 00,2718 00,2731
s=3 0,2722 00,2732

o} significado de cada linha da tabela & indicado no
texto.

A principal restrigdo ao uso de (4.39) para o
cdlculo de G,(X,y) ocorre quando |x-y| » w. Neste caso,
Ga(x,y) tende a 2zero muito rapidamente (cf. Secdo 4.8),
enquanto que a série (4.2) pode divergir ou convergir
lentamente. Portanto, a M-ésima‘soma parcial de (4.2) (e
portanto o resto Qu(a,x,y)) serd muito maior do que a
prépria soma, resultando, devido ao cancelamento, em um
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grande erro relativo no valor calculadc de Ga(x,y).
Naturalmente, este efeito & inerente a gqualguer método de
soma que calcula Ga(x,y) como uma soma parcial mais um
resto aproximado. Assim, um valor calculado de Ga(x,y) que
& menor gque, digamos, 2% da M-ésima soma parcial de (4.2)
estari provavelmente afetado pelo cancelamento, ja que as
expansdes assintdticas aqui apresentadas usualmente
fornecem Br e cr com uma precisdo desta ordem. Este
procblema ndo ocorre com a série (4.15), Jja que Fa(y) decai

ou cresce mais devagar do gque Ga(x,y) tende a zero.

4.8 - ALGUNS RESULTADOS ANALITICOS E ASSINTOTICOS

0 efeito de cancelamento & mais severo na
computacdo das séries Ga(x,y) com ¢ = 0,-1,-2,---. De fato,
j& gque as fungdes de Hermite constituem um conjunto
completo, temos G%(x,y) = V2 &(x-y), e pode-se provar
diferenciando (4.2) duas vezes gue Ga(x,y) satisfaz a
equagdo do cilindro parabélico (Olver, 1974)

4 1l 2
- > XG, = -G . (4.64)
axz 4 o o-1
Portanto, Ga(x,y) =0 para x * Yy ea = 0,-1,-2,--+-, de modo
que (4.39) & inGtil nestes casos. Quando a = n = 1,2, -,

podemos obter uma expressdo analitica para a soma de

G;(x,y), que entretanto é& inadequada para uso numérico

quando n > 1. Considere a fungdo meromdrfica
p (W) = (-w) T (w+l/2)U(w,X)U(¥,-y), (4.65)
que tem pblos em w = 0 e w = -(m+l/2), m = 0,1,2,++. O

comportamento assintético de ;%(w) para v grande & (Olver,
1959)
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-n-1/2

p (W) - (-1)"(m/2) %" Pexp (- (x-y)¥' "],

larg w} < m/2

p(w) - (m/8)"(-0) ™%

cos [m(w+1/2)/2+(-w)*"?x] cos [m(w+1/2)/2-(-w) ?y]
* sin [m(w+1/2)] '

larg (-w)| < m/2.
(4.66)

Se x > y, podemos afirmar gque a soma dos residuos de pn(w)
se anula, o que fornece imediatamente uma expressdo para

G (x,¥):

n-1
6 (x,y) = 2L
" var (n)
dn-l
X — [T(w+1/2)U (v, x}U(W,=¥) ] . {(4.67)

w=0

dw

Quando x -+ o e y & mantido fixo, temos U(w,x) -

2
x "% ™1+ o(x%)] (Abramowitz e Stegun, 1965), o

que implica que

n-1 -1
¢ (x, 7 - L ray2u0,-y) L vw,x)
nl (n) dw w=0
2
- U_(I‘ZE_;«)V-)_ (1n x)™'x V2™ /%, (4.68)

Esta expressdo ndo & precisa o suficiente para ser usada
para cdlculo numérico, mas mostra gue G%(x,y) tende a zero
mais depressa do que gqualquer fungdo de Hermite ¢%(X/V§)
quando x -+ «. Assim, n3o & surpreendente que problemas

numéricos de cancelamento devam ocorrer neste limite.
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Com vistas a aplicagdes da teoria deste
capitulo, observamos que os resultados assintéticos
apresentados permitem o cdlculoc do resto de qualquer série
(4.1) ou (4.2), cujos coeficientes a tenham a forma

assintética
= X~nl
a -nzod; (4.69)

quando m +» =, onde «, o e dn sdo constantes. Em geral, as
expressdes exatas dos coeficientes ndao permitirdo a
determinagdo de uma expressdo fechada como (4.67), e
portanto o comportamento assintdético de F(x) ou G(x,y)
quando x -~ ix permanecerd provavelmente desconhecido. Em
conclusdo, ndo serd possivel em geral prever dquais séries
serdo afetadas por problemas numéricos de cancelamento
quando x - *w,

4.9 - O COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE G(a,y;r’) QUANDO « - o

A  expressdo assintética (4.66) permite
demonstrar diretamente os resultados (3.38) e (3.39).
Consideremos a fungdo

Pla;y,y') = F(a+3/2)U(a+1,0yy)U(a+1,-cryy’). (4.70)

onde o& = sgn (y-y’), que corresponde a (4.65) com n = 0 e
v = at+l. Quando |a] » », {3.15) e (3.18) implicam que

10(x’

G(o,y;ir’) ie [azyzp -
(2n)1/2yca2 c
, 8P 3P , 3°p

Usando (4.66) na expressdo acima, e notando que a - o
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quando || » =, obtém-se imediatamente os resultados (3.38)
e (3.39).

4.10 - SERIES ENVOLVENDO DERIVADAS DAS FUNGOES DE HERMITE

0Os resultados deste capitulo permitem também
a computagdo das séries dF&/dy, aGa/ax, aGa/ay e 62Ga/axay.
De fato, a derivada da fungdo de Hermite de ordem m admite
a expansdo assintética

~1/4

i .Em_-1€% (m,y)
W (y/ve) -~ - ei’e x
" 2V @i ezt
y? , _iey
* [1 T Tem  1en ]' (4-72)

que se obtém por diferenciagdo de  (4.12). Usando esta
expressdo pode-se derivar, como nas Segdes 4.2 e 4.4,
expansdes para os restos de dFa/dy, BGa/Bx, etc. em termos
das séries auxiliares A, B ecC.
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cariTULO 5

NOCLEOS (2)

5.1 - INTRODUGAO

Este capitulo conclui a exposig¢do sobre a
computagdo das fungdes de influéncia sobre o plano-fB
equatorial, iniciada no Capitulo 3. A presente discussdo se
desenvolve paralelamente &aquela do capitulo anterior, pelo
estudo do comportamento dos termos de indice meridional
elevado nas expansdes dos nlcleos em ondas equatoriais
livres. As "séries auxiliares" do Capitulo 4 reaparecem, e
a computacdo dos nflcleos reduz-se entdo a uma simples
variante dos métodos assintdticos de soma discutidos
previamente. O uso destes métodos torna possivel descrever
qualitativamente o aspecto global do campo da solugdo
fundamental. Além disso, as expansdes assintéticas
derivadas neste capitulo permitem determinar o
comportamento dos nlcleos quando a fonte estd préxima ao
ponto de observagdo. Esta informacdo é essencial na dedugédo
das equagdes integrais de contorno da presente formulagdo e
em sua solugdo numérica pelo método dos elementos de

contorno (Capitulo 6).

5.2 - SERIES ASSINTOTICAS PARA OS NOUCLEOS

Nesta segédo,estudaremos o comportamento
assintético dos termos de indice meridional elevado nas
expansdes (3.46) e (3.52)-(3.54), que definem as fungdes de
influéncia. Em primeiro lugar, c¢onsideremos as funcdes
$7(v), (y) e 6% (y), definidas por (3.36), (3.50) e (3.51)
em termos de ¥ (y/VZ) e w;+1(y/¢5). As expansdes

m+l
assintdéticas das fungdes de Hermite de ordem grande
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(Capitulo 4) podem ser aqui reescritas como

. i L Em_-1EX (m,y)
¥ (Y/VZ) - ———— ) €i e x
m+1 23/4‘/1_?’-&1/4 Czi
2 ie
y [1+ y_ ey +...],
16m 16m
~1/4 b
m (Em_ -1EY (m,y)
W (y/v2) - —— i e X
m+1 23/4 /—1_": e

6  1lem "2

2 .
o PG
1
onde m = m+3/2 e

2,172
)

s

x{(m,y) =m [sinqt +T(l -7

com

T = T(Mm,y) = ylzﬁtl/z.

As expansdes acima sdo validas para m » 1, y2/4.

Se m = |Q|, os coeficientes de ¥,

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

em

m+1

(3.36), (3.50) e (3.51) admitirdo expansdes convergentes em

. ~-1/2
poténcias de m .

Combinando estas expansdes com (6.1) e

(5.2), obtém-se apds alguma &dlgebra as seguintes expansdes

assintdéticas para ¢:, C: e 9::

oe

¢0‘(y) imt/t ic:ne—zex(ﬁ,y) i ar (¥)
3/ - !

" 237%m 5+ rso @72

1

(5.5)

Note que aqui trabalhamos com wmd ao invés de wm. Assim,

m nas expressdes seguintes seria escrito na notagdc do

Capitulo 4 como m+l.
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o7 (y) ~ -

onde os primeiros 6r

oe
¢, (V)

60‘8

7€ (¥)

oe
¢, (¥)

355 ()

27 (v)
2% ()
355 ()
8.5 (y)
87° (v)

gt
8. (v)
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oe
ﬁlaﬂ‘ ie-e—icx(;,y) i cr (Y) (5 6)
e ' L ]
2340 e S "2
oe
't z ie.e-iex&,y) i r (¥) (5.7)
T —— e — , >
2348 e+ =

OE »0€ x0€
, Cr ’ ér sdo
€y + 0¥ _,

i 2
3 (¥P-1 + g0y y),

[0y (4-80-¥%) + ey(y*-4y))],

o
=1 F o

i 2 2 2
35 [(4(¥-1) - (y t1)y +

+ eoy y(6-80+7%) ], (5.8)
1.
1, 27%(y) = Fioy_ ,

1 2, .2
- 1¢ (4¥4+y° + 4eoy y),

35 [0Y_(4-80-¥") + 2ey(3-277) ], (5.9)
i 1
€0, 815 (y) = = [yc + 57],

[+

ET 2
16 (Y _SQ_4) ’

%{ [2o-y - e[yc + 31,—] (y2-4)]. (5.10)

c

Para determinar o comportamento assintético dos termos de

(3.46) e (3.52)-(3.54), precisamos ainda da expansio



70

+ o0
1 1 Z
- ~3/2 L

a a +
7m (1+Yc7n) (Tn\ wm) Zch r

s o
onde os primeiros Cr sdo

¢ =1, ¢ =-ioy, C =—§- [-—% -3y2],

(5.11)

(5.12)

Inserindo (5.5) e (5.11) em (3.46), mostra-se
imediatamente que o comportamento do termo geral g, da

série que define a solugdo fundamental & dado por

o
. -1 -x?
i o, ex) . (E+K)m
gm - o8m e Z 1 x
Yc E.K=

+

O‘CK

00
x exp {-ilex(@,y) + kx(f,y’)]1} Z <.~+z>/2 ,
onde

’°=ic‘j’_n )'fa ()35 (¥'),
o j=o

contanto que m » 1, |Q}, y2/4, y’2/4.

Somando (5.13) sobre m, e usando

obtemos

M-1
G(yc;r;r’) - GK + G“r +Z g, +

m=0

(5.13)

(5.14)

(3.46),
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i(x-x')/2y
c

. =]
+ 1€ z sk Gacx' ) (5.15)
' € + r+2 r
r= s K=I

Bmy_
onde G;, GY denotam os termos de (3.46) correspondentes as
ondas de Kelvin e Yanai, e

0
. ~r/2
ASK = Z l(€+K-)n i r %

r
mn=M

1/2

x exp {=-(f=-Q) “lx-x'| - i(ex(m,y)+cx(m,¥’)]1}. (5.16)

£ importante notar que (5.15) sé seri valida se M » 1, |Ql,
v/, y?/a.

A expans3o (5.13) indica que g = o(m™)

quando x = x' e m »* . 0Os argumentos usados nas Secdes 4.3
e 4.7 para provar a convergéncia condicional das séries
3M(y) e qu(x,y) podem ser repetidos no presente caso

para provar que (3.46) converge condicionalmente sobre o

meridiano da fonte x = x’.

A computacdo assintética da solugéo
fundamental através de (5.15) depende portanto da
computagdo das séries auxiliares A2°%. Quando ¢ = « (e =

ex )
-k, Ar

no Capitulo 4. Portanto, valem os resultados

=

& formalmente idéntica & série Br (Cr), discutida

255 %(-1)“ ﬂfﬁ?exp {~(H—Q)hqlx—x’l _

r

£
- i(ex(H,y)+cx(H,y")]1} {1 + '“_f“fi + -
49 4H
1 (1 .3 1 (r+1)€2,
T3 [35 Cex ¥ E1en] - Froc by, (5.17)

ﬂ,3/2 64”2

para ¢

0
e
®
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AfK’ - Ifx + -21- H""zexp {-(H—Q)l’zlx-x'l -
ek r
- ifex(H,y)+cx(H,y’)]1} {1 + 5 T -
128 124
(r+1) &2
- T% [210 E:x + EICK] 2}2 - zx tees (5.18)
' ' § 9608
para € = -k, onde ¥ = M+3/2, os coeficientes Eex' € ex sdo
definidos por
(-Q) Z1x-x7| + ilex(R,y)+kx(@,y’)] =
£ 3
_ ~1/2 1EK 2EK ..
= m [Een + — + — + ], (5.19)
m
. EK
e a integral Ir & dada por
€K ® 1- 2 172
Ir = ZJHLQ v exp {-lx-x’{ (v -Q) -
- ifex(v®,y)+kx (v, y’) 1} dv. (5.20)

Como antes, a integral acima pode ser
computada numericamente através das expansdes

o]
€K _ n+r-2 e 1/2
1°° = 2nzgiwngex r(2-n-r,87°¢_.) (5.21)
ou
EK 12
I - 2exp [-H gen] x

. + 3
net @™ ©XP [—1Q€K(v;r;r’)]

“) ek

n

— (5.22)
™ pF ot v=ﬁhQ !

It
o

onde
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i (vir;e’) = Ix-x'1 (V2-Q)"% +
. 2
+ ifex (v, y) 4k (VV,¥7) ] - £,V (5.23)
e os q .. sd3o0 os coeficientes na expansdo de exp [—mcn] em

poténcias de v™!, dados pelas expressdes (A.2) (Apéndice
A) mediante as substituigdes q > g e gn > Enen. Como

nEK
observado na Segdo 4.6, um bom esgquema numérico para
computar I f'c é& usar (5.21) truncada em n = 10 para

1/2 1/2

M Iéjenl = 25, e (5.22) truncada em n = 3 para H
25,

1€, =

Expansdes assintéticas para K, J e D,
andlogas a (5.15) podem ser facilmente derivadas de
(5.5)-(5.7) e (5.11). Os resultados sédo

H-1
- -).->, = = =
K(r;r’) - Kx + K, +ka +
m=0
1(x-x’)/2Yc o
e EK 208K
+ — A K ‘ (5.24)
STIYC rZO C,Z:i r+lr
3 2.2, > 2 Ml
(r;r’) -JK+Jy+ZJm-
m=0
1(x-x*)/2Y
e © EK 20EK

—_— A J {5.25
STTYC o €,Z=i r+l r ! )

H-1

-

D rf -

(r;r’) - D+ D, +de +
m=0
i{x=-x?)/2y

[+

e EKLCEK
+ Smiy Z ; Ar Dr ! (5.26)
c r=0 £,K=%

o 2 = 1] 4 4+ L]
onde K., K, k, etc. tém significados evidentes e
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RoEL _ i

r

Y BT WEE )k + 18T (v ¥,
o r-n 150 n

joer =¥ 7 Y 7 itk - 185° w1,
n=0 j=0

7% =¥ 7 YR - 1T mIRelt (r% +
n=0 j=0 -
+ 187% (y")71. (5.27)

Note que em (5.24)-(5.26) as expansdes para ﬁ, T e
envolvem as séries Afn, r =0,1, as guais divergem quando x
= x*; entretanto, mesmo neste caso as expansdes
(5.24)-(5.26), (5.17) e (5.18) fornecem um valor definido
para os nlcleos, a saber, uma aproximagdo assintdética para

a soma abeliana das séries (3.52)-(3.54).

5.3 - ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Do ponto de vista computacional, & importante
estimar os valores maximos gue o ponto de truncamento M
pode assumir guandeo se aplica (5.15) ou (5.24)-(5.26) aos
oceanos reais. Como uma ilustragdo, considere o segundo
modo baroclinico do Atléantico tropical, cujo autovalor
vertical & estimado por du Penhoat e Treguier (1985) como ¢

= 1,26 m s'. 0 raio de deformagdo correspondente & 371 =

R

167 km, e se a dissipagdo & desprezivel temos Y, w/gy
onde w, = B/y = 3,81 «x 107% &', 0s valores maximos de Q|
ocorrem a freqiiéncias muito maiores ou muito menores que a
escala de fregiiéncia w . A freqliéncia anual, y,£ ® 0,05, o
que implica que |Q| » 90. Considerando, como & usual, um
modelo oce&nico que se estende de 20°S a 20°N, o valor
méximo de y ou y’ & préximo de 13, de modo que y2/4, y'2/4
< 42. Experimentos numéricos com (5.15) e (5.24)-(5.26)

indicam que para computar as fungdes de influéncia com um



75

erroc relativo inferior a 5% & geralmente suficiente®
empregar um valor de M igual a 3 vezes o maior dos nimeros
1, 1@1, y2/4, y‘2/4. Portanto, em aplicagdes reais, 5x10°
serad provavelmente um limitante superior para os valores de

M.

Uma vez que as fungdes de influéncia precisam
ser computadas um grande nlmero de vezes durante o processo
de solugdo numérica de problemas de circulagdo oceénica, é
conveniente dispor para este fim de um conjuntoc de rotinas
numéricas especializadas. Um tal conjunto de rotinas (em
FORTRAN 77) é& apresentado no Apéndice B.

Nas Tabelas 5.1 a 5.4, apresentamos um
exemplo do uso numérico de (5.15) e (5.24)-(5.26).3 0 valor
escolhido de |x¥ -~ x| & muito pequenc, da ordem de alguns
metros (10'5 em unidades ndo- dimensionais). Em vista dos
resultados da sec¢do precedente, esperamos gque (3.46) e
(3.52)~(3.54) convirjam muito lentamente. Pode-se observar
nas tabelas que os valores calculados através das expansdes
assintéticas (5.15) e (5.24)-(5.26) sdo insensiveis ao
valor de M, escolhido arbitrariamente. As somas parciais de
(3.46) e (3.52)-(3.54) truncadas em m = M-1l, por outro

2 . . =
Uma excegdo importante a esta prescrigdo ocorre quando se

tenta computar as fungdes de influéncia para Ix - x’| =
O(1), ly - ¥’} » 1 e y » 20 ou y’ » #w. Nestas condigdes,
as fungdes de influéncia tendem a zero muito rapidamente
com as latitudes y, y’, de modo gue os valores calculados
por (5.15) e (5.24)-(5.26) sdo afetados por um grande erro
relativo (os erros absolutos, por outro lado, ndo sfdo muito
grandes); este efeito fol descrito na Sec¢fo 4.7 em conexdo
com a série Ga(x,y). Esperamos que estes erros ndo sejanm

importantes em simulagSes numéricas porque a contribuicgio
de uma regido onde os niicleos sdo exponencialmente pegquenos
4s integrais que aparecem nas representagdes integrais
basicas (Capitulo 2) serd provavelmente desprezivel.

Todos o0s exemplos numéricos que envolvem o célculo de
fungdes de influéncia foram computados com o auxilio das
rotinas descritas no Apéndice B.
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lado, ndo fornecem um resultado definido. A fim de estimar
gquantos termos seria necessirio somar para se obter um
valor preciso a partir das somas parciais, podemos usar
(3.48) com, digames, b = 7. Seria necessario somar

aproximadamente M = Re Q + [b/(x-—x')]2 x 5 x 10" termos!

TABELA 5.1 - COMPUTACAO DA SOLUCAO FUNDAMENTAL G(x,y;x’,¥’)
PARA ¥y = 0,2639 - 0,002i, y =3, y/ =2 Ex - x’ = 10°

M Valor de (3.46) Valor de (5.15)
(truncada em m = M-1) (truncada em r = 3)
11 6,348+1,9311 6,377+2,1681
15 6,331+2,598i1 6,376+2,1951
1¢ 6,358+2,7971 6,377+2,2011
26 6,386+2,8641 6,377+2,2021

TABELA 5.2 - COMPUTAGAO DO NUCLEO K(x,y;x’,y’) PARA
Y = 0,2639 - 0,002i, y =3, y/ =2 Ex - x' = 10"

M Valor de (3.52) Valor de (5.24)
(truncada em m = M-1) (truncada em r = 3)
11 Kx 5,752-3,5831i 5,720-1,7681
K -2,342+45,247i -2,379+5,3521
1% Kx 5,823-3,3781 5,721-1,7611
Ky -2,924+4,1471 ~2,403+45,3451
19 Kx 5,879-2,4831 5,720-1,7421
Ky -3,046+3,7931 -2,406+5,3441
26 Kx 5,871~-1,0231 5,720~-1,7251
Ky -2,981+3,7011 -2,406+5,3441

As componentes de K sdo indicadas por K e K&.
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TABELA 5.3 - COMPUTACAO DO NUCLEO J(x,y;x’,y’) PARA

=2Ex - x' =107

Yy _= 0,2639 - 0,002i, y = 3, v/
M Valor de (3.53) Valor de (5.25)
(truncada em m = M-1) {truncada em r = 3)
11 Jx 0,749-1,949i 0,756-0,6161
Jy -1,071+4,0671 -1,373+4,1361
15 J_ 0,673-1,5741 0,755-0,6091
7, -1,511+43,3331 -1,390+4,1321
19 Jx 0,607-1,1861 0,755-0,6051
J, -1,704+3,097i -1,394+4,131i
26 Jx 0,597-0,3041 0,754-0,5981
J, -1,867+3,0361 -1,396+4,1311

As componentes

de J sdo indicadas por J e Jy.

TABELA 5.4 - COMPUTACAO DO NOCLEO D(x,y;x’,y’) PARA

-5

y = 0,2639 - 0,002i, y =3, y/ = 2 E x - x/ = 10
M Valor de (3.54) Valor de (5.26)
(truncada em m = {(truncada em r = 3)
11 D -0,157+1,7291 -0,146+0,9191
XX
D -1,788~-2,7764i -0,526-0,7751
xy
D -2,257-5,3891 -1,130~-3,5861
Xy
D 4,044-0,1121 4,170+0,7091
Yy
15 [ D__ ~0,169+2,7461 -0,146+0,9391
D -1,417-2,0951 -0,526-0,7781
Xy
D -2,141-5,1981i -1,120-3,5841
xy
Dyy 2,662-0,8941 4,162+0,8031

(continua)
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Tabela 5.4 - Conclusao.

M Valor de (3.54) Valor de (5.26)
(truncada em m = M-1) (truncada em rr = 3)
19 | D__ -0,170+3,8231 -0,146+0,9531
ny -1,032-1,2841 -0,524-0,7791
D -1,598-4,105i -1,107-3,5811
Xy
D 2,219-1,2231 4,161+0,8241
26 Dxx -0,163+3,8781 -0,146+0,9541
D, -0,209+0,6831 -0,518-0,7811i
ny -0,689-1,9231 -1,096-3,5781
D, 2,103-1,281i 4,161+0,830i
As componentes de 0 sdo indicadas por Dxx, ny, Dyx e
D .
¥y
Experimentos numéricos semelhantes aos
apresentados nas Tabelas 4.2 e 4.5 indicaram dgue as
expansdes assintdéticas (5.15) e (5.24)-(5.26) podem na

pratica ser truncadas em r = 3.

5.4 - O CAMPO DA SOLUCAO FUNDAMENTAL

Alguns aspectos qualitativos importantes dos
campos da solugdo fundamental e dos demais nGcleos podem
ser demonstrados através de gréaficos como os das Figuras
5.1 e 5.2. Na Figura 5.1, mostramos um mapa de isolinhas de
Im G(yc;;;f") para uma fonte em ro= (0,1) e para trés
fregliéncias diferentes (a dissipagdo é desprezivel). Os
valores de G foram computados usando (3.46) e o truncamento
dado por (3.48) com b = 7 sempre que |x! > 0,5, e usando
(5.15)

continuo

para |x| < 0,5. Note nas figuras que o campo &

através do meridiano da fonte x = 0, uma

propriedade que ndo & aparente na representac3o em série



Fig. 5.1 - Parte imaginaria de G(yg;;;;’) para ¢’

= (0,1).
(a) y, = 0,263, (b) y = 0,789, (¢) y_ = 3,16. A
singularidade logaritmica de G em r = rf (v.

Segdo 5.5) ndo & aparente nestas figuras

(continua)
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5.1 - Conclusio.
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Fig. 5.2 - Parte imaginaria de G(yc;;;;’) para y_ = 0,368.

(a) £/ = (0;0,5), (b) £’ = (0;2,739), () £’ =
(0;5). As linhas tracejadas horizontais sdo y =
ty, = 207" = t(y*+1/y)"? = £2,739.

(continua)
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5.2 = Continuacéo.

Fig.

(continua)
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Fig. 5.2 - Conclusio.
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(3.46). Na Figura 5.la, a freqiiéncia & baixa, com ondas de
Rossby aparecendo tanto a leste quanto a oceste da fonte; a
Figura 5.1c mostra um casc em que a freqiiéncia & alta, onde
aparecem ondas de dravidade; finalmente, a Figura 5.1b

mostra um caso em que a freqiidncia & "intermedi&ria", onde

os Unicos modos propagatdrios sdo o de Kelvin e o de Yanai.

Na Figura 5.2, ilustramos a dependéncia do
campo da solug¢do fundamental em relagdo & posigdo da fonte,
a uma freqiéncia fixada. E conhecido (Jacobs, 1967; Ripa,
1989) que a radiacdo de uma fonte pontual sobre o plano-g
formard um sistema de cdusticas maltiplas entre as
latitudes extremas y = 2|g|'’? = ty . Estas latitudes sédo
indicadas por linhas horizontais na Figura 5.2. Quando a
fonte situa-se entre as latitudes extremas (Figura 5.2a), a
amplitude de G decresce rapidamente na regido |yl > y . Se
a fonte estid situada nesta regido (Figura 5.2¢), a
amplitude de G & desprezivel em todo o plano, exceto na
vizinhanga imediata da fonte. Um caso intermediario, onde a

fonte esti sobre uma latitude extrema, & mostrado na Figura
5.2b.

Os mapas das Figuras 5.1 e 5.2 sugerem que G
sempre decai exponencialmente gquando |yl -+ o, e esta
conclusdo & sustentada por estudos que wutilizam a
aproximagdo da Optica geométrica (Jacobs, 1967; Ripa,
1989). Quando |x] » o, apenas um nimero finito de modos
propagatérios contribui para a solugdo fundamental, e estes
decairdo exponencialmente na diregdc de suas respectivas
velocidades de grupo, na presen¢ga de uma dissipacéo
arbitrariamente pequena. Assim, ¢ decaird exponencialmente
guando 7] - w, como mencionado na Segio 2.3. A mesma
conclusédo & valida para as demais fungdes de influéncia.
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5.5 - CONTRIBUICOES SINGULARES

A solugdo fundamental e os demais nlicleos
apresentam uma singularidade em r’ = r. Um tal
comportamento poderia ser esperado, em vista dos resultados
da Segdo 4.6, porque a solugdoc fundamental & definida por
meio de séries de produtos de duas fungdes de Hermite. Para
determinar o comportamento singular das fungéeé de
influéncia, podemos seguir o procedimento j& empregado na
Segdo 4.6 em relagdo & série Ga(x,y). Consideremos primeiro
0 comportamento das séries Afk com € = -k, due aparecem em
(5.15) e (5.24)-(5.26), guando £/ -+ r. Usando (5.18) e

(5.21), obtemos

atc = If% 4 o(1) = 2g;ir(z,ﬂ“qscn) + 0(1) =

= 26, 2(1 + B¢ ) exp [P ] +0(1) =

= 25;2(1 - ﬁgzn) + 0(1) = Z/E:n + 0(1), (5.28)
AC =15 v o) =26jT (1,8, ) +0(1) =

= 2¢_, exp [-A%_ ] + 0o(1) =

= 2/¢,, + 0(1), (5.29)
aF - 5F +o0(1) = 2r (o, 8%, ) + o(1) =

= 25'1(3"258&) + 0(1) =

= -2 log §_, + O(1); (5.30)

analogamente, pode-se mostrar que AfK = 0(1) para todo r =

3, € = -k. Além disso, decorre de (5.17) que A°F = 0(1) se
r

£ = K.
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Expandindo os coeficientes dos Af“ em (5.15)
e (5.24)-(5.26) em série de Taylor em torno do ponto x’'= x,
y’= y, e usando os resultados do parégrafo anterior,
mostra-se apds alguma adlgebra que os AfK com € = -k er = 2
contribuem para o campo das fungdes de influéncia com os
seguintes termos singulares:
o4
2ny

G(y_iTit’) (v*-y2)log R + O(1), (5.31)

=Y

R(E;07) -~ —— {Z(iyi X - yc)-l% +
R

4T[yc
+ [ii - %} ?]log R} + O(1), (5.32)
C
2.2 02 1 . ﬁ _
J(r;r’) - 4”yc {2(1yz x + yc)EE
- [i_ii + )J;— fr]log R} + 0(1), (5.33)
[ of
9(;.;,) 1 4(Ax2-Ay2) 1+ iAx (R% - §9) +
' -~ aniyc R4 zyc HAXK YY)
. 2 2 !
+ (B o 2L AY(ACEAY) (g 4 gi) 4 2L AX g9 o
R yc R yc R2
1 . " "o "
+ [ 3 (P40 (k&% + 99) - -5 (&% + 399) -
2yc
- iy y(%§ - i‘r}‘:)]loq R} +0(1).  (5.34)
Em (5.31)-(5.34) introduzimos as notag&es R=r - £/ = Ax&
+ Ay¥ e R = |R).
No capitulo seguinte, fregiientemente

precisaremos nosg referir aos termos 0(1) gque aparecem nas
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expressfes (5.31)-(5.34). Estes termos representam fungdes
continuas em r’/ = F, que chamaremos de "partes regulares"
das fun¢des de influéncia. As partes regulares das fungdes
G, ﬁ, 3 e D serdo denotadas respectivamente por Gm), im),
R o B, a Figura 5.3 ilustra o comportamento das
partes regulares das fungdes de influéncia ao longo de uma

reta que passa através da fonte.

2.8

2.0 4

Re G
1.6 -

1.0 <
Im G

0.5 1

0.0 4

-04 =08 =02 =04 0.0 0.1 0.3 0.5 0.4

Fig. 5.3 -~ Partes regulares das fungdes de influéncia para
uma fonte em y = 1,5, com y, = 0,2639 - 0,0021i.

A abcissa s & medida em raios de deformac¢io ao
longo de uma reta que passa através da fonte en
§ = 0 e faz um 3adngulo de 37 com a direcdo
zonal. As componentes cartesianas das partes

4 e - R
regulares de K, J e D sido denotadas por K:‘ ’,
(R) (R R R
k™, g )' J(J' Dun' Dun’ p® o p®
4 x Ty xx xy ¥x yy

(continua)
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Fig. 5.3 - cContinuacido.

{(continua)
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CAPITULO 6

EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

6.1 - INTRODUGAQ

Apb6s o estudo detalhado do comportamento dos
nGcleos, realizade nos Capitulos 3 e 5, estamos enm
condi¢des de deduzir uma equagdo integral de contorno para
o campo de pressdo ao longo de uma fronteira ocednica
arbitraria, a partir da representagdo integral (2.22).
Introduziremos neste capitulo o método dos elementos de
contorno para a solugdo desta equagdo integral. No
tratamento de problemas forgados pelo vento, sera
conveniente transformar o termo integral bi-dimensional em
(2.22) em uma integral de contorno. Esta transformagdo pode
'ser efetuada empregando-se solugdes particulares das
equagdes de movimento. Tais solugdes sdo definidas por
séries de fungdes de Hermite gque convergem lentamente. A
teoria assintética do Capitulo 5 pode ser prontamente
aplicada, obtendo-se exﬁansées assintéticas andlogas a
(5.15) e (5.24)-(5.26).

Na Gltima segdo do capitulo, a equacgdo
integral basica & adaptada para descrever o espalhamento de
ondas equatoriais livres por obstédculos (ilhas e margens
continentais) de forma arbitraria. Este problema tem sido
bastante estudado (Yoon, 1981; Rowlands, 1982; C(Clarke,
1983; Cane e Gent, 1984; McCalpin, 1987), mas inexiste na
literatura um método gque permita tratar rigorosamente o
problema do espalhamento de ondas equatoriais em um oceano
infinito ou semi-infinito, quando as fronteiras tém
geometria arbitréaria. Freqiientemente, faz-se usco da
aproximagdo de ondas longas (Cane e Gent, 1984; McCalpin,
1987) para simplificar o problema préximo aos contornos.

Longe das fronteiras, um amortecimento artificial é& por
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vezes empregado para simular um meio infinito com uma grade
computacional finita. Entretanto, este recurso ndo &
simultaneamente efetivo para todos os tipos de ondas
equatoriais (Moore e McCreary, 1990). A presente formulagéao
integral tem a vantagem de permitir o tratamento rigoroso
de tais problemas exteriories (Brebbia et al., 1984)

através da discretizagdo de contornos finitos.

6.2 - A EQUACAO INTEGRAL BASICA

A representagdo integral (2.22) para o campo
de pressdo fol obtida sob a suposigdo de gue o ponto r’
estava situado no interior da regidoc oceé@nica B. Suponha
agora que r’ esteja em uma posigdo s = s’ sobre a fronteira
I' de B. Por (5.32), o primeiro integrando em (2.22) se
comporta comoe (s - s'fd quando s§ -+ s’. Assim, a primeira
integral em (2.22) ndo fara sentido mesmo como uma integral
de Riemann imprépria. A fim de interpretar esta integral
corretamente, consideraremos um processo de limite, no qual
r’ se aproxima de um ponto r“ da fronteira I a partir do
interior de B, ao longo da direg¢dc normal fi(s”), onde s” &
a coordenada de r” sobre I'. Denotemos por Z{3s5) a
contribuigdao & integral de um pequeno segmento s’ - 8s = s
= s” + 8s. Se a dist&ncia én entre r’ e r” & pequena, entdo
por (5.32) teremos

2 s"+8s
Z(8s) = p(xr”)

I ﬁ(S”)‘
2"Yc s"-8s

“(1y"Z x - yc)i§i3§ifllz ds + 0(3s). (6.1)
e’ -r(s) |
J& que r(s) = £“ + (s-s")8(s") + O((s-s")°) e F“ - £/ = &n

n(s”), concluimos que

i).” Sll+6s iy” (S_S”)+y 6n

2ny

Z(ss} = ds + 0(8s)

g"=3s 6n2+(s-s”)
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p(r”)tan ' (8s/8n) + O(3s). (6.2)

Al

Tomando © limite &8s, én » 0 com 8n « &8s, vemos que Z(3ds) -
p(;”)lz. Assim, quando I/ est& na posicdo s = s’ sobre I', a
primeira integral em (2.22) deveria ser interpretada como

2 p(£/) + lim p(E)A(s) ‘R(E’;r)ds. (6.3)
8820 “|s-5'|28s

0 segundo termc da expressdo acima é& chamade o "valor
principal" da primeira integral em (2.22). Por (5.31) e
(5.32), as outras integrais em (2.22) té&m singularidades
integraveis em r =r', e podem portanto ser interpretadas
como integrais impréprias de Riemann. Assim, a equagdo
integral de contorno para a distribuigao de pressio ao
longo do contorno, p(s) = p(;(s)); é

SP(27) = p.v.§ p(P)A(s) R(P’;2)ds -
r
- 2 p,C §Fq(s)G(yc;f":i:)ds -
- ar*” #(r) -R(2’;%)dxdy, (6.4)
B

onde r’ ocupa a posigdo s’ sobre I' e P.V. denota o valor
principal.

6.3 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Uma vez que as fungdes de influéncia sdo
bastante complicadas, é dificil resolver (6.4)
analiticamente, mesmo se a geometria do oceano, o
forcamento e as condigdes de contorno sio muito simples. No
entanto, utilizando as rotinas de computagdo dos nilcleos
(contidas no Apéndice B), a equagdo (6.4) pode ser
resolvida numericamente pelo método dos elementos de
contorno (Brebbia et al., 1984). O método consiste
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basicamente em discretizar a fronteira I' em N pequenos
segmentos (elementos de contorno) Fl,...,FN. Em cada
elemento Iﬁﬂ escolhemos um ponto ;;, e assumimos que a
pressdo ao longo de cada elemento & constante, igual a pJ =

p(?;). Aplicando (6.4) em rf = r’, k = 1,...,N, obtemos um

Y
sistema de equag¢des lineares para as pressdes p, ao longo

do contorno:

1 N
§Pk=ZTkJP - Q, (6.5)

onde

T = P.V.J fi(s)-R(2’;2)ds (6.6)
kj I k
j

N
= 1 Ry R
0 =3 Pc) jl_q(s)s(yc,r;,nds +
+ 1'1” F(2) -R(F!;F)dxdy. - (6.7)
B

Geometrias oceénicas bastante complexas podem ser descritas
fielmente por algumas dezenas de elementos, de modo que a
dimens8o N do sistema de equag¢des lineares acima sera
normalmente bastante modesta.

0 esquema numérico mais simples usa elementos
de contorno retilineos. Suponha por simplicidade dque a
fronteira I’ consiste de wuma Gnica ilha ou margem
continental, de modo que podemos discretizéd-la como uma

. . - N . ba d -
linha poligonal com N+1 vértices consecutivos CoreeesTy -

O vetor unitirio normal ao k-é&simo elemento de contorno Fk
-* -3 -
= {rk,rmd} € dado por

.\_—1-> --) -~
n = d; (rkﬂl rk) x Z, (6.8)
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onde

- +

d =Ir =-r/! (6.9)
é o comprimento do elementc e assumimos que k sempre
aumenta no sentido do vetor ék = Z x ﬁk. Para tratar um
contorno que consiste de vArias curvas Cl, Cz,ﬂ-,
poderiamos discretizar cada curva como descrito acima, e
entdo renumerar os elementos consecutivamente de 1 até o
nimero total de elementos. A fim de simplificar as

. >
expressdes gue se seguem, & conveniente escolher o ponto r;

no centro do elemento Tk,

-
wer T rk). (6.10)

a’=l 3
r’ 5 (r
Quando os elementos de contorno sdo
retilineos, (6.6) reduz-se a
- -+

3
T}, = nj-[p.v.jrlK(r;;r)ds]. (6.11)

J

Quando j #* kK, o ponto ;; ndo estd sobre sobre o caminho de
integracdo na integral acima; o integrando serd uma fungio
suave de s, e Ilj podera ser calculado aproximadamente por
regras de quadratura numérica como a regra de 2 pontos de
Gauss-Legendre1

~1 P A
o di [ (r/;r

k] yj

- hd3)], (6.12)

Qualquer regra de gquadratura numérica perderi sua efi-
ciéncia se o integrando variar muito rapidamente sobre o
dominio de integragdo. Portanto, antes de empreender uma
solugdo numérica pelo método dos elementos de contornc &
importante estimar a escala horizontal das oscilagbes no

campo das fungdes de influéncia, com o auxilio de mapas
como os da Figura 5.1.
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onde h = 0,2886751. Quando j k, h&d uma singularidade no

integrando de (6.11) em r = ;;; para computar a integral

numericamente, podemos escrever

+J' fc‘“’(f-';f-)ds} , (6.13)
I.. k

onde a "parte singular" de K é (v. Segdo 5.5)

-3
B 2r.2y = 1 5 (ivrs _ EE +
(rk,r) = TIny (lYkz X };) =2
C

k

+ [ix - e ]log R ¥, (6.14)
Y, k
com ﬁk = ;; - ;, Rk = Iﬁkl, e a "parte regular" de K &

k™ =k - k% = o(1). (6.15)

A primeira integral em (6.13) ©pode ser calculada
analiticamente. Quanto & segunda integral, sabemos Jque a
parte regular de K & uma fun¢do continua (Segdo 5.5); além
disso, a Figura 5.3 indica que k™ varia lentamente numa
escala horizontal de cerca de 1 raio de deformacgdo.
Portanto, se dk < 1 podemos computar a segunda integral
usando a regra de 2 pontos Gauss-~Legendre. 0 resultado

final &

dk 1 y;
P Ty, [log 74, - 1][1x - — y] i+
c
1 -~ 2(R) =, 2
+ 3 dfh'[ (r/ir! + hd 8 ) +
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+ K™ (¢

- hd 5 )]. (6.16)
0 calculo dos coeficientes Tkj pode ser efetuado com o
auxilio do programa Mat descrito no Apéndice B.

Consideremos agora o cédlculo dos nmeros Qs
dados por (6.7). As integrais de contorno que aparecem
nesta equa¢do podem ser calculadas por um esquema similar
ao descrito acima para os coeficientes 7}y se assumimos
que g(s) & constante ao longo de cada elemento de contorno.
Entretanto, a discretizagdo direta do segundo termo de
(6.7}, uma integral bi-dimensional, seria bastante
dispendiosa e complicada do ponto de vista computacional.
Esta dificuldade, associada com a presenga de termos
inomogéneos na equag¢do integral, & comum & maioria dos
esquemas de solugdo numérica de equa¢des pelo método dos
elementos de contorno. Dentre as possiveis alternativas
para evitar a discretizagdo do interior do dominio do
problema, a mais rigorosa e mais satisfatdédria & empregar
solugdes particulares das equagdes de movimento (Azevedo e
Brebbia, 1988).

6.4 - INTEGRAIS BI-DIMENSIONAIS

Nesta segdo, consideraremos a redugdc do
Gltimo termo de (6.4) a uma integral de contorno. Para
simplificar a discussdo sequinte, suponha que gqueremos
resolver as equagdes de &gua rasa sobre uma bacia oceénica
B, com a condigdo de contorno de fluxo normal nulo nos
contornos oceénicos e com um campo forgante ﬁ(?). Se
dispusermos de uma solugdo particular p“”(?) de (2.7) (que
em geral ndo satisfard as condi¢des de contorno), poderemos

escrever o campo de pressdo total como

p=p +p, (6.17)
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onde p“” satisfaz a forma homogénea das equagdes de agua
rasa. Em pontos r’ do interior de B, (2.22) pernmite

H
representar o campo p(} como

p™(#1) = § p™ (FrR(s) R(E/;E)as +
r
+Loc § ey ;27 ;e)a® (F) -A(s)ds, (6.18)
2 4] r c
onde u'®’ denota o campo de velocidade associado com a

(P)

- -, -
solugdo particular p '. Quando r’ & levado até o contorno

I', obtemos de (6.18) uma equagdo integral de contorno para
o campo desconhecido p"”; esta equagdc & analoga a (6.4),
mas o© termo envolvendo uma integral bi-dimensional esta
ausente, e -u®’-.A faz o papel de g. Esta equagdo pode ser
resolvida numericamente como descrito na Segdo 6.3, sem as
desvantagens advindas da discretizagdoc de uma integral

bi-dimensional.

Para determinar uma solugdo particular para a
pressdo, associada com uma distribuigdo realista dos ventos
sobre o oceano, pode-se comeg¢ar calculando a resposta de um
oceano ilimitado sobre o plano-f a uma classe de
forcamentos "simples". Se um forg¢amentc arbitrario puder
ser expandido como uma combinagdo linear destes forgamentos
"simples", entdo a solugdo particular procurada sera dada
pela mesma combina¢do linear das respostas calculadas para

o oceano ilimitado.

Um forgamento de freqiiéncia fixa e com uma
dependéncia senoidal em x e y (que corresponde a uma onda
plana nas variaveis (t,x,y)) & provavelmente a escolha mais
vantajosa para computar a resposta do oceano ilimitado. De
fato, a resposta pode ser determinada analiticamente, e a
decomposigdo de um forcamento arbitrario en suas
componentes de Fourier pode ser eficientemente realizada
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' . 2
por algoritmos de transformada rapida de Fourier (FFT).
Portanto, & suficiente calcular a resposta do oceano a um

forgamento da forma

3 i (ax+by)
e T

F(r) = F, (6.19)

!

onde a, b e ﬁo s3o constantes. Um campo de pressdo forgado
por (6.19) & obtido de (2.22) se tomamos a regido B como o

planc inteiro:
pP(r) = -v7F -
@ ilax’+by*)}22 3> 2
-I_mj_we R(2;%7)dx’dy’. (6.20)

Inserindo a expansio de K em fungdes de Hermite, Equacgio
(3.52), e usando a propriedade bem conhecida

I_me[bywm(y/\/f)dy = 2vAi"y_(VZb) (6.21)
obtemos
pP(f) = v 'e'™B(a,b;y) F,, (6.22)

onde

2 . = v =
Uma alternativa & decomposi¢do em ondas planas & a

projecdo do forgamento sobre autofungdes cuja dependéncia
meridional é dada pelas fungdes de Hermite. Cane e Patton
(1984) consideraram esta alternativa "impraticdvel" em
vista da lenta convergéncia das expansdes meridionais
envolvidas. O uso da decomposigdo em ondas planas permite
um tratamento mais eficiente de dados de vento, através do
algoritmo FFT. Entretanto, veremos a seguir que as solugdes
particulares s&o dadas por séries lentamente convergentes
de fungdes de Hermite. Este comportamento ndo causa maiores
dificuldades, uma vez que a teoria assintdética de soma

-

desenvolvida nos Capitulos 4 e 5 & aplicével,
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X +

2 1
K

@) 12 {wo (y/V2)¥, (VZD)

iWI(Y/Vg)[Wi(Vfb)i - (2/YC)WD(V§b)?]
+ a + o B
Y

(6.23)

18

H

) i"7 (y) (4% (2b) % + 267 (2b)¥] }
— 0" .
o=t n

s w0y (a+al) (14y 7)) (V) -7))

0 campo de velocidade correspondente pode ser obtido de

modo anfdlogo a partir de (2.24),

2

. - -
_1{et(ax+by) (lyc - ¥z X)FO
y -y

+ e“"u(a,b;y)-fro}, (6.24)

onde w, = B/¥ e

X

vl &

]uz[ by (YYD, (VED)
XX

1
K ¥

21

x W (P/VE)R + (21/y )V (v/VZ)F11¥, (V2D) & -

- (2/y ), (V2b)F] - 2 Z+ o ) i" x
m=0

o=x

(6.25)

Pt

[0 (y)®-i6 (y)§1(9" (2b)%+26 (2b)§] ]

7:(a+a:)(1+ycw:)(1;-7;)

6.5 - CALCULO ASSINTOTICO DE P(a,b;y) E U(a,b;y)

Uma estimativa assintética simples da

magnitude dos termos gerais 5: e u: das expansdes (6.23) e
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(6.25) pode ser obtida a partir de (3.20), (5.5)-=(5.7) e
(5.11) :

po - o(m), uF - om?), (6.26)

gquando m * w. As estimativas acima permitem deduzir que
(6.23) converge condicionalmente’ e que (6.25) & uma série
divergente. Portanto, para computar P e u precisamos
derivar expansdes assintdéticas andlogas a (5.15) e

(5.24)-(5.26). Usando (3.20) e (5.11), mostra-se que

1 o
7:(a+a:) (1+yc7;(:) (1;-7;) 2y m” r=o

(io)" —— (6.27)
m

2 . =
para m » a”, |Q|, onde os primeiros C‘r(a) sdo dados por

- - _ 1
Ca) =1, Ca) =a- [y, + 2Yc]'
. 22 _ 1 1 2
C'z(a) = a [yc + yc]a + 3 (¥, +2),
- 3 2 - 3
C.(a) = a [yc + 2y]a + [1 +3 Y+ —-z-]a +
c BYC
1 [ 3 1 1 Yc]
+z |y + - - . (6.28)
8 € 2Y: yc 2

Usando (5.5)~(5.7) e (6.27) em (6.23) e (6.25), obtém-se
apés alguma &lgebra as seguintes expansdes assintéticas,
vdlidas se m » 1, a°, bz, y2/4, IQi:

Y - - —2 1" %exp (~ifex(R,y) +

8\/1_I'ycﬁ: g, K=+

% cf. um argumentc andlogo usado na Segdo 4.3.
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@ PO‘CIC
-~ -~ gEK -~
+ kx(@,2b)1} Z =5 [ =72 x+ Q7% ¢ }, (6.29)
o i . -EKm . -
U - — i exp {-if{ex(m,y) +
Bw/ﬁycﬁluz g, K=t '
00
+ kx{(f,2b) ]} Z [ - 07 % + \7‘:8“ fr], (6.30)
onde
r )3 ]
aTEK . . -
PIEf =iy (i)™ ¢ _(a) ) 87 (1@ (2p), (6.31)
n=0 J:O
r n
CFC ] -
Q7% = -2 ) (1) ¢, (a) ) 307 (18T (2p), (6.32)
n=0 j=0
U =

07 = 1Y (i)™ e (@ Y [2%° (n% -
n=0 j=0

- 187° ()7187%(2p),  (6.33)

i

VEE = 2 Z (i)™ ¢ _(a) Z [27° ()% -
—_ r-n = n-J
- ia‘:’fj(y)fr]é‘j"‘(zb). (6.34)

Inserindo (6.29) e (6.30) em (6.23}) e (6.25},
obtemos as expansdes assintéticas

2 3 - +>a
P(a,bjy) =P +PF + )y ) P -
m=0 g=1%
1 2 cx en EK .EK
- Z r+3 r + Er+2Qr Y), (6'35)

BVﬁyc £,k=t r=o

U(a,bjy) = U + U, + z z u7 o+
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. 00

1 EK 2EK -~ EK 2EK -

+ Z Z (BZS0°% % + EC V¥, (6.36)
8vay_ &,R=t r=o

onde ﬁx, ﬁy, UK, UY denotam os termos de (6.23) e (6.25)

. . , e
associados com as ondas de Kelvin e Yanai, 1:'.‘P'c denota a

série auxiliar

g5 = i i"enmexp {-i[ex(m,y)+kx(m, 2b)} ]}
m=M

N — 2 (6.37)
m
e
K £k oK
Pt = LR Q"= )
o=t T ) o=t
HEX = ﬁaenl $EK = Z JOEK (6.38)
r 0=i r r G:i r

As expansbes (6.35) e (6.36) sdo validas contanto gue

M» 1, a°, b, ¥°/4, 10I. (6.29)

. g €K £K " .
Os primelros coeficlentes Pr ' Qr , etc. séo listados no

Apéndice C.

A série auxiliar .EfK & bastante similar a
série auxiliar A, definida no Capitulo 4. Uma modificagdo
trivial dos argumentos da Segdo 4.3 conduz 4a expanséo
assintdética

5K i Mexp (-ifex(M,y)+kx(,2b)]} (1-iex) +
r 2ﬁf'/2
Y
£K 1 1, 2 1 _
251/2 + 5 [r + vy 1lEK '.ren] E

1 1 1,2 .
-3 [ I 78&[ T Yex (2r+1)1en] +



1 1 5 . 4 2
* 71en] g2 8 [ 48 1EK Vg t (rl)y,, -
- iex(r2+2 -~ éw Yinr) ... (6.40)
ex’1ex 72 ! '
onde
¥ = i{ey + 2kb) Y = —lv (sy3 + 8xb3) (6.41)
£K ! 1£K 241 * :

6.6 -~ ASPECTOS COMPUTACIONAIS E EXEMPLOS DE SOLUGOES
PARTICULARES

Em aplicagdes computacionais, & importante
estimar os maiores valores de M que podem ocorrer guando se
aplica (6.35) e (6.36) aos oceanos e ventos reais. Na Secgio
5.3, o0s termos y2/4 e |Q| foram estimados em 0(102) na
maioria dos casos de interesse. Uma descri¢8o bastante
realista das variac¢des horizontais do campo de ventoc sobre
uma bacia ocednica geralmente poderad ser obtida com os
comprimentos de onda maiores gque, digamos, 200 km. Enm
outras palavras, o comprimento de onda ndo-dimensional sera
geralmente maior que 1 raio de deformagdo, o que implica
gque 27 serd um limitante superior para os nimeros de onda
ndo-dimensionais. Assim, todos os termos do lado direito de
(6.39) serdo 0(102) na maioria das aplicagbdes.

As fungdes P e U podem ser computadas
numericamente através da rotina UP, descrita no Apéndice B.
Um exemplo numérico & apresentado nas Tabelas 6.1 e 6.2; os
valores calculados através de (6.35) e (6.36) sdo

=

insensiveis & escolha do pontc de truncamento M.

As Figquras 6.1 e 6.2 ilustram a estrutura
meridional dos campos de press@o e velocidade (6.22) e
(6.24) quando o forgamento (6.19) & =zonal (f‘o-f = 0) e
independente da longitude (a = 0). Na Figura 6.1, o



105

-

forgamento & também independente de y (b = 0), e a resposta
& relativamente confinada préximo ao equador. Na Figura
6.2, o comprimento de onda meridional do forgamento & 2m
raios de deformagdo (b = 1) e os campos dindmicos exibem
oscilagdes na diregdo meridional com esta mesma escala de
comprimento. No dominio do tempo, o forgamento corresponde
a uma onda plana que se propaga do norte para o sul (cf. a
definigcdo (2.4) da transformada de Fourier no tempo), e a
resposta também exibe propagagdo em diregidoc ao sul.
Comparando as Figuras 6.1 e 6.2, vé-se gue a resposta decai
muito mais lentamente com a latitude no caso em que b # 0.
Em geral, observa-se dque as fungdes P e U decaenm
algebricamente com a latitude, em contraste com as fungdes
de influéncia @, 3, K e D, que decaem exponencialmente

quando |y| -+ =.

TABELA 6.1 - COMPUTACAO DE P(1,2;3/2)
PARA ¥y = 0,2639 - 0,002i

M Valor de (6.35)
(truncada em r = 3)
13 Px 1,418-1,527i
Py -0,885+1,2271
21 | P_ 1,420-1,529i
Py -0,887+1,231i
29 Px 1,419-1,5291
Py -0,887+1,2311

As componentes de P sdo indicadas por P e Py.

A Figura 6.3 mostra o campo de pressdo (6.22)
quando o forcamento & zonal e se propaga de nordeste para
sudoeste (a = 0,5 e b = 1). A resposta fica confinada &

vizinhanga do Equador, apresenta um comprimento de onda
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zonal igual ao do forgamento e se propaga para ceste com o
passar do tenmpo.

TABELA 6.2 = COMPUTAQKO DE U(1,2;3/2)
PARA y = 00,2639 - 0,002i

M Valor de (6.36)
(truncada em r = 3)
13 | U -6,011+10,5041
U 3,161- 5,3811
Xy
U -0,180- 0,197i
yXx
U -0,395- 3,785i
vy
21 Uxx -6,019+10,5221
ny 3,165- 5,390i1
U -0,178~ 0,1941
yx
U -0,382- 3,7931
Yy
29 | U__ ~6,024+10,5231
4 3,168- 5,3911
xy
ny -0,178- 00,1961
U -0,379- 3,796i
yy
As componentes de U sdo indicadas por L;x, L;y, L&x e

v .
vy

6.7 - SOLUCAO DA EQUACAO INTEGRAL PARA p‘™

De acordo com a discussdo da Segdo 6.4, a
parte homogénea p“” da solugdoc de um problema forc;ado4
satisfaz a representacdoc integral (6.18) gquando £’ estad no
interior da bacia ocednica B e a equagdo integral de

contorno

4 Agui, como na Segdo 6.4, adotamos sem perda de

generalidade a condigdo de contorno de fluxo normal nulo na
fronteira T,
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Estrutura latitudinal das solugdes particulares
(6.22) e (6.24) para (a,b) = (0,0), ﬁo = (1,0) e
Yy, = 0,264 - 0,0021i.

(2a) presséo, (b) velocidade zonal e (c)
velocidade meridional. A fim de ilustrar a
evolugdo temporal das solugdes, os valores de Re

{emnp"”(y)} e Re {ewnﬁun(y)} sdo plotados

para wt = 0, n/4, /2 e 3nf4. A segunda metade
do ciclo & omitida para maior clareza, mas pode
ser obtida da primeira metade por reflexdo sobre
o eixo-y.

(continua)
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6.2 — Estrutura latitudinal das solugdes particulares

(6.22) e (6.24) para (a,b) = (0,1), F, = (1,0) e
y, = 0,264 - 0,002i.

(a) presséo, (b) velocidade zonal e (c)
velocidade meridional. A fim de ilustrar a
evolugdo temporal das solugdes, os valores de Re

{e‘wtpm(y)} e Re {elwtﬁm(y)} sdo plotados
para wt = 0, n/4, n/2 e 3n/4. A segunda metade
do ciclo & omitida para maior clareza, mas pode
ser obtida da primeira metade por reflexdo sobre
o eixo-y.

(continua)
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Fig. 6.2 - Conclusdo.
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Fig. 6.3 - Campo de pressio associado com a solugdo
particular (6.22) para (a,b) = (1/2,1), E_‘-"o =
(1,0) ey = 0,264 - 0,002i.
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s p™ () = p.v.ﬂg p™ (BYf(s) -R(B/;B)ds +
r

+ % P, § G(y ;;’;;)GG”(F)-ﬁ(s)ds, (6.42)
1-. s}

guando r/ est4 sobre a fronteira I'. A verséo discretizada
de (6.42) & dada por

1 _(H) 3 (H)
5 b, =JZiTkij - Q. (6.43)
(H) H 2 2 -
onde p = (r;), I}j é dado por (6.6) e Qk é dado por
1 N
Q = -3 P,c z J 3 _ds, (6.44)
n=1 I"n
onde®
& = (u™(r)h 16y ;r/;E) (6.45)
nk n e’ Tk’ * )

A computagdo numérica de Tkj foi discutida na Segdo 6.3, e
pode ser realizada com o auxilio do programa Mat (Apéndice

B). Para computar Qk & preciso dispor de uma solugdo
. > (P = . .

particular a® das equag¢gdes de movimento; podemos assumir
> (P)

que u é dada por uma superposigdo de solugdes da forma
(6.24) com diferentes valores de ﬁo, a e b.

Em vista de (6.44) e (6.45), duas singularidades
devenr ser consideradas no calculo de Qk: uma associada com
a singularidade da solugdo fundamental G na vizinhanga da

5 . a f
Consideramos que os elementos de contorno sdo retilineos.
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P
P quando5

fonte e outra associada com a singularidade de u
y*ty.A primeira singularidade afeta apenas o termo n =
k em (6.44), enquanto a segunda afetari os elementos Fn gue
cruzarem uma das latitudes *Re Y - Usando (5.31) e (6.24),

podemos determinar as contribuig¢des singulares a ¢ i se

3 = ‘D:i) + <1>$’, (6.46)

R -
com @;3 uma fung¢&o continua, entdo

) _ i S(P) 2, A a__2 _
an = 2"yc ank[u (r;) nn](y; yc) log is s;l +
A . _ . Bo(i-2z x)i"(fcn,}"fn)
+ G ;TG x 6.47
290(00 (yc' k’ nfyn) Y - Anyc r ( )
onde s; &€ a coordenada de ;; ao longo de T,
0 se Fn nao cruza uma das latitudes
An == ¥y = fRe Yc
tl se I' cruza a latitude y = *Re Y. (6.48)

e (J?n,fzn) € o ponto onde I' cruza a latitude’ ARe y.

Portante,

i N (R} idk
o =-1pc n; Jr 8 Vds + 2nyc(log 3d - 1)

° Esta singularidade é& representada pelo primeiro termo de
(6.24) (o segundo termo & uma fungdo regular, em vista da
Secdo 6.5), e fisicamente corresponde a uma resposta
ressonante do oceano a um forgamento & fregiiéncia inercial
local. No dominio do tempo, a singularidade desaparece,
devido & integragio sobre a freqiléncia w. A singularidade
ndo aparece no campo de press3o, come indicado por (6.22).

Assume-se que cada elemento cruza no nmniximo uma das
latitudes y = #Re y.- :
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x (yl2-y")a® (¢1) -4 }

N
1 -1 e o
57 Zcos g CUIF[IT,T) x

2(y!-2 ¥ )y
x log [1 - 2[1 - —azaagjirq ]nn-

(1 -2 x)i"(szn,fzn), (6.49)

onde cos e = ﬁn-i. As integrais de @I::) gue aparecem em
(6.49) podem ser computadas pela regra de Gauss-Legendre

{cf. Segdo 6.3).

Os programas NorFlow e Qk, descritos no
Apéndice B, permitem calcular numericamente os coeficientes
Q - Uma vez conhecidos todos os coeficientes do sistema de
equagdes lineares (6.43), @& ©possivel resolvé~lo por
eliminagdo gaussiana (cf. o programa Gauss no Apéndice B),
obtendo-se assim o valor da solugdo homogénea p“” k =

i1,...,N ao longo da fronteira T.

6.8 - COMPUTACAO DE SOLUCGES NO INTERIOR DO OCEANO

(H)) em

O wvalor da solugdc homogénea (p
um ponto r’ no interior da bacia oceénica pode ser obtido a

partir das representagdes integrais (6.18) e

a® 2y = - 2 35 p™ (F)D(2;F) -A(s)ds +
r

pC

+3§ a® (r)-fi(s) 13z’ :8)ds, (6.50)
r

gque deriva de (2.24). Versdes discretizadas de (6.18) e
(6.50) sdo



N N
H) 2 (H} 1
p (r’) = ZpkH Tk ¥ 5 pOC sz 4 (6'51)
k=1 k=1
N N
a0 _ 2 (2 3
(£7) = pC 2P, B+ Y3, (6.52)
4] k=1 k=1
onde
T, =4 J R(27;%)ds, b = [ D(2r;2) Ads, (6.53)
k k k
r r
k k
G, = f u® () A JG(Y, jre;r)ds, (6.54)
rk
3 =J a® (2 -4 13 (¢ ;) ds. (6.55)
k r k

k

As integrais (6.53)-(6.55) podem ser
computadas pela regra de Gauss-Legendre (Segdo 6.3)
contanto gue seus integrandos ndo variem muito rapidamente
ao longo do elemento Fk. Esta condigdo ndo sera satisfeita

em duas situagdes:

1) O Ponto r’ Est& Muito Préximo’® do Elemento r

Neste caso, devido & singularidade das
fungdes de influéncia quando r -» r/, as integrais
(6.53)-(6.55) serdo guase-singulares (Vijayakumar e
Cormack, 1988). Para tratar as integrais (6.53), podemos

escrever
T =n I f((s’(r’;r)ds + J. K(m ":r)ds,
k k
r
k
B, = [ 0¥z ;¥) Ads + j D™ (£7;F) A ds; (6.56)
r
k k

Tipicamente, a uma distdncia menor gque 1 raio de
deformagao.
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(R}

: . 2 (R
as 1integrais das partes regulares ™ e D podem ser

computadas pela regra de Gauss-Legendre, e as integrais das

. v e . 2 (S5 S
contribuigfes singulares k% e ¥

podem ser calculadas

analiticamente no caso de elementos de contorno retilineocs

(as expressdes completas sdo apresentadas no Apéndice D).

As integrais (6.54) e (6.55) sdo mais dificeis de calcular,
3 (P) , 2 .

porque u (r) wvaria aoc longo de Fk. Podemos escrever o

integrando de (6.54) como

2(P) , 2 ~ (s) ,2 2
[ua (rl)-nk]G (r’;r) + gk , {6.57)

onde ;1 é a projegido perpendicular de r’/ sobre Fk e
esperamos que g seja uma fungdo gue varia com suficiente
lentiddo para que a regra de Gauss-Legendre seja aplicavel.
A integral da parte singular de G ao longo de um elemento
de contorno retilineo pode ser calculada analiticamente (v.
Apéndice D). Um tratamento analogo pode ser usado no
cdlculo de (6.55).

2) O Elemento I’ Cruza Uma das Latitudes y = iRe ¥y

Neste caso, ﬁ“”(;) torna-se quase-singular;
o integrando de (6.54) apresentara uma contribuigdo
singular dada pelo segundo termo de (6.47) com a
substituigéo ;; -+ ;’; a integral desta contribuigdo é& dada
pelo Gltimo termo de (6.49) com a mesma substituigdoc. A
parte regular do integrando pode ser tratada pela regra de
Gauss-Legendre. A integral (6.55) pode ser calculada da

mesma maneira.

A computagdo de solugdes no interior do
oceanoc pode ser realizada com o auxilio do programa

WindFcd, descrito no Apéndice B.
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6.9 - ESPALHAMENTO DE ONDAS EQUATORIAIS

Nesta se¢do, o problema do espalhamento de
ondas equatoriais livres por ilhas e margens continentais
de geometria arbitrédria é& formulado c¢omo uma eguagio
integral de contorno para o campo de pressfo. Problemas
similares tem sido estudados analiticamente (Rowlands,
1982; Clarke, 1983; Cane e Gent, 1984) e numericamente
(Yoon, 1981; McCalpin, 1987; Moore e McCreary, 1990).

Os métodos de solugao analitica ou
semi-analitica existentes na 1literatura geralmente fazen
restri¢des gquanto & ffeqﬁéncia da onda incidente (Cane e
Gent, 1984) ou a curvatura dos contornos ocednicos (Clarke,
1983), e tratam separadamente as fronteiras ocednicas leste

e oeste (Cane e Gent, 1984; Clarke, 1983).

Estudos numéricos de espalhamento
freqlientemente recorrem ao método das diferengas finitas
(Yoon, 1981; Moore e McCreary, 1990). Entretanto, un
problema de espalhamento pressupde a presenga de um oceano
infinito ou semi-infinito, para que se torne possivel
evidenciar os efeitos de um grupo de ilhas ou de uma margem
continental sobre a propagacgdo de ondas, enguanto se ignora
os efeitos de outros contornos distantes. A representacgio
de um oceano infinito ou semi-infinitc em um esquema de
diferencas finitas & trabalhosa, requerendo o uso de grades
extensas e algum tipo de amortecimento numérico artificial
para evitar reflexdes esplirias, um dispositivo que & apenas
parcialmenté eficiente (Moore e McCreary, 1990).

A formulagdo integral a ser apresentada
abaixo & exata no contexto da teoria linear, e unifica o
tratamento do espalhamento de ondas de freqiiéncias baixas,
intermediirias e altas. Problemas de espalhamento por ilhas
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e por fronteiras ocednicas leste e oceste (ou uma combinagio
destas) sdo também tratados simultaneamente. Um oceano
infinito ou semi-infinito & incluido explicitamente na
formulagido, gque envolve apenas integrais sobre os contornos
ocednicos. A solugdo da equagdo integral para a pressdo é
geralmente impossivel por métodos analiticos, excetoc para
fronteiras meridionais, devido & complexidade das fungdes
de influéncia sobre o plano-g8 equatorial (Capituloc §5).
Entretanto, do ponto de vista numérico a formulagdo é
extremamente conveniente para uso mesmo em pegquenos
computadores, Jj4& que fronteiras complexas podem ser
descritas por um nimero relativamente pequeno de elementos

de contorno.

Consideremos primeiro um grupo de 1lhas

2" !
equatorial livre de freqiiéncia w incide ao longo da diregdo

(contornos fechados) C1' c ., -+, e suponhamos gque uma onda

zonal. O campo resultante de pressdes e velocidades pode

ser escrito como

p = pu)+ pm)' d=a® + am)’ (6.58)
(n > (1) = A )
onde p ', u sdo os campos da onda 1ncldente e p 7,
u'¥ sso os campos da onda espalhada.

Uma representagdo integral para o campo de
pressdo pode ser obtida de (2.22) com F = 0 {a onda
incidente & forgada em x = +w Oou x = =~0o € Se propaga
livremente no oceano). Sejam x = X, e x = X dois

meridianos situados respectivamente a oeste e a leste do
grupo de ilhas, e seja B a regido do oceano gue é exterior
ac, C, e estd entre os meridianos x = x, e x =x,. Se
r estd no interior de B, a representagdo integral (2.22)

pode ser escrita como
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p(£’) =Y 3§c [p(£)R(F/;2) -

1 - 2> 9 -
5 pocG(r';r)u(§)]-n(s)ds +

X=X

PP + P (x)]| (6.59)

X=X
W

+

onde

PM(x) = i-f_m[pm(x,y)i(?':x.y) -

1 > -
- 5 pcG(r ix,y)u'” (x,y)]dy, (6.60)
(s) ? e > 3
P (x) x-f_w[p (x,7)K(r’;x,y) =
- 3 PG (E ix, »U® (x,7)]dy. (6.61)

Uma forma mais compacta para (6.59) pode ser
obtida fazendo X, > == e x  ~ +o. Na presenga de dissipacgédo
(A *# 0, arbitrariamente pequeno) sabe-se gue uma onda
equatorial livre decai exponencialmente na direg¢do de sua
velocidade de grupo. Neste caso, as fungdes de influéncia
G(?';;) e ﬁ(?’;?) decairdo exponencialmente quando [x| -+ «,
jd4 que estas fungdes sdo formadas por uma superposicdo de
ondas equatoriais livres emitidas de x = x’ (v. Segdo 3.4).
0 campo espalhado consiste de ondas emitidas pelos

contornos C1' c gue pelas mesmas razdes acima devem

[ ¥
decair exponenc:almente quando |x] » ». Em conclusdo, temos
que P(S)(x) + 0 guando |X]| -+ o e Pm(x) = 0 guando ch >
+w, onde <, & a velocidade de grupo da onda incidente.
Entretanto, veremos abaixo que P“)(x) & constante para ch
negativo e chxl suficientemente grande. Isto acontece
porque os campos incidentes crescem exponencialmente guando
cx » -w, enquanto as fun¢des de influéncia em (6.60)

decaem exponencialmente; a integral pode entdo aproximar-se
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de um valor constante.

Aqui trataremos duas possibilidades para a
onda incidente: uma onda de Rossby longa e uma onda de
Kelvin. No primeiro casc, o campo de pressio incidente &

(0,2 ek
p (r) =pe ¢ (¥), (6.62)
onden=20,1,2,... e P, é uma constante arbitraria. O campo

de velocidades associado com (6.62) &, por (2.5) e (3.49),

2 (1) ,» 2pO —Ia:;x ¥ .. R N
u(r) = e [C(v)%x - ie (v)¥]. (6.63)

No seqgundo caso, o campo de pressdo incidente é

-100 x

pV(F) = pe ‘v (¥/V2), (6.64)

e 0 campo de velocidades &

3 (1) ,2 P, —ixgx -

u(r) = >—e wo(y/VE)x. (6.65)
pO
No cdalculo de Pu)(x), precisaremos das

seguintes identidades, que sdo validas para quaiéquer k,m =
0:

[ v (yivaay = Vs, (6.66)

1 4

[Larv r VD0 (yivEray = VE(Rs, | +

+ \/ﬁak,m_l) , (6.67)

[ D vDay = VIts, + VRIS, +

2,m
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+ vm(m-1)8 + 2vkms

k,m-2 k-l,m-l] * (6.68)

A segunda e a terceira identidades podem ser deduzidas da
relagdo de ortogonalidade bésica (6.66) por integragdo por
partes. Sera também conveniente reescrever (3.36), (3.50) e
(3.51), através das relagdes de recorréncia das fungdes de
Hermite, como

7 (y) = VRFIyy_ (y/V2) + (1+y 72y (y/V2),
Z(y) = SVmITyw (y/VD) - (m+ 3 +
+ 2y 2% (y/VD),
67 (y) = VirTay,  (¥/VD). (6.69)

1) Onda de Rossby Longa Incidente

J4 que as ondas de Rossby longas tém cg < 0,
(x,)

a discussdo gque segue a Equagdo (6.61) implica gue p
(xE), usamos (3.46),

-+ 0 guando x, » -w. Para calcular PV

(3.52), (6.62) e (6.63) em (6.60):

-1a;xE © ® —la;(x'-xE)
P(I)(X’ ) =p e { e «
i ° vz J-» w0 7, (1+Y 77) (¥,-7.)
x o (y) [ e (y) + c;(yw;(y)]} dy. (6.70)

Para simplificar (6.70), usaremos a seguinte identidade,
gue & uma conseqiiéncia direta de (6.69) e (6.66)-(6.68):

[l + inedinlay = -ﬁ{(nﬂ) [1 +
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+y (7Te0)] + (1+ycar:)(1+ycar‘:5}am. (6.71)

Assim, (6.70) se reduz a

(1 e
P"(x)) = -Rp_ e ¢ (¥'), (6.72)

onde

(n+1) (1+2y 77) + (1+y 7))?
R = , (6.73)

n

Cc
+ + + -
¥y (L +yv)(v - 7)

um resultado que & independente de X,

2) Onda de Kelvin Incidente

Aqui c, > 0, de modo que Pu)(xE) » 0 gquando
x> +o. Usando (3.46), (3.52), (6.64) e (6.65), obtemos

=10 x

pPPx) =p & - Imw (¥/v2) x
W 0 ‘/51 -~ 0

[ -idx(x’—xw) ,
x  {-|e U (¥ V)Y (y/VZ)  +

—laY(x’—xw)
te b,y VIV, (VD) |+

(6.74)

% T TG () (81 (9) /2 + c;(m}
dy.

YLty 7 ) (¥ - 7))
JA que
3 0% + Cy) = vEFTyy  (y/VD) -

- (mrL)y (¥/V2), (6.75)
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verifica-se facilmente usando (6.66) e (6.67) gque a
integral de cada termo do somatdrioc em (6.74) & igual a
zero. A integral do termo associado com a onda de Yanai
também se anula, em vista de (6.66); obtemos finalmente

-1 x’

PP x) = -pe " w (v VD), (6.76)

que & novamente independente da longitude arbitraria X, -
Levando os valores calculados de .P“’(x) em

(6.59), podemos escrever a representagdo integral para o
campo de pressdo no problema de espalhamento como

p(£) =¥ § p(EIR(E7 %) fi(srds + ap (27, (6.77)

r Cr
onde ¥’/ & um ponto no interior do oceano e A = ~Rn no caso
de uma onda de Rossby longa incidente e A = 1 no caso de

uma onda de Kelvin incidente (por simplicidade, assumimos
gque o fluxo através dos contornos cl, CE"" é nulo). A
expressdo correspondente para a velocidade &, por (2.5),

e’y = - pzc y §Cp(;)®(i'";i")-ﬁ(s)ds +
o} r

r

+ aaM (2. (6.78)

Se o ponto r’ se aproxima de um dos contornos
Cl, Cz,n-, (6.77) torna-se uma equagdo integral de
contorno para p(s) = p(?(s)); o primeiro membro fica
multiplicado por um fator 1/2 e a integral no segundo
membro deve ser entendida no sentido do valor principal
(cf. Segdo 6.2). A versdo discretizada desta equag¢do & dada
por (6.5), onde os coeficientes ij sdo dados por (6.6) e
Q = -Ap”’(?;). 0 cllculo numérico dos coeficientes I;j e

Qk pode ser realizado com os programas Mat e RightSca,
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respectivamente (v. Apéndice B); a distribuigdo de pressdes

a0 1longo dos contornos (a, C pode entdo ser obtida

R
resolvendo (6.5) com o auxilio do programa Gauss.

Em seguida, a solug¢do em gualquer ponto r’ no
interior do oceano poder& ser calculada usando versdes
discretas de (6.77) e (6.78),

N

p(r’) = YpT +ap'"(F"), (6.79)
k=1

2> 2 N > »(1) ,>2

u(r’) = - p.c k;kak + Au T {r’"), (6.80)

onde T, e ﬁk foram definidos por (6.53). O cdlculo destes
coeficientes foi discutido na Secdo 6.8. Os programas TD e
Scatt (v. Apéndice B) podem ser empregados para calcular a

solugdo em um conjunto arbitrdrio de pontos do interior do

cceano.

Finalmente, & importante observar gque (6.77)
e (6.78) permanecem validas se um dos contornos Cr
representa uma margem continental; neste caso, Cr

corresponde a uma "ilha" ilimitada na direcgdo meridional e

semi-infinita na direcdo zonal.
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cApITULO 7

SIMULACOES NUMERICAS

7.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo, apresentamos os resultados de
algumas simula¢des numéricas realizadas através do método
dos elementos de contorno.’ Uma vez gque a variedade de
problemas ocednicos que podem ser estudados com a presente
formulagdoc & bastante ampla, os exemplos considerados
restringem-se ao problema do espalhamento de ondas
equatoriais livres por ilhas e margens continentais, cuja
solugdo pelo método dos elementos de contorno foi discutida
na Secgdo 6.9. Do ponto de vista computacional, o tratamento
deste problema é mais simples do gque o© de problemas
forgados pelo vento. Além disso, o estudo dos padrdes de
amplitude e fase resultantes pode sugerir possiveis
explicagdes para feigdes observadas nos oceanos reais.

0s casos que consideraremos mais adiante
envolvem ondas equatoriais de freqliéncia intermedidria
(periodos de 50 a 90 dias), nos oceanos Indico e Atlantico.

7.2 - ESPALHAMENTO DE ONDAS EQUATORIAIS PELAS ILHAS
MALDIVAS

Um problema transiente envolvendo a interacgdo
de ondas de Kelvin e de Rossby com as Ilhas Maldivas
(situadas aproximadamente a 73°E, entre 1°S e 6°N) foi
estudado numericamente por Yoon (1981) através do método
das diferengas finitas. Aqui, consideraremos o espalhamento
de ondas equatoriais com periodo T = 60 dias, com estrutura

! podos os resultados numéricos foram obtidos com o auxilio
do software descrito no Apéndice B.
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vertical dada pelo segundo modo baroclinico do Oceanc
Indico equatorial, para o qual Moore e McCreary (1990)
estimam o autovalor vertical ¢ = 1,67 m s'. 0 raio de
deformagdo correspondente & r = (c/:».‘B)U2 = 191 km;
assumindo um coeficiente de dissipagio 2 = 1,3 x 10° m’s™
(Moore e McCreary, 1990), a fregiiéncia ndo-dimensional
correspondente ao periodo de 60 dias & Re y,£ = 2n/BrT =
0,278, Portanto, (3.20)-(3.22) implicam gue os possiveis
modos propagatdrios com periodc de 60 dias sdo no presente
caso o de Kelvin, o de Yanai e os modos de Rossby com
indices meridionais m = 0, 1. Os comprimentos de onda e as

velocidades de fase destes modos sdo dados na Tabela 7.1,

TABELA 7.1 - ONDAS EQUATORIAIS COM PERIODO T = 60 DIAS
NO SEGUNDO MODO BAROCLINICO DO OCEANO INDICO

Modo Compr imento Velocidade de
de onda ( ) fase ( /dia)

Kelvin 77,4 1,3
=0 23,1 0,4
Rossby longo {n = 1 11.6 0,2
n=1 4,1 0,07

Rossby curto {n = 0 35 0,06

Yanai 3,1 0,05

A geometria do arquipélago das Maldivas foi
representada pelos dois contornos fechados® gque aparecem ha
Figura 7.4, correspondentes 3 isébata de 200 m (McCalpin,
1987). Quando uma onda eguatorial incide sobre o
arquipélago, a primeira etapa do método dos elementos de
contorno consiste em resolver a equagdo integral de

2 0 contorno situado mais ao norte sera referido como C., e

o outro como Cz.
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contorno obtida na Segdo 6.9 para a distribuigio de pressao
ao longo da fronteira do problema. Do ponto de vista
numérico, os elementos de contorno em que a fronteira sera
discretizada devem ser suficientemente pequenos para que um
refinamento adicional da discretizagdo ndo produza como
resultado uma distribuigio de pressdo significativamente
diferente daguela obtida com a discretizagdo original. A
fim de ilustrar este ponto, determinamos a distribuigdo de
pressdo ao longo da fronteira no caso de uma onda de Kelvin
incidente empregando duas discretizagdes diferentes, nas
quais os elementos de contorno tém compr imentos
caracteristicos de 55 km e 40 Km, respectivamente3 (Figura
7.1). A concorddncia entre as duas distribuig¢des sugere gque
ambas as discretizacgdes usadas sdo suficientemente finas
para tratar © espalhamento da onda de Kelvin pelas Ilhas

Maldivas.

A partir da distribuicgdo de pressdes ao longo
da fronteira, os campos de pressdo e velocidade podem ser
calculados em qualguer ponto do oceano, através de (6.79) e
(6.80). Algumas caracteristicas dos campos resultantes do
espalhamento de ondas de Kelvin e Rossby longas séo

descritas abaixo:

1) Oonda de Kelvin

0O campo de pressdo mostra uma ligeira
amplificagdo na amplitude de oscilagdo imediatamente a
oeste de C, em relagdo a amplitude devida apenas & onda
incidente (Figura 7.2). A Figura 7.3 mostra um efeito de

amplificagdo semelhante, observado na simulagdoc de Yoon

Os comprimentos mencionados sdo os comprimentos médios
dos elementos em ambas as discretizagdes. Elementos mais
curtos do que a média sdo empregados nas por¢des mais
encurvadas da fronteira, a fim de reproduzi-la mais
fielmente.
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7.1 -~ Distribuigcdo de press8o ao longo da fronteira do
arquipé&lago das Maldivas.

(a) Contorno C (b} contorno C,. As figuras

mostram a distribuicdo de pressdo em um instante
fixado guando uma onda de Kelvin com periodo de
60 dias incide sobre as ilhas. O ponto s = 0 ao
longo de C'1 estd situado a 4 N no lado oeste do

contorno; o ponto s = 0 ao longo de 02 estéa
sobre o Equador no lado oeste de Cz. Ambos os

contornos sdo percorridos no sentido horério. As
curvas marcadas I e II foram obtidas com
discretiza¢des em elementos de contorno de 55 km
e 40 kxm de comprimento (em média), respec-
tivamente.

{continua)
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Fig. 7.1 - Conclusdo.
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Campo de pressio no oceano Indico em uma
simulagdo da interagdo de ondas de Kelvin
transientes com as Ilhas Maldivas.

FONTE: Yoon (1981).



132

(1981). Uma pequena regido de baixa pressdo centrada em
75,5°E, 6°'N pode ser notada a leste de C, na Figura 7.2;
esta perturbacgio se propaga para oceste com uma velocidade
de fase de aproximadamente 0,05°/dia, e estd associada com
os voOrtices que aparecem a leste de C1 na Figura 7.4. Com
base na escala zonal destes vértices (cerca de 4°) e em sua
‘velocidade de fase, inferimos a presenga nesta feicio de
ondas de Rossby curtas (cf. Tabela 7.1). As correntes mais
intensas sdo encontradas no estreito situado entre os
contornos C1 e Cz; além disso, pode-se notar na Figura 7.4
que a condigdo de «contorno uwhA = 0 se cumpre
satisfatoriamente na solugdo numérica calculada.

0s resultados acima parecem consistentes com
a conclusio de Yoon (1981) de gque o campo de pressio
associado com uma onda de Kelvin pode ser
significativamente modificado na wvizinhanga imediata das
Ilhas Maldivas.

2) Onda de Rossby n = 0

A feigdo mais notdvel do campo de pressdo
resultante & uma regido de grande amplitude de oscilagado
com cerca de 3° de dismetro a 75°E, 4°N (a leste de C1)' A
amplitude maxima nesta regidio & cerca de duas vezes maior
do gue a amplitude méxima no resto do oceano. Na mesma
regifio, encontramos vdrtices gque se propagam para oeste,
bastante similares aos vértices discutidos em conexdo com a

onda de Kelvin.

3) Onda de Rossby n = 1

Neste caso, em 75°E aparecem regides de
grande amplitude de oscilagdo de pressdc simetricamente
dispostas em relagdo ac Equador, a 4 N e 4°S. Dois vértices
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Fig. 7.4 - Evolugdo temporal do campo de velocidade em
torno das Ilhas Maldivas para uma onda de Kelvin
incidente com periodo de 60 dias.

As figuras mostram quatro fases sucessivas que
diferem entre si por 1/8 do ciclo completo.
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intensos, um a leste de C'1 e outro a leste de Ca’ s8o
encontrados propagando-se com a velocidade e o comprimento
de onda caracteristicos da onda de Rossby curta n = 1
(Figura 7.5). Os vdrtices ultrapassam as ilhas em seu
movimento para oeste, originando novos vdrtices a oeste das
mesmas; estes tém a velocidade e o comprimento de onda
caracteristicos da onda incidente. As correntes mais

intensas ocorrem no estreito entre C.'1 e C’2. -

Em resumo, gquando uma onda de Rossby livre
incide sobre as Ilhas Maldivas, aparecem regides de grande
amplitude de oscilagdo  imediatamente a leste do
arquipélago. O estudo de Yoon (1981) concluiu que as ondas
de Rossby sdo fortemente amortecidas gquando passam pelo
arquipélago. Este efeito, gue ndo aparece nas simulagdes
acima, & provavelmente devido & presenga de uma dissipacgio
horizontal relativamente grande no modelo de Yoon.

7.3 - ESPALHAMENTO DE ONDAS EQUATORIAIS PELA MARGEM
CONTINENTAL SUL-AMERICANA

A reflexdo de ondas equatoriais livres por
uma fronteira meridional foi estudada por Clarke (1983).
Cane e Gent (1984} propuseram uma solugaoc para o problema
correspondente gquando a fronteira tem uma geometria
arbitriaria, empregando as aproximagdes de baixa freqiiéncia
e de ondas longas. Argumenta-se que as ondas curtas (de
Yanal, de Rossby e as ondas amortecidas zonalmente) néo

precisam ser consideradas explicitamente no cédlculo do

coeficiente de reflexdo’. Entretanto, a situagdo é
diferente no cllculo dos campos espalhados p“”,ﬁm) (Secgédo

6.9). Consideremos por exemplo a margem continental da

* Esta conclusdo, obtida invocando o fato de a divergéncia

das ondas curtas ser 0O(w) guando «w =+ 0, ndo é& portanto
estritamente vAlida mesmo no caso de baixas fregléncias.
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Fig. 7.5 - Evolugdo temporal do campo de velocidade em
torno das Ilhas Maldivas para uma onda de Rossby
incidente (segundo modo meridional) com periodo
de 60 dias.

As figuras mostram gquatro fases sucessivas gque
diferem entre si por 1/8 do ciclo completo.
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América do Sul, que & fortemente inclinada em relagdo ao
Equador. Na aproximagdo da dptica geométrica (Jacobs, 1967;
Ripa, 1989), uma onda equatorial de freqiiéncia w com indice
meridional m é& descrita por um feixe de raios senoidais,
cuja equacdo em unidades ndo-dimensionais é

X — X

12

y = 2(m+3/2) (7.1)

sin [ 1/2],
2(Q-m-3/2)
onde X, é uma longitude arbitradria e na auséncia de

dissipagdo Q & dado por (cf. (3.21))

[ (w/w,)*+(w /0)°], w, = (Bc/2)'". (7.2)

N

Q=

Esta expressdo indica gue os modos propagatdrios de indice
mais elevado terdo raios de comprimento de onda zonal menor
(o gque ndo significa que estes serdo os modos de menor
comprimento de onda & freqliéncia considerada (Ripa, 1989)).
Uma vez dgque as ondas curtas sdo amortecidas apenas na
diregdc zonal, uma onda curta de indice meridional elevado
emitida na fronteira ao sul do Egquador pode percorrer uma
distdncia consider&vel em diregdo ao norte antes gque sua
amplitude se torne desprezivel devido ao movimento na
diregdo zonal. Assim, o campo espalhado ac norte da margem
continental sul-americana pode  ser consideravelmente
influenciado pelas ondas curtas, gue sdc omitidas no método

de Cane e Gent.

No restante desta secgdo, apresentamos os
resultados de algumas simulagdes envolvendo o espalhamento
pela margem continental sul-americana das ondas de Rossby n
= 0 en =1, com periodos entre 50 e 90 dias (Holvorcem e
Vianna, 1991). O interesse neste intervalo de freqiiéncias
deriva de observagdes recentes de oscilagdes intra-sazonais
no Oceano Atlantico equatorial, ao norte do equador. Dados
de corrente obtidos com um instrumento em 6°N, 28°W indicam
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gque o ciclo sazonal da Contracorrente Norte-Equatorial
exibe flutuag¢des intensas nas componentes u e v do vetor
velocidade, com periocdos entre um e seis meses (Richardson
e Reverdin, 1987). Além disso, dados de ecossonda invertida
relatados por Garzoli (1987) em 28°W entre o Equador e 9°N
sugerem a existéncia de oscilagdes intensas com periodos
entre 50 e 100 dias. A amplitude méxima destas oscilagdes
ocorre no intervalo 3-9°N. Oscilagdes de grande amplitude
na componente meridional do vetor velocidade, com periodo
de aproximadamente 50 dias foram encontradas em dados
obtidos durante 1987-88 com um conjunto de correntdmetros
instalado préximo & Guiana Francesa (Johns et al., 1990).
As oscilag¢des foram interpretadas em termos de uma onda de
Rossby extra-equatorial c¢om velocidade de grupo muito
pequena, cuja estrutura vertical & dada pelo primeiro modo
baroclinico do Oceano Atléntico equatorial. Com base em
imagens de satélite tomadas durante 1979-80, Johns et al.
(1990) sugeriram uma relagdo entre as oscilagdes observadas
e a retroflexdo sazonal da Corrente Norte do Brasil.
Entretanto, a persisténcia das oscilagdes durante o ano
todo sugere a presenga de um campoc de ondas, dque poderia
ser gerado no interior do oceano (Johns et al., 1990). Um
padrdo de onda estacionaria com periodos de oscilagdo entre
40 e 50 dias foi observado no nivel do mar, na temperatura
da superficie do mar e na pressdao atmosférica ao longo da
costa do Golfo da Guiné (Picaut e Verstraete, 1976). Em
vista disso, & concebivel que ondas de Rossby equatoriais
com periodos de 40-50 dias sejam emitidas do Golfo da Guiné
em direcio ao oeste, sendo posteriormente refletidas na

margem continental sul-americana.

A estrutura vertical das ondas serd& dada por
um dos dois primeiros modos baroclinicos do oceano
Atlantico tropical, cujos autovalores sdo aproximadamente c
= 2,17 m s para o primeiro modo e ¢ = 1,26 m s para o
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segundo modo (du Penhoat e Treguier, 1985). Os raios de
deformagdo correspondentes sdo 218 km e 167 km,
respectivamente. Em todos os cilculos seguintes, assumimos
um coeficiente de dissipagdo 4 = 107% n’s™ (McCreary et

al,, 1984).

1) Onda de Rossby n = 0

Aqui discutimos os campos resultantes do
espalhamento da onda de Rossby n = 0 com pericdos T = 50
dias (primeiro e segundo modos baroclinicos), 72 e 90 dias

{(segundo modo baroclinico).

a) T = 72 Dias, Segundo Modo Baroclinico

Consideremos primeiro a questao da
convergéncia da distribuigcdo de pressio ao 1longo do
contorno determinada numericamente. O sistema de equagdes
lineares que representa o problema de espalhamento (Segédo
6.9) foi resolvido empregando quatro diferentes
discretiza¢des da isdbata de 200 m (McCalpin, 1987), cujos
elementos de contorno tém comprimentos caracteristicos de
120 km, 120 km, 80 km e 60 km respectivamente (Figura 7.6).
A primeira discretizagdo reproduzia a margem continental
sul-americana entre 20°S e 20°N, a segunda consiste na
primeira discretizagio truncada entre 14,5°S e 14,5°N, e as
duas Gltimas correspondem ao trecho da margem entre estas
mesmas latitudes. As distribuigdes obtidas empregando as
duas primeiras discretizagdes (Figura 7.6a) indicam que o
trecho de costa com latitudes maiores do que 14,5° faz uma
contribuigdo desprezivel para a solugdo na vizinhanga do
Equador. Isto pode ser entendido gqualitativamente com base
no comportamento das fun¢des de influéncia guando a posigdo
da fonte estd além das latitudes extremas iye = ’_rzg.‘,‘,‘l"2

(Figura 5.2c): os efeitos da fonte se fazem sentir apenas
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Fig. 7.6 - Distribuigdo de pressoc ao longo da margem
continental sul-americana, em um instante
fixado, para uma onda de Rossby incidente
(primeiro modo meridional, segundo modo
baroclinico) com periodo de 72 dias.

Discretizagdes em elementos de contorno com
diferentes comprimentos médios foram empregadas:
(a) 120 km, (b) 80 km e (c) 60 km. A coordenada
s varia entre s = 0 km em 14,5 °N até s = 5340 km
em 14, 5°S. Localidades ao longo da costa séo
1ndlcadas por G {Georgetown), M (Ilha de
Maracd), S8SL (Sd3o0 Luis), ¥ (Fortaleza), N
(Natal), R (Recife) e S (Salvador). Em (a), a
curva marcada I foi obtlda com uma discretizagao
que se estendia até 20° de latitude, enquanto a
curva marcada II foi obtida com a mesma
discretizagdo truncada em 14,5 de latitude.

(continua)
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até alguns raios de deformacdc de distancia da fonte.
Entretanto, a resolugfo das duas primeiras discretizagdes
nédo é suficiente para produzir um resultado
guantitativamente satisfatério (Figura 7.6b-c). De fato,
seria desejavel dispor de uma discretizagdo ainda mais fina
do que as mencionadas a fim de resolver melhor as ondas
curtas de peguena amplitude que aparecem ao sul de Natal e
ao norte da Ilha de Maracd. A terceira discretizagdo
mencionada acima foi empregada durante as simulagdes

apresentadas no restante desta segdo.

A amplitude de oscila¢do de pressdo ao longo
do contorno apresenta um méximo largo centrado na posigdo
aproximada de S&o Luis (Figura 7.7b); a amplitude & muito
pequena ac sul de Natal e ao norte da Ilha de Maraci. A
propagagdo de fase ao longo da costa & ilustrada na Figura
7.7a. Entre Natal e Sdo Luis, a propagagdo se dia na diregdo
noroeste, com uma velocidade 38 km/dia. De acordo com a
Tabela 7.2, a velocidade de fase da onda incidente é c,6 =
0,29°/dia = 32,5 km/dia na direcdo zonal; uma vez que a
margem continental entre Natal e S&c Luis faz um angulo de
aproximadamente 6 = 33° com o Equador, a velocidade de fase
da onda incidente ao longoc deste trecho da fronteira é
cp/cos @ = 39 km/dia. Assim, entre Natal e S3o Luis a fase
se propaga com a velocidade de fase da onda incidente. Ao
norte de Sdo Luis existe um ponto onde a fase &
estacionaria, e mais ao norte, até a foz do Amazonas a fase
se propaga para sudeste, com uma velocidade de 22 km/dia.
Um segundo ponto de fase estaciondria estd situado diante
da foz do Amazonas; ao longoc da costa do Amapa, a fase se
propaga para noroeste com uma velocidade de 22 km/dia. Ao
norte do Amapad a solucdo numérica sugere um trem de ondas
curtas que se propaga lentamente para o Equador ac longo da
costa, mas que pode ndo ter sido adequadamente resolvido na
solucdo numérica (Figura 7.6); o mesmo pode ser dito scbre
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Fig. 7.7 - Distribuigdo de pressdo p(s) ao longo da margem

continental sul-americana para uma onda de
Rossby incidente (primeiro modo meridional,
segundo modo baroclinico) com periodo T = 72
dias.

(a) fase (isolinhas de Re (p/lpl)eznibq); (b)
amplitude, P = |p(s)l. A escala horizontal (s) e
as localidades ao longo da costa sdo as mesmas

da Fig. 7.6.
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as ondas curtas estacionédrias encontradas ao sul de Natal.

TABELA 7.2 -~ ONDAS EQUATORIAIS COM PERIODO T = 72 DIAS
NO SEGUNDO MODO BAROCLINICO DO OCEANQ ATLANTICC

Modo Comprimento Velocidade de
de onda ( ) fase ( /dia)
Kelvin 71,0 0,99
n=20 21,1 0,26
Rossby longo {n =1 11,0 0,15
Rossby curto {n =0 2,9 0,040
Yanai 2,6 0,036

O campo de pressdo no 1interior do oceano
mostra uma regido de grande amplitude de oscilagdo que se
estende entre 45 W e 40°W e entre 3°N e 6,5°N (Figura 7.8),
préximc & margem continental. Nesta regido, ocorrenm
amplitudes entre duas e trés vezes maiores do que as
maiores amplitudes encontradas no resto do oceano. A regido
mencionada estd situada no intervalo de longitudes onde
aparecem as maiores amplitudes de oscilagdo ao longo da
margem continental, i.e., aproximadamente entre Sdo Luiz e
Fortaleza (Figura 7.7b); isto parece sugerir gue as grandes
amplitudes de oscilacdo entre 3°N e 6,5 N sdo induzidas por
ondas curtas de propagagdo meridional excitadas no trecho
da margem continental ao sul do Equador. Outra evidéncia em
favor desta conclusdo & a ocorréncia de amplitudes
consideriveis entre 45°W e 40'W ao norte da latitude
extrema Y, que neste caso situa-se en 5,7°N. De fato,
sabemos da Segdo 3.4 que os modos propagatdédrios possiveis &

u

freqiiéncia w s8o os de indices meridionais menores que MQ
Q-1/2. Por (7.1), os raios correspondentes a estes modos

ocupardoc a regido Iyl < 2(m+3/2)'? < 2(g+1)"* = Y- A
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amplitude dos modos propagatdérios na regido ly| > Yy, serd
exponencialmente pequena, e a existénecia de grandes
amplitudes nesta regifio poderia ser explicada pela presenga
de modos de 1indice meridional elevado (i.e., de modos
amortecidos). A amplitude a oeste de 48°W & praticamente

desprezivel.,

A leste de 30°W, aproximadamente, o
comprimento de onda das perturbagfes de pressdo & préximo
aoc da onda incidente (21°); entretanto, a oeste daquele
meridiano o campo & dominado por uma superposigdo complexa
de ondas curtas que se propagam mais lentamente do que a
onda incidente. A evolu¢do temporal do campo de pressio
préximo & costa brasileira & ilustrada pela Figura 7.9, que
mostra uma seqiliéncia de quatro fases sucessivas que diferem
uma da outra por 1/8 do ciclo de 72 dias. A oeste de 40°W,
ao norte do Equador, a velocidade de fase & da ordem Ade
0,08°/dia, e o comprimento de onda & préximo de 5°. 0O
nimero de onda dos modos amortecidos & aproximadamente a
média entre os nlmeros de onda dos modos de Rossby curto e
longo de mesmo Iindice meridional. Um cédlculo simples a
partir dos dados da Tabela 7.2 indica gque o comprimento de
onda dos modos amortecidos & aproximadamente 5, o que esté
de acordo com a interpretagdo da regido de grandes

amplitudes de oscilagdo em termos de modos amortecidos.

b) T = 90 Dias, Segundoc Modo Baroclinico

A solugdo neste caso @& gualitativamente
similar & discutida para a onda de 72 dias. A regido de
grande amplitude aparece agora entre 47°W e 41°W e entre
4,5°’N e 8°N, exibindo uma migragio para noroeste em relagio
ao caso anterior. Amplitudes consideriveis ocorrem ao norte
da latitude extrema Y,r 9que estd situada neste caso a
7,1°N.
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c} T = 50 Dias, Segundo Modo Baroclinico

A diferenga dos casos discutidos acima, nio
aparece nenhuma regido de grandes amplitudes de oscilacido.
Além disso, a amplitude a oeste de 44°W & praticamente
desprezivel.

d) T = 50 Dias, Primeiro Modo Baroclinico

A distribuigdo de pressdo aoc longo do
contorno & qualitativamente similar & obtida nos casos
anteriores. Entre Natal e Sdo Luis, a fase se propaga para
noroeste com uma velocidade de %6 km/dia, enquanto a
velocidade de fase da onda incidente ao longo da costa é de
64 km/dia; os dois valores parecem razoavelmente
consistentes. Uma regidio de grande amplitude de oscilacido
de pressio aparece entre 44°W e 35,5W e entre 2,5°'N e
8,5°N, mais a leste, portanto, do que a regido de grande
amplitude correspondente &s ondas de 72 e 90 dias no
segundo modo baroclinico. H& consideravel amplitude ao
norte da latitude extrema Y,r dque estd situada no presente
caso a 6,7 N. As maiores amplitudes ao longo da fronteira
(entre S3c Luis e Fortaleza) ocorrem novamente no intervalo
de longitudes ocupado pela regifo de grandes amplitudes ao
norte do Eguador. A amplitude & praticamente zero a oeste
de 48°W.

Dados obtidos com um correntémetro em 6°N,
28°W (Richardson e Reverdin, 1987) indicam a existéncia de
oscilagdes com periodo em torno de 40 dias na porgao
oriental da Contracorrente Norte-Equatorial, nas gquais o
vetor velocidade gira no sentido horéario, com uma diferenga
de fase de aproximadamente 90° entre as componentes zZonal e
meridional. O vetor velocidade calculado em 6°N, 28°W,
resultante do espalhamento da onda de Rossby n = 0 com
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periodo de 50 dias (primeiro modo baroclinico), gira no
sentido hor&rio, com uma diferenca de fase de 106 entre as
componentes zonal e meridional. Ainda que este cédlculo nido
tenha sido efetuado com o periodo observado de 40 dias,
esperamos gue uma mudanga de periodo de 50 para 40 dias ndo
modifique drasticamente o vetor velocidade calculado.

Os campos resultantes de espalhamento podem
também ser comparados com a oscila¢do com periodo de 50
dias observada proéximo & Guiana Francesa (Johns et al.,
1990). A oscilagdo foi detectada com dois correntdémetros,
um em 7,56°N, 52,74W e outro em 8,50°N, 52,15°W. Os
vetores velocidade nos dois sitios giram em sentidos
opostas, e hd uma diferenca de fase de cerca de 45 entre
as duas posigdes, consistente com propagagdo para oeste. ©
vetor velocidade gira em um sentido durante metade do ciclo
de 50 dias, e no sentido oposto durante a outra metade do
ciclo. Os vetores velocidade calculados nas posig¢gdes dos
correntdémetros giram em sentidos opostos, e a diferenga de
fase entre os sitios & de 38°. Por outro lado, os vetores
calculados ndo revertem o sentido de rotacgdo durante parte
do ciclo, e a amplitude calculada @ pequena a oeste de

50°W.

Assim, uma UGnica onda de Rossby incidente parece
incapaz de gerar certos aspectos da oscilagdo observada
préximo & Guiana Francesa. Uma simulagdo melhor poderia
possivelmente ser obtida incluindo os efeitos de forgamento
local e remoto pelo vento, com periodo de 50 dias. Ja
gque a latitude extrema y,£ para o periodo de 50 dias
(primeiro modo baroclinico) situa-se a 6,7'N, a resposta
préximo ao contorno no intervalo 7-9°N deve ser dominada
pelos modos equatoriais amortecidos. Estes tém um nimero de
onda zonal <cuja parte Treal é€ dada em unidades
ndo-dimensionais por -w0/2w (cf. (3.20)). Para um periocdo T
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= 55 dias, isto implica em um comprimento de onda de 730 km
e uma velocidade de fase para oeste de 13 km dia™'. Estes
valores estdo situados dentro dos intervalos estimados das
observacdes (390-740 km e 7.8-14.8 km dia™'), e sdo muito
similares aos valores calculados por Johns et al. (19%0)
assumindo que as oscilagdes representam ondas de Rossby

extra-equatoriais.

2) Onda de Rossby n = 1

As ondas discutidas abaixo tém periodos T =
50 dias (primeiro modo baroclinico), 72 e 90 dias (segundo
modo baroclinico).

a) T = 50 Dias, Primeiro Modo Baroclinico

A distribuigcdo de pressdo ao longo do
contorno (Figura 7.10) difere das distribuic¢des obtidas
para a onda n = 0 pela presenca de dois pontos de fase
estacionaria préximos de Sdo Luis. A velocidade de fase
entre Natal e Fortaleza & de cerca de 54 km/dia para
noroeste; entre os dois pontos de fase estacioniria, a
velocidade & de 57 km/dia para sudeste; no trecho de costa
entre Sdc Luis e a Ilha de Maraca, a propagagdo € novamente
para noroeste, a velocidade de 39 km/dia. Estas velocidades
ndo sdo imediatamente identificdveis com as velocidades das
ondas livres (as ondas de Rossby longas n = 0 e n = 1 tém
velocidades de fase de 64 km/dia e 31 km/dia ao longo da
costa, respectivamente). A amplitude de oscilagdo de
pressdo ao longo da costa exibe um maximo relativo largo
entre S3c0 Luis e a Ilha de Maraca, e um maximo absoluto,

mais estreito, entre Fortaleza e Natal.

No interior do oceano, a amplitude (Figura
7.11) & praticamente zero a oeste de 38°W. A leste deste
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Fig. 7.10 - Distribuicgdo de pressdo p(s) ao longo da margem

continental sul-americana para uma onda de
Rossby incidente (segundo modo meridional,
primeiro modo baroclinico) com periodo T = 50
dias.

(a) fase (isolinhas de Re (p/lpl)emT“JT); (b)

amplitude, P = |p(s)|. A escala horizontal (s)
e as 1localidades ao Jlongo da costa s3c as
mesmas da Fig. 7.6,
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resultante do espalhamentc de uma onda de
Rossby com periocdo de 50 dias (segundo modo
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margem continental sul-americana.

A amplitude & dada por P Ip(x,¥)!, e as
localidades ao longo da costa s3o as mesmas da
"Fig. 7.6.
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meridiano, aparecem varios maximos de pouca intensidade,
simetricamente dispostos em relagdo ao Equador em 5°8 e
5°N, e espacados entre si de aproximadamente 10° de
longitude (a 31°W, 21,5°W, etc.). A amplitude & pequena
além das latitudes extremas ty situadas neste caso a
+6,7°, o que sugere que os maximos de amplitude resultam da

interferéncia de modos propagatérios.

b) T = 72 Dias, Segundo Modo Baroclinico

A distribuigdo de pressio ao longo da margem
continental & similar & obtida no caso anterior.
Entretanto, nos trechos da costa em que a fase se propaga
para noroeste, a velocidade de fase & proxima da velocidade
de fase da onda incidente ao longo da costa (20 km/dia). No
interior do oceano, aparecem dois miximos de amplitude
(Figura 7.12). ©O méximo situado no hemisfério norte
estende-se de 39,5W a 34°W e de 2°N a 7°N, e o m&ximo no
hemisfério sul de 34°W a 31,5°W e de 2,5°S a 6°S, Ambos os
méximos apresentam consideravel amplitude além das
latitudes extremas 1Y, situadas a *5,7 . O maximo absoluto
de amplitude na fronteira (cf. a discussdo da onda n = 1
com periodo de 50 dias) ocorre na longitude do maximo de
amplitude situado no hemisfério norte. Este maximo pode
estar relacionado com um pico espectral centradc em T = 73
dias, encontrado em dados de ecossonda invertida obtidos em
3°N, 38°W (Garzoli, 1987). O maximo situado no hemisfério
sul estd muito préximo da costa, na vizinhan¢a imediata do
médximo absoluto de amplitude ao longo da margem. A

P

amplitude a oeste de 50°W & praticamente zero.

c) T = 90 Dias, Segundo Modo Baroclinico

A distribuigdo de pressdo ao longo da margem
continental e no interior do oceano & qualitativamente
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margem continental sul-americana.

A amplitude é& dada por P = |p(x,y)l, e as
localidades ao longo da costa sdo as mesmas da
Fig. 7.6.
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a

semelhante & do casc da onda de 72 dias. 0 maximo de
amplitude no hemisfério norte move-se consideravelmente
para noroeste e tem sua extensdo reduzida (situa-se entre
41°W e 38°W e entre 4,5’N e 7°N). O méximo situado no
hemisfério sul ndoc varia de posigdo, mas sua intensidade
diminui bastante em relagdo aoc caso da onda de 72 dias. A
amplitude & desprezivel a oeste de 50 W.

Os resultados acima descritos indicam que um
méximo de amplitude de oscilagdo aparecerid ao norte do
Equador na porgdo ocidental do Oceano Atlantico equatorial,
sempre que a onda de Rossby incidente tenha um periodo
suficientemente 1longoe. De fato, o maximo aparece no
espalhamento da onda de Rossby n = 0 no segundo modo
baroclinico para periodos T = 72 e 90 dias, mas ndc para T
= 50 dias. Verificou-se também que um m&ximo relativamente
fraco aparece quando T = 60 dias. Um m&ximo no hemisfério

norte também aparece no espalhamento da onda de Rossby n =

1 no segundo modo baroclinico, com periodos T = 72 e 90
dias. A presenga de um maximo no campo resultante do
espalhamento da onda de Rossby n = 0 no primeiro modo
baroclinico com pericdo T = 50 dias parece entdo indicar

que um maximo também apareceria para T > 50 dias.

Os méaximos acima mencionados sempre aparecen
no intervalo de longitudes onde amplitudes méximas ocorrem
ao longo da margem continental sul-americana. Além disso, o
comprimento de onda local na posigdo dos miximos e a
ocorréncia ali de grandes amplitudes ao norte da latitude
extrema y_ sd0 consistentes com uma interpretacdo dos
maximos como resultantes da interferéncia construtiva de
modos equatoriais amortecidos. Estes modos, excitados na
margem continental ao sul do Equador pela onda de Rossby
incidente, podem viajar com pouco amortecimento na diregéo
meridional, Jj& gque seu amortecimento se d& apenas na
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diregdo zonal. Desta maneira, os modos amortecidos podem
alcangar latitudes em torno de y_, fazendo uma contribuigdo
significativa para o campo resultante na regifio onde
aparece o maximo de amplitude. Portanto, € possivel que o©s

madximos de interferéncia construtiva obtidos nas simulacdes
deste trabalho ndoc apareg¢am guando se usa a aproximagdo de

ondas longas.

A presenca dos maximos depende claramente da
geometria inclinada da margem continental sul-americana, j&
que com uma fronteira meridional o padrdo de interferéncia
apresentaria simetrias em relagdo ao Equador. Um maximo de
amplitude semelhante Aaqueles encontrados nos resultados
acima apareceu em uma recente simulacdoc de Moore e McCreary
(1990), na qual um modelo do Oceanc Indico equatorial foi
forgado por um vento zonal com periodo de 60 dias. O modelo
incluia uma fronteira reta inclinada de 45° em relagdo ao
Equador, representando a margem continental da Africa. A
fronteira 1leste do modelo consistia de uma regido de
viscosidade artificialmente grande, que deveria absorver
ondas emitidas da porgdo oeste do oceano (simulando assim
um oceano semi-infinito com uma grade finita). Um maximo de
amplitude aparece préximo & fronteira oeste entre 3°S e
8°s. Por analogia com os resultados deste capitulo,
esperariamos que o maximo ocorresse no hemisfério sul, j&a
gque a inclinagdo da costa africana, de sudoeste para
nordeste, & grosseiramente similar & inclinagdo da costa

sul-americana apds uma reflexdoc sobre o Equador.

Ainda que ndoc tenhamos investigado o
espalhamentoc de ondas com periodos maiores do gque 90 dias,
0os resultados acima sugerem gue nestes casos regides de
grande amplitude de oscilagdo deverdo ainda aparecer ao
norte do Equador, na porg¢do ocidental do Oceano Atléntico
equatorial. Isto por sua vez indica que efeitos de
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espalhamento podem ser importantes na interpretaciao de
observagdes altimétricas recentes de nivel do mar no Oceano
Atléantico equatorial pelos satélites Geosat (Carton, 1989),
GEOS3 e Seasat (Menard, 1988), que exibem fei¢des de grande
amplitude ao norte do Equador e a oeste de 35'W.

Um aspecto comum as solugdes numéricas aqui
obtidas & a peguena amplitude encontrada ao longo do
contorno para |yl » Y, (Figuras 7.7b e 7.10b). O
comprimento de onda local determinado numericamente nestes
trechos do contornc ndc & muito maior do que o comprimento
caracteristico dos elementos de contorno (Figuras 7.7a e
7.10a), o gue sugere dque a fase néo esta ali
suficientemente bem resolvida. Os resultados de Moore
(1968) a respeito dos modos normais de um oceano limitado
apenas por duas fronteiras meridionais sugerem que ondas de
Kelvin costeiras podem se propagar em diregdo ao Equador
nos trechos de uma fronteira oeste para os quais [y » y_-
As freqiiéncias consideradas aqui, uma onda de Kelvin teria
o comprimento de onda mais longo dentre os modos
‘equatoriais livres (cf. Tabela 7.2), ndo podendo portanto
ser identificada com as "ondas curtas" gque aparecem nas
solugdes numéricas agqui apresentadas, especialmente ao
norte de 5°N. Além disso, ondas de Kelvin costeiras
transpostariam energia em dire¢do ao Equador ao longo da
fronteira oeste (Moore, 1968), o que exigiria a presenca de
uma fonte de energia em y = iw. Em um oceano limitado por
duas fronteiras meridionais, esta energia & suprida pelas
ondas de Kelvin costeiras que aparecem na fronteira leste,
e que transportam energia para os pdlos. Em um problema de
espalhamento como o que estivemos considerando, a fGnica
fonte de energia estid situada em ¥ = +o, e portanto nio
deve ser surpreendente que ondas de Kelvin costeiras néo
sejam significativamente excitadas. Assim, as pequenas
amplitudes encontradas ao longo do contorno para [yl » Y,
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parecem consistentes com os resultados de Moore (1968).

0 estudo numérico agui apresentado
concentrou-se na determinagdo dos campos resultantes do
espalhamento de ondas de Rossby pela margem continental
sul-americana. Fluxos de energia e coeficientes de reflexio
ndo foram calculados, devendo ser objeto de estudos

posteriores.
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caPITULO 8

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Este trabalho apresentou em detalhe os
aspectos tedricos de uma formulag¢dc integral para o
problema da determinacdo da estrutura horizontal dos modos
baroclinicos de um oceano equatorial sobre o plano-8.
Especificamente, a Equagdo da Maré de Laplace sobre o
plano-8 equatorial foi formulada, no dominio de freqiiéncia,
como uma equag¢do integral de contornoc para o campo de
perturba¢do de pressido; o campo de velocidade foi expresso
em termos do feorcamento pelo vento e do gradiente de
pressdo. As técnicas de cédlculo numérico necessdrias para a
solugdo do problema pelo método dos elementos de contorno
foram também expostas em detalhe.

A equagdo integral de contorno para o campo
de pressdo & derivada de uma identidade integral envolvendo
0 operador linear ¥ que aparece na Equagdo da Maré de
Laplace (Segdo 2.2). Esta identidade & andloga a identidade
de Green usual, gque enveclve o operador laplaciano v?. No
processo de obtengdo da equagdo integral de contorno, a
identidade integral fornece representacbes integrais para
os campos de pressdo e velocidade no interior de uma regido
ocednica B (que pode ou nhdo ser limitada por margens
continentais) em termos da distribuigdo de pressdo ao longo
do contorno 8B, da distribuigdo da componente da velocidade
normal a 8B, e da distribuicdo do forgamento pele vento
sobre a regido B (Segdo 2.4). Uma possivel aplicagdo destas
representacgdes integrais seria a determinagdo dos campos de
pressdo e velocidade no interior do oceano em termos de
valores medidos de nivel do mar ao longo da costa, e de
estimativas do forgamento pelo vento. Um esfor¢o nesta
diregdo & o método de Gill (1983) para determinar as
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varifveis oce8nicas na regido equatorial a partir de
anomalias de nivel do mar na fronteira leste do oceano e do
campo de forgamento pelec vento. Gill (1983) empregou este
método para reconstruir anomalias de temperatura da
superficie do mar e de velocidade zonal durante o El Nifio
de 1972. Entretanto, no método de Gill & dificil incluir os
efeitos de reflexdes na fronteira ocelnica oeste. As
representag¢des integrais (2.22) e (2.24) permitem tratar
diretamente o0 caso geral de uma bacia ocednica de forma
arbitriria, além de ndo imporem qualquer restricdo sobre a
freqgiiéncia considerada.

A propagac¢do de influéncias dinamicas entre
diferentes pontos do oceano & descrita pelos nlcleos dos
funcionais integrais que aparecem na egquagdo integral de
contorno e nas representagdes integrais mencionadas acima.
Todos os nlicleos podem ser expressos em termos de derivadas
de uma fungido de Green para a Equagdo da Maré de Laplace,
que representa o campo de perturbag¢doc de pressdo
correspondente a um forgamento pelo vento que exibe uma
singularidade em um ponto arbitrario do plano-g egquatorial
(a fonte). Por conveniéncia, assume-se um oceano ilimitado
na definicdo da fungdo de Green. Isto permite representar a
fun¢do de Green comc uma integral de Fourier sobre o nGmero
de onda zonal, a qual pode ser calculada pelo método dos
residuos (Segdo 3.4). Resulta entdo uma expansdo para a
fungdo de Green em termos de ondas equatoriais 1livres,
descritas por fungSes de Hermite da 1latitude. Por
diferenciacgdo, expansdes andlogas sdo obtidas para todos os

demais niicleos.

Até a presente data, expansdes em fungdes de
Hermite tem sido usadas principalmente para representar
solugdes de problemas de dinamica equatorial cuja geometria
é particularmente simples, envolvendo fronteiras retilineas
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meridionais (Moore, 1968; Cane e Moore, 1981; Clarke,
1983). A formulagdo integral deste trabalho estende a
aplicabilidade de tais expansdes a geometrias arbitréarias.
Além disso, ndo & preciso empregar uma expansio diferente
para cada nova geometria considerada: ¢é suficiente
desenvolver métodos para a computagdo da fung¢do de Green e
suas derivadas.

A computag¢do dos nGcleos & dificultada pela
lenta convergéncia das expansfes em fungdes de Hermite em
um intervalo de longitudes com extensdo de alguns raios de
deformagdo em torno da longitude da fonte (Secdo 3.4).
Neste intervalo, um grande nGmero de modos zonalmente
amortecidos emitidos pela fonte contribui para o campo da
fungdo de Green. A fim de evitar © uso de aproximagdes como
a de ondas longas e a de baixas fregliéncias, estes modos
ndo sao descartados na formulagdo deste trabalho, e sua

contribuicdo & explicitamente calculada através de métodos
assintdéticos especialmente desenvolvidos (Capitulo 4).

Apesar de sua lenta convergéncia, as
expansdes para os naGcleos em fungdes de Hermite séo
absolutamente convergentes, exceto ao longo do meridiano da
fonte. Sobre este meridiano, a expansdo para a fung¢io de
Green converge condicionalmente, enguanto que as expansdes
para os demais nGcleos divergem (Capitule 5). Isto motivou
o uso de métodos de somabilidade no calculo dos ntGcleos;
dentre os mnétodos existentes, optou-se pelo método de
somabilidade de Abel por sua compatibilidade natural com a
forma das autofungdes de um oceano equatorial sobre o
planc-g (Seg¢do 4.3). Expressdes assintéticas para o resto
de expansdes em fungdes de Hermite cujos coeficientes
decaem algebricamente com o IiIndice meridional m foram
obtidas com o auxilio da fdérmula do somatdrio de Poisson.

Este caso parece suficiente para tratar a maioria das



162

aplicagdes de séries de Hermite em oceanografia equatorial,
incluindo as séries para os nticleos das equagdes integrais
deste trabalho. Andlises andlogas poderiam ser tentadas
quando os coeficientes tém um comportamento assintético
diferente com m -+ ». Um importante desenvolvimento futuro
relacionado aos métodos assintdticos de computacgdc de
séries de Hermite seria a obtengdo de limitantes explicitos
para os erros envolvidos nas aproximag¢des assintéticas aqui

empregadas.

Por outro lado, resultados recentes (Secdo
4.1) indicam que métodos usuais de somabilidade baseados em
médias aritméticas, tais como os métodos de Cesdro e de
Hutton, podem ser usadeos para a computagdo das expansdes de
Hermite de uma grande variedade de fungdes. Entretanto, &
diferenga dos métodos assintéticos deste trabalho, os
métodos baseados em médias aritméticas ndo fornecenm
estimativas rigorosas para © nimero de termos dgue &
necessario calcular a fim de obter um resultado preciso.

0 tratamento numérico de ©problemas de
circulagdo forgada pelo vento e de espalhamento de ondas
equatoriais livres em bacias oce@nicas de forma arbitraria
pelo método dos elementos de contorno (Capitulo 6) segue
basicamente os procedimentos empregados para problemas mais
usuais do tipo potencial, como os que envolvem as equagﬁes
de Laplace e  Helmholtz (Brebbia' et al., 1984).
Peculiaridades dos problemas agui tratados incluem a
ocorréncia de nlGcleos bastante complicados (Capitulos 3 e
5) e a presen¢a de uma ressonincia no campo de velocidades
préximo das latitudes y = *Re y_ (SegBes 6.7 e 6.8).

No processo de solugdo numérica pelo método
dos elementos de contorno, torna-se necessirio computar

integrais singulares ou gquase-singulares envolvendo os
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nGcleos das equagdes integrais (Capitulo 6). Para isso, é
necessério conhecer a forma assintética dos nicleos préximo
4 posigdo da fonte; esta forma normalmente incluird alguns
termos singulares. Devido & complexidade dos nlcleos, tais
termos singulares ndo sdo imediatamente aparentes das
expansdes em séries de Hermite. No Capitulo 5, os termos
singulares foram calculados com o auxilio das mesmas
expansdes assintdéticas gque permitem a computagdo dos
nlicleos nos casos em que as expansfes em fungdes de Hermite
convergem lentamente. Este resultado analitico confere uma
dupla importdncia aos métodos assintdéticos desenvolvidos
nos Capitulos 4 e 5.

A formulagdo integral de ©problemas de
espalhamento de ondas equatoriais (Segdo 6.9) permitiu pela
primeira vez o <calcule dos campos resultantes do
espalhamento de ondas de Rossby de freqiliéncia intermediédria
pela margem continental sul-americana (Seg¢do 7.3). A
geonetria horizontal desta margem entre 14,5°S e 14,5°N foi
descrita fielmente com menos de 100 elementos de contorno,
e todas as simulagdes apresentadas foram realizadas em um
microcomputador. Ainda gque haja poucas observagdes de
oscilagdes com periodos entre 1 e 6 meses no Oceano
Atlantico equatorial, os resultados numéricos parecen
consistentes com observagdes de oscilagdes com periodos
entre 40 e 50 dias na Contracorrente Norte-Equatorial
(Richardson e Reverdin, 1987) e com a ocorréncia em 3°N,
38°W de um pico espectral centrado no periocdo de 73 dias

(Garzoli, 1987).

Ao longo da margem continental sul~americana,
as maiores amplitudes de oscilagdo induzidas por uma onda
de Rossby incidente de freqgiiéncia intermedidria ocorrem no
Hemisfério Sul, entre o Equador e 5°S. A propagagdo de fase
nesta parte do contorno & geralmente para norceste, mas o
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sentido de propagagdo se inverte em certos trechos (Secdo
7.3). A propagagdo de fase ao longo do contorno ao norte da
Guiana Francesa e ao sul de Recife nédo ficou
definitivamente resolvida pelas simulagdes numéricas,
requerendo aparentemente o uso de elementos de contorno
mais curtos. Entretanto, as baixas amplitudes ali
calculadas parecem consistentes com a andlise de modos
normais de Moore (1968), ja& gque a presenga de ondas de
Kelvin costeiras transportando energia em diregdo ao
Equador requereria a existéncia de uma fonte de energia em
altas latitudes, a gqual ndo & prescrita no problema de
espalhamento que foi considerado.

0 aspecto mais notdvel dos campos resultantes
do espalhamento de ondas de Rossby de fregiiéncia
intermedidria é& a formagdo de mniximos de amplitude de
oscilacdo ao norte do Equador, na por¢do ocidental do
Oceano Atlantico Equatorial. Estes mé&ximos foram
interpretados como o resultade de interferéncia construtiva
entre modos equatoriais 1livres excitadds na margem
continental ao sul do Eguador. O0s modos zonalmente
amortecidos, de 1indice meridional elevado, contribuem
significativamente para os campos de pressdo e velocidade
na posicdo dos maximos de amplitude; assim, este efeito
estaria possivelmente ausente em uma simulagdo que
empregasse a aproximag¢do de ondas longas. A inclinagdo da
margem continental sul-americana de noroeste para sudeste é
também importante para a formagdo dos maximos.

Até o presente momento, parece n&do haver
dados publicados que demonstrem a existéncia ou ndo de
regides de grande amplitude de oscilagdo com periodos entre
1 e 6 meses nas posig¢des indicadas pelas simulag¢des deste
trabalho. Entretanto, alguma sugestdo de atividade de
grande amplitude com escala de tempo de alguns meses
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aparece ao norte do Equador e a oeste de 35W em dados
altimétricos de satélite (Menard, 1988; Carton, 1589).

A metodologia empregada acima para o© Oceano
Atlantico poderia ser imediatamente utilizada em um estudo
do espalhamento de ondas de Rossby equatoriais pela
fronteira oeste do Oceano Pacifico. Este problema tem sido
estudado no contexto das aproximacgdes de ondas longas e de
baixas freqiiéncias (du Penhoat e Cane, 1989; Clarke, 1989),
em vista de sua importdncia como parte de muitos dos
mecanismos propostos para explicar a variabilidade
interanual do sistema acoplado oceano-atmosfera no Oceano
Pacifico equatorial. ©Os resultados obtidos empregando
geometrias costeiras altamente idealizadas, tais como
barreiras meridionais interrompidas em vAarios pontos, sé&o
altamente sensiveis & geometria do modelo; isto indica que
resultados confidveis somente poderdo ser obtidos através
de um estudo numérico de alta resolugdo incorporando
detalhadamente a geometria irregular das ilhas do Pacifico
ocidental (du Penhoat e Cane, 1989). O software descrito no
Apéndice B deste trabalho pode ser diretamente empregado no
cdlculo dos padrdes de espalhamento de ondas de Rossby de
freqiliéncias arbitréarias (intermedidrias e baixas) pela
fronteira oceste do Oceano Pacifico, levando-se em conta a
geometria horizontal real desta fronteira. Em um. computador
de pequeno porte, seria possivel atingir uma resolugdo ao
longo dos contornos da ordem de 30-60 km (Seg¢des 7.2 e
7.3), a qual & similar & resolugdo de mocdelos globais de
diferengas finitas (Kindle et al., 1989). Em um contexto
semelhante, simula¢des no dominio do tempo através do
método dos elementos de contorno (v. item 5, abaixo)
poderiam ser empregadas no cdlculo do transporte de massa

entre os oceanos Pacifico e fndico (Kindle et al., 1989).
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Qutra aplicagéo relevante da presente
metodologia seria o céllculo do ciclo sazonal dos oceanos
equatoriais, incluindo modelos realistas para os
forgamentos pelo vente em freqiiéncias maiores do que a
anual e para a geometria horizontal das bacias oce&nicas. A
estrutura vertical poderia ser obtida por superposicio de
modos normais verticais. No caso particular do Oceano
Atléntico, os resultados poderiam ser comparados com os de
Busalacchi e Picaut (1983) e du Penhoat e Treguier (1985).
Com o© métode dos elementos de contorneo, seria possivel
empregar um coeficiente de dissipagdo tdo baixo quanto se
deseje, o que poderia revelar efeitos que foram eliminados
em simulagdes por diferengas finitas gque empregam uma
viscosidade artificialmente grande para evitar
instabilidades numéricas (Busalacchi e ©Picaut, 1983;
McCreary et al.,, 1984).

Finalmente, a metodologia deste trabalho
poderia ser generalizada em varias direcdes:

1) Estados B&sicos Diferentes do de Repouso

Se o estado basico consiste de uma corrente
ﬁ(x,y), por exemplo, a presenga de termos da forma U-va nas
equagdes de movimento impedird a obtengdo de uma Gnica
equacgdo escalar para o campo de pressdo, tal como foi feito
no Capitulo 2. Entretanto, os resultados deste trabalho
poderiam ser aproveitados em um esquema iterativo de
solugdo, no qual os termos de advecgdo sdo incorporados ao
forgamento pelo vento F (Brebbia et al., 1984). Na primeira
iteragdo, os termos de advecgdo seriam ignorados, e o
problema resolvido como descrito no Capitulo 6, obtendo-se
uma solugso p,, 31. Na segunda iteragdo, o forcamento
consistiria do forgamento pelo vento propriamente dito,
somado aos termos de advecgdo calculados a partir da
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solugdo 31. 0 método de solugdo descrito no Capitulo 6
seria novamente empregado, produzindo uma solucgédo P, ﬁz, e
o procedimento seria repetido até a convergéncia da
solugdo.

2) Termodinimica Mais Elaborada

Se a temperatura T & incluida como uma
varidvel adicional, pode-se em alguns casos procurar obter
um par de equag¢des integrais de contorno envolvendo a
pressdo e a temperatura. Este processo poderia ser tentado,
por exemplo, com as equagdes do modelo II de Hirst (1986),
cujo estado basico inclui um gradiente zonal de temperatura

T .

x

3) Topografia

A topografia do fundo do oceano poderia ser
incluida em um modelo do tipo considerado neste trabalho
através da consideragéo de uma fungéo de Green
tri-dimensional, a qual seria obtida por superposicdo de
modos normais verticais. Um dominio conveniente para a
definicdo da fungdo de Green seria um oceano de fundo chato
cuja estratificagdo vertical coincide com a do oceano que
apresenta topografia de fundo. Em tal formulagdo, integrais
sobre a linha de costa seriam substituidas por integrais
sobre a superficie e sobre © funde do oceano. A solugdo
numérica das equagdes integrais de contorno correspondentes
seria entdo realizada com o auxilio de elementos de
contorno bi-dimensionais (Brebbia et al., 1984).

4) Previsdo de Marés

A Equagdoc da Maré de Laplace sobre a esfera
poderia ser formulada como uma egquagdo integral de
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contorno, incluinde a geometria real dos contornos
continentais em um modelo de previsdo de marés. Neste caso,
seria provavelmente possivel expressar a fungdo de Green em
séries de fungdes de Legendre (Longuet-Higgins, 1964,
1965). Eventuais dificuldades com a convergéncia de tais
séries poderiam ser tratadas por métodos assintdéticos
andlogos aos empregados aqui para séries de fungdes de

Hermite.

5) Simulag¢des no Dominio do Tempo

A formulagdo deste trabalho foi apresentada
no dominio de freqglidncia, j& gque a aplicagdo de uma
transformagdo integral no tempo facilita o cdlculo
analitico da fungdao de Green. Para realizar simulagdes no
dominio do tempo, seria necessério dispor de uma fungdo de
Green dependente do tempo &G(x,y,t;x’,y’,t’). Tal fungéo
pode ser determinada a partir da fungdo de Green
G(y;;x,y;x’,y’) deste trabalho através da aplicagdo de uma
transformada inversa de Laplace (Vianna, 1991). 0
tratamento numérico de problemas trahsientes envolveria
entdo o uso de elementos de contorno ao longo da fronteira
ne plano (x,y) e de integragdo numérica no tempo (Brebbia
et al., 1984). |
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APENDICE A

EXPRESSOES PARA O CALCULO DOS COEFICIENTES ¢ E DA
INTEGRAL EXPONENCIAL E (z)

Este apéndice inclui expressdes para os
primeiros coeficientes g, due aparecem em (4.59) e a
descrigdo de um algoritmo numérico simples para calcular a
integral exponencial E (X).

Os coeficientes q sdo definidos pela relagéo

exp [-iw(d,u,x,y)] = iaqnv-", (A.1)
n'=
onde v = ji”?. Em vista de (4.49), podemos expressar ¢,
yr--- M termog de 51, 52,...:
q, =1, q, = &, a, =5 &,
qa=_[€2+%52]’ 81[52+§%Ef]’

q, =
= - 1 1 s
1 = [53 *7 5% * 120 51]'

_ 1 .2 3 1 6
ds = E1&.3 t3 Ez t g EIEZ * 7320 g,

_ 1 2 1 .2 1 .4 1 7
q, = _[64 t 3 £8 *3 8§58 * 37 §%, * 5040 E1]'
1 ,.z2.2 1 .3 1 5
9 = E154, g8t ry €8, % €&, + 120 g6, +
1 8
* 70320 51

qg = -[&5 +E1€2€3 + % Ef€4 + '16; 62 + 12 6162 +

1 6 1 9
31 §& Y 730 5% * 382880 51]'



_ 1 .2 1 .2 1 3
9o = E1"35 + E254 t3 & T3 I3 f‘;.162 +

1 7
* 5 88, Y aE 88 T 130 §.5 * 5030 6.5

S S 3
3628800 °1
(A.2)

A integral exponencial (Abramowitz e Stegun,
1965) pode ser computada a partir de sua série de poténcias

-X)

n|)n ’ (A'B)

E(X) =-1nX -7 Z i

onde ¥y & a constante de Eulerl, ocu de sua fragdo continua

-X
_e i1 2 2 .. _k kK
E(X) = 33 17 X% IF X+ I+ X+ (A.4)

que & valida para larg X| < m (Esta condigdo &€ satisfeita,
j& que Re X = #*Re £ = g% > 0). Através de
experimentagdo numérica com ambas as representag¢des,
verificamos que uma precisdo uniforme (erro - relativo
geralmente muito menor que 1%) pode ser obtida para Re X =
0 usando {(A.3) truncada em n = 5 quando |X| < 0,4, e (A.4)
truncada em kK = 30 quando |X| > 0,4.

! Ndo confundir com o coeficiente 7y definido em (4.25).
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APENDICE B

SOFTWARE PARA SIMULACOES DA DINAMICA DOS OCEANOS
EQUATORIAIS PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Este apéndice descreve um conjunto de
programas e subrotinas em FORTRAN 771 gue permitem efetuar
automaticamente a maior parte do processo de simulagdo de
um oceano edquatorial através da metodologia exposta no
presente trabalho. Com a apresentagdoc deste software,
espera-se facilitar o uso do métodoc dos elementos de
contorno em problemas oceancgrificos, uma vez que o esforg¢o
necessidrio para programar os passos bédsicos do mnétodo
(computacgdo de fungdes de influéncia, solucgdes
particulares, etc.) provavelmente desencorajaria muitos

usudrios em potencial.

Os programas e subrotinas a serem
apresentados abaixo podem ser divididos em quatro grupos:

. Subrotinas Para o Calculc de Funcdes

Estas subrotinas efetuam o célculo das
fungdes de influéncia e de solugdes particulares das
equagdes de movimento empregando as expressdes analiticas e
assintdéticas desenvolvidas nos Caps. 3 a 6.

. Programas Para Descrigdo da Geometria

Um dos programas deste grupo calcula os

' os programas foram escritos em FORTRAN 77 Vers@o 3.30, da
Microsoft, para microcomputadores IBM~-PC, e também podem
ser compilados e executados em VAX FORTRAN, da Digital
Equipment Company. Quando se utiliza o IBM-PC, um
coprocessador aritmético reduzird drasticamente (cerca de
20 vezes) os tempos de processamento.
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pardmetros que definem o tamanho e a orientag¢io dos
elementos de contorno em uma geometria ocednica particular.

. Programas Para Montagem e Solugdo de Sistemas de

Equagdes Lineares

A partir da descrigdo da geometria do
problema (programa do segundo grupo), oS programas deste
grupo calculam os coeficientes da versdoc discreta das
egquag¢des integrais de contorno (Cap. 6). Como resultado,
obtém~se a distribuigdo de pressdes ao longo das
fronteiras. Durante sua execugdo, 0s programas deste grupo
recorrem freqiientemente as subrotinas do primeiro grupo.

Programas Para Computacio da Solugdo no Interior

do Oceano

Os programas deste grupo utilizam a descrigdo da
geometria do problema (programa do segundo grupo) e a
distribuicdo de pressdes ac longo da fronteira (programas
do terceiro grupo) para calcular a pressdo e a velocidade
em um conjunto especificado de pontos do interior do
oceano, através das representagdes integrais discutidas no
Cap. 6. As subrotinas do primeiro grupo também sé&o

Y

necessarias a execu¢do dos programas deste grupo.

1) Subrotinas Para o Cdlculo de Fungdes

As rotinas deste grupo sdo as seguintes:

. Subroutine Her

. Function Ex

. Subroutine Aux
Subroutine CoefGKJD

. Subroutine GKJD
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. Subroutine UP

. Subroutine Part

. Subroutine IncPU

. Subroutine NearSng.

As fun¢des de influéncia propriamente ditas

-

sdo calculadas pela rotina GKJD. Esta rotina é auxiliada
por CoefGKJID, que calcula os coeficientes chx’ ﬁfex, etc, ,
gque aparecem nas expansdes assintéticas (5.15) e
(5.24)-(5.26), e por Aux, gue calcula as séries Af“ gue

aparecem nestas mesmas expansdes. A fun¢do Ex fornece o

valor de I'(0,z) = Ea(z) que & necessirio na avaliacgdo de
AfK através de (5.18) e (5.21). As fungdes de Hermite

necessirias para a computa¢do das fungdes de influéncia sao
calculadas pela subrotina Her.

A subrotina Part calcula as solugdes
particulares p"”(;) e 6“”(?) (Segdo 6.4), empregando o0s
valores das fungdes ﬁ(a,b;y) e U(a,b;y) calculados pela

subrotina UP.

A subrotina IncPU calcula os campos de
pressdo e velocidade de uma onda de Kelvin ou de Rossby
longa, que sdo necessirios durante a solugdo de problemas
de espalhamento de ondas equatoriais livres.

A subrotina NearSng calcula as integrais
guase-singulares das fungdes de influéncia G e 3 ao longo
de elementos de <contorno retilineos de orientagédo
arbitraria (Cf. Apéndice D). Estas integrais ocorrem no
cdlculo da solugdc de problemas for¢ados em pontos do

interior do oceano.
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a}) Subroutine Her(y,H,M)

Esta rotina calcula por recorréncia o valor
das fungdes de Hermite wk(y/¢§), kK = 0,1,...,M+1, e
armazena a seqiiéncia resultante no vetor de dupla precisdo
H, de dimensédo 400;2 o valor de wo é armazenado em H(1l), o
de w1 em H(2), etc.

subroutine Her(y,H,M)
real*8 H,q

dimension H(400),r(399)
c=.751125%44

if (y .eq. 0.) then

H(l)=c
do 1 k=0,M-1,2

1 H(k+3)=-sqrt((k+1 )/(k+2 ) ) *H (kK+1)
do 2 k=1,M+1,2

2 H(k+1)=0.

else

r(1)=y
do 3 k=1,M

3 r{k+i)=(y-sqrt(k+0.) /r(k))/sqrt(k+1.)
g=alog(c)-y*y/4
s=1.
H(1)=dexp(q)

do 4 k=1,M+1
g=g+alog(abs(r(k)))
s=sign(i.,r(k))*s
4 H{k+1)=s*dexp(q)
endif
return
end

b) Function Ex(2)

Esta fungdo complexa calcula a integral
exXponencial E1(Z) para valores complexos de z, empregando o
procedimento discutido no Apéndice A.

2 : . - . ¢ s
Este dimensionamento & considerado suficiente para a

maioria das simulagdes, em vista das estimativas do ponto
de truncamento M discutidas na Secgdo 5.3). Se necessirio,
pode-se aumentar a dimensdoco do vetor H em todos os
programas e subrotinas que referenciam a subrotina Her.
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complex*8 function Ex(z)

complex*8 2

if (cabs(z) .1lt. .4) then
Ex=-clog(z)-.5772156649+2-2%2/4+z%%3 /18~z%%4 /96+

%* Z**5 /600

else
Ex=0.
do 1 k=30,1,-1

1 Ex=k/(1l.4k/ (2+Ex))

Ex=cexp(-z)} [/ {z2+Ex)

endif

return

end

c) Subroutine Aux(M,Q,d1,x1,yl,3)

Esta subrotina calcula as séres auxiliares
Ar , discutidas na Segdo 5.2, para r = 0,1,...,5 e g,k =
+1, Os parémetros de entrada sdo M, Q (variavel complexa),
dl, x1 e yl, correspondendo respectivamente a M, @, |x-x'],
y e y’ na notagdo da Segdo 5.2. As série auxiliares séo
armazenadas no array complexo A, de dimensdoc (6,2,2), de
modo que A(r+1l,i,j) contém o valor de Afx para € = 2i-3 e k
= 2j=-3. Esta subrotina requer a presenga da fungdo EXx
durante a compilacgdo.

subroutine Aux{(M,Q,d1,x1,yl,A)
complex*8 A,c,Ex,f,f1,£2,£f3,9,91,92,93,hQ,1,k0,Q,rQ,
* Xi

conplex*16 4,k1,k2,k3,k4,k5,p,X,Y
dimension A(6,2,2),9(16),p(11)
i=(0.,1.)

d=dcmplx(dl)

x=dcmplx(x1)

y=dcmplx(yl)

hM=M+1.5

rM=sqrt (hM)

Rk=hM* (d*d+ (x-y) **2)

hQ=hM-Q

rQ=csgrt (hQ)

tx=x/ (2*%rM)

ty=y/ (2*rM)

rx=sqrt(l-tx*tx)

ry=sqrt (1-ty*ty)

ux=tx/rx

uy=ty/ry
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sx=atan (ux)

sy=atan (uy)

cxX=sx+tx*rx

cy=sy+ty*ry

do 1 j=1,2

do 2 n=1,2
e=2%j-3
k=2#%n-3
KO=A+i* (e*x+k*y)
k1l=-Q*d/2-i* (e*x**3+k*yk*3) /24
c=cexp (-rQ*d-i*hM#* (e*cx+k*cy) )
if (j .eq. n) then
do 3 1=0,5

A(1+1,9,n)=(=1) **M*c* (1+(k0+1/rM- (KO**3/48+
k1) /hM) / (4*rM) - (1+1) *kO*k0/
(64*hM*hM) ) / (2*rM**1)

else
if (Rk .1lt. 625.) then

k2=~ (Q*Q*d+i* (e*x**5+k*y**5) /80) /8

K3=—(Q**3%q+i* (ekxk*k7+k*y**7) /448) /16

KA=-5% (Qkk4*Q+i% (@*x**9+k*y*%9) /2304) /128

KS==7% (Qk*5%d+i% (e*kx**11+k*y**11)/11264) /256

p{l1}=1.

p(2)=-kl

p(3)=kl*k1l/2

p(4)=—(k2+kl**3/6)

p(5)=kl*(k2+k1*%*3/24)

p(6)=—(k3+kl*k1l*k2/2+k1**5/120)

P(7)=K1*k3+k1*%*3*k2/6+k2*k2/2+k1**6/720

p(8)=-(k4+k1l* (k2*k2+K1*Kk3) /2+k1k*k4*k2/24+
K1**7/5040)

P(9)=k1*K4+Kk2*k3+Kk1*K1*k2*Kk2 /4+Kk1l**3*k3/6+

k1*%*%5%k2/120+k1*%%8 /40320

P(10)=—-(k5+kl*k2*k3+k1l*kl* (kd4+kl*k2*k2/6+
K1*k1*k3/12) /2+k1%*6% (k2+k1**3/504) /720
+k2*%3/6)

P(11)=K1l%* (k5+k2%*3/6)+k2*k4+kl*kl* (K2*k3+kl*
k4/3+k1*xk1*k2%k2/24) /2+k1**5% (k3+k1*k1*
k2/42+k1**5/30240) /120+k3*k3/2

Xi=rM*ko0

f=cexp (-Xi)

g(l)=(1+Xi)*f

g(2)=t

g(3)=Ex(Xi)

do 4 1=4,16

g(1l)=(g(1l-1)-Xi**(3~1)*f)/(3.-1)
do 5 1=0,5
A(1+1,j,n)=0.
do 6 n1=0,10
A(l+1,3,n)=A(1+1,3,n)+2*p(nl+1) *k0** (nil+
1-2)*g(nl+l+1)
continue

else
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£1=d*rM/rQ+2*i*rM* (e*sx+k*sy) -k0

f2=d* (1-hM/hQ) /rQ+2*i* (e* (sx-ux)+k* (sy-uy) )
£3=3%d*rM* (hM/hQ-1) / (rQ*hQ) +2*i* (ekux**3+k*

* uy**3) /rM
do 7 1=0,5
11=1-1
gl=£f1+11/rM
g2=£f2-11/hM
g3=£3+2*11/ (rM*hM)
7 A(l+1,j,n)=2*%c*(1-gl/kO0+(gl*gl-g2)/ (k0*Kk0) -
* (gl*(gl*gl-3*%g2)-g3) /kO**3) /
* (KO*rM*+11)
endif
do 8 1=0,5
8 A(l+1,3,n)=A(1+1,3j,n)+c*(1+(KO0+1/rM—(kO**3/
* 240+k1) /hM) / (12%rM) - (1+1) *kO*K0/ (960%hM*
* ' hM) ) / (2*xrM**1)
endif
2 continue
1 continue
return
end

d) Subroutine CoefGKJID(sqg,yl,y2,yc,G,K,J,D)

. N GEK
Esta rotina calcula os coeficientes Gr '

ﬁTE&, ffen e Dfex, definidos na Secdo 5.2; os coeficientes
sdo armazenados respectivamente nos arrays complexos
G(4,2,2), K(4,2,2,2), J(4,2,2,2) e D(4,2,2,2,2) (os nGmeros
entre parénteses indicam a dimensdo dos arrays). O primeiro
indice de cada um destes arrays corresponde sempre a r+1;
os dois Gltimos indices correspondem a £,k através da mesma
convengdo usada para o array A na subroutine Aux acima. Nos
arrays K e J, o segundo indice indica a componente (1 - X,
2 »+ ¥); no array D, as componentes s3o indicadas pelo
segundoc e terceiro indices ((1,1) -+ %k, (1,2) -» Xy, etc.).
Os parémetros de entrada sg, yl, y2 e yc (varidvel
complexa) correspondem, na notagdo da Segdo 5.2, a o, y, ¥’

ey,

subroutine CoefGKJD(sg,yl,v2,yc,G,K,J,D)
complex*8 C,cl,c2,¢3,c4,D,6,1i,J,K,t,U,V,W,yC,2
dimension C(4),D(4,2,2,2,2),G(4,2,2),J(4,2,2,2),
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* K(4,2,2,2),U(4,2,2),V(4,2,2,2,2),
* W(4,2,2,2,2),2(4,2,3,2), t(4,2,3,2)
i=(0.,1.)
Ccl=sg*yc
c2=yc*kyc
c3=2%(1/c2+c2)
c4=1/yc+yc
do 1 1=1,2
sl=2,%]1-3,
y=yl
if (1 .eq. 2) y=y2
yq=y*y
z{1,1,1,1)=1.
z(1,2,1,1)=0.
z(1,1,2,1)=0.
z(1,2,2,1)=sg*i*s]
z(1,1,3,1)=cl
2(1,2,3,1)=y
z(2,1,1,1)=i*cl1/2
z(2,2,1,1)=0.
z(2,1,2,1)=0.
z2(2,2,2,1)y=~sl*c4/2
z(2,1,3,1)=i%(c2-1)/2
2(2,2,3,1)=i*cl*y/2
z(3,1,1,1)=-(yq+4*c2) /16
z2(3,2,1,1)=—-cl*y/4
z(3,1,2,1)=0.
z{(3,2,2,1)=i*sl*sg*(yqg-4-c3)/16
2(3,1,3,1)=cl*(4-yg-c3)/16
z(3,2,3,l)=y*(yq-4*c2)/16
z(4,1,1,1)=i*cl*(4-c3-yq) /32
z{(4,2,1,1)=i%y*(3-2%c2) /16
z(4,1,2,1)=sl*sg*y/16
2(4,2,2,1)=sl*(4-ygq)*c4a/32
2(4,1,3,1)=i*(4*(c2-1)~yg*(c2+1)) /32
1 z2(4,2,3,1)=i*cl*y*(yq+6-c3) /32
do 2 ik=1,2
sk=2.,*%ik-3.
do 3 ir=1,4
do 4 ia=1,3
do 5 1=1,2
5 t(ir,ik,ia,l)=2(ir,1,1ia,1l)+sk*z(ir,2,1ia,1)
4 continue
3 continue
2 continue
do 6 ir=1,4
do 7 ie=1,2
do 8 ik=1,2
U(ir,ie,ik)=0.
do 9 is=1,ir
9 U(ir,ie, ik)=U(ir,ie,ik)+t(is,ie,3,1)*
* t(ir-is+1,1ik,3,2)
do 10 ia=1,2
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V(ir,1,ia,ie,ik)=0.
V(ir,2,ia,ie, ik)=0.
do 11 is=1,ir
V(ir,1,ia,ie,ik)=V(ir,1,ia,ie, ik)+t(is,ie,
3,1)*t(ir-is+a, ik,ia,2)
v{(ir,2,ia,ie,ik)=V(ir,2,1ia,ie,ik)+t(is, ie,
ia,1l)*t(ir-is+1,1ik,3,2)
do 12 ib=1,2
W(ir,ia,ib, ie, ik)=0.
do 13 is=1,ir
W(ir,ia,ib,ie,ik)=W(ir,ia,ib,ie, ik)+
t(is,ie,ia,l)*t(ir-is+1,ik,ib,2)
continue
continue

continue
continue
continue
c(1)=1.
C(2)=-i*c1
C(3)=(1/c2~3*c2)/8
c(4)=0.
do 14 ir=1,4
do 15 ie=1,2
do 16 ik=1,2

G(ir,ie, ik)=0.
do 17 is=1,ir
G({ir,ie,1k)=G(ir,ie,ik)+C(ir-is+1)*
U(is, ie, ik)
do 18 ia=1,2
K(ir,ia,ie,ik)=0.
J(ir,ia,ie,ik)=0.
do 19 is=1,ir
K(ir,ia,ie, ik)=K(ir,ia,ie,ik)+C(ir-is+1)*
V(is,1,ia,ie, ik)
J(ir,ia,ie,ik)=J(ir,ia,ie,ik)+C(ir-is+1)*
V(is,2,1ia,ie,ik)
do 20 ib=1,2
D(ir,ia,ib,ie, ik)=0.
do 21 is=1,ir
D(ir,ia,ib,ie, ik)=D(ir,ia,ib,ie,ik)+
C(ir-is+1)*W(is,ia,ib,ie,ik)
continue
continue

continue
continue

14 continue

return
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e) Subroutine GKJID(y1l,y2,dx,yc,Hl,c,w,b,ind,

G,K,J,D)

Esta subrotina retorna os valores dos nilicleos
G, ﬁ, J e D nas variaveis complexas de precisdo dupla G
(varidvel simples), K, J (vetores de dimensdo 2) e D
(matriz 2x2). Os parametros de entrada sio:

. Y1l e y2, as latitudes ndo-dimensionais do ponto de
observagdo e da fonte, respectivamente.

. dx, a diferencga entre as longitudes nido-dimensionais
do ponto de observagdo e da fonte.

. yc, uma varidvel <complexa que representa a
freqiiéncia complexa ndo-dimensional.

. Hl, um vetor de dimensdo 400 (dupla precisio)
contendo os valores das fungdes de Hermite
wk(yl/VE); este vetor pode ser calculado através de
uma chamada prévia call Her(yl,H1,398).

. ¢, usado para determinar o valor de M nos casos em
gque a rotina aplica as expressdes assintdéticas
(5.15) e (5.24)-(5.26), O valor de M é dado por M =
c max {1,(yl)?/4,(y2)%/4,!1Q01}, onde Q = % [ (yc) 2+
(ye) ?]. Geralmente, usa-se um valor de c entre 3 e
5; valores maiores geralmente produzem resultados
mais precisos, mas demandam um maior esforgo na
computagdo das somas parciais que aparecem em (5.15)
e (5.24)-(5.26). Ao escolher o valor de ¢, deve-se
cuidar para gque o valor de M calculado pela
expressdo acima ndo ultrapasse a dimensdo do vetor

Hl (que por default & 400, mas pode ser alterada se
necessirio).
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w, usado para escolher o método de céalculo dos
nGcleos. Se |dx| < w, a rotina empregard as
expansdes assintéticas (5.15) e (5.24)-(5.26), e se
ldx| > w, as expansdes (3.46) e (3.52)-(3.54) conm o
truncamento dado por (3.48). Geralmente, o valor de
w estl entre 0,5 e 1.

b, usado em (3.48) para determinar o valor de M
gquando |dx| > w: M = Re Q + (b/dx)z. Normalmente, b
varia entre 6 e 10. Ao escolher os valores de b e w,
& preciso cuidar para que Re Q + (b/w)2 ndo supere a
dimensdo do vetor H1l (i.e., 400).

ind, gque permite escolher entre o c&lculo dos
valores dos nicleos, quando ind = 0, ou de suas
partes regulares (Seg¢do 5.5), gquando ind = 1. Em
ambos os casos, 08 resultados retornam através das
varifdveis G, K, J e D.

Esta subrotina requer a presenga das

subrotinas Her, Aux e CoefGKIJD e da fungido Ex durante a

compil

*

*

*

agao.

subroutine GKJD(y1,y2,dx,yc,Hl,¢c,w,b,ind,G,K,J,D)

real*8 H1l,H2,ylz2,y22

complex*8 A,c¢D,cG,cJ,cK,i,p,Q,01,yc,yc2,£3,f4,£5,£6,
f9

complex*16 D,f1,£f2,£f7,£8,G,J,K,z

dimension A(6,2,2),cD(4,2,2,2,2),cG(4,2,2),
cJ(4,2,2,2),cK(4,2,2,2),D(2,2),H1(400),
H2(400),J(2),K(2), z(3,2)

parameter(1—(0.,1 ), pi=3.141592654,¢c1=.3989422804,
c2=1.414213562)

yc2~yc*yc

yl2=yl*yl/4

y22=y2%y2 /4

p=i/(2*yc)

Q=(1/yc2+yc2) /4

Ql=(1/yc+yc) /2

fl=cl*dexp(~yl2-y22)

sg=sign(1l.,-dx)
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if (abs(dx) .lt. w) then
t=1.
if (t .1lt. cabs(Q)) t=cabs(Q)
if (t .1lt. y12) t=y12
if (t .1lt. y22) t=y22
Mmax=int {(c*t+1)
else
Mmax=int (real (Q)+(b/dx) **2)
endif
call Her(y2,H2,Mmax-1)
if (sg .1lt. 0.) then
f2=f1l*cexp(-i*dx*(yc/2~1/yc))
G=fl*cexp(-i*dx*yc/2)+f2*yl*y2
K(1)=-G/2
K(2)=2*f2*p*yl
J(1)=-K(1)
J(2)=2*%f2%p*y2
D(1,1)=G/4
D(1,2)=-K(2)/2
D(2,1)=J(2)/2
D(2,2)==4*f2*p*p
else
G=0.
do 1 1=1,2
K(1)=0.
J(1)=0.
do 2 n=1,2
2 D(1,n)=0.
1 continue
endif
do 3 m=0,Mmax-1
fl=sqrt(m+l.)
f2=csqrt(m+1.5-Q)
f3=sg*i*f2-Q1
f4=1+yc*f3
£5=m+1+£4/2
f6=cexp (dx* (p+sg*f2)) /(2 c2*i*f2*f3*£4)

do 4 1=1,2
s81=2%1-3
if (1 .eq. 1) then
y=Y1
£f7=H1(m+1)
£f8=f1*H1l (m+2)
else
y=y2
£f7=H2 (m+1)
£f8=£1*H2 (m+2)
endif

2(1,1l)y=y*f8/2-£5*f7
z2(2,1)=sl*i*xf3*f8

4 z2(3,1)=y*£8+f4*f7
G=G-f6*2z(3,1)*z(3,2)
do 5 1=1,2



6
5

191

K(1)=K(1l)+f6*z(3,1)*z(1,2)
J(1)=J(1)-fe*z(1l,1)*z(3,2)
do 6 n=1,2
D(1l,n)=D(1,n)-f6*z(1l,1)*z(n,2)
continue

3 continue

if (abs(dx) .lt. w) then

call CoefGKJD(sg,yl,y2,yc,cG,cK,cd,cD)
call Aux(Mmax,Q,abs(dx),yl,y2,A)
f2=cexp (p*dx) / (8*pi*yc)
f3=i*f2
do 7 m=0,3
do 8 ie=1,2
do 9 ik=1,2
G=G+£3*A(m+3,ie, ik) *cG(m+1, ie, ik)
do 10 1=1,2

11
*

10
9
8
7

endif

K{(1)=K(1)+f2*A(m+2,ie, ik) *cK(m+1,1, ie, ik)
J(1)=J(1)-f2*A (m+2,1ie, ik) *cT (m+1, 1, ie, ik)
do 11 n=1,2
D(1,n)=D(1,n)-£3*A(m+1,1ie,ik)*
cD(m+1,1,n,ie,ik)

continue
continue
continue
continue

if (ind .eq. 1) then

dy=yl-y2

dx2=dx*dx

dy2=dy*dy

R2=dAx2+dy2

R4=R2*R2

al=alog(R2/2)

f2=i/(2*pi*yc)

fi=al*yl/yc

f4=(dx2~-dy2) /R4

f5=4%f4* (1+p*dx)

fo=4*dy* (2*dx/R4+p*f4)
£f7=(yl*yl+yc2) /2

£8=~-1/(2*yc2)

fo9=i*yc*yl*al

G=G=-f2% (yl*yl-yc2)*al

f2=i*f2/2

K(1)=K(1)+f2*(-2* (i*yl*dy+yc*dx) /R2+i*al)
K(2)=K(2)+f2* (2% (i*yl*dx-yc*dy) /R2~-£3)
J(1)=T(1)+Ff2* (2% (-i*yl*dy+yc*dx) /R2-i*al)
J(2)=T(2)+f2% (2% (i*yl*dx+yc*dy) /R2-£3)
£2=F2/(2%1)
D(1,1)=D(1,1)+£2*(£f5+(£7+£8) *al)
D(1,2)=D(1,2)+f2*(f6-£9)
D(2,1)=D(2,1)+f2*(f6+£9)

D(2,2)=D(2,2)+f2% (-F5+8%p*dx/R2+ (£7+3*%£8) *al)
endif
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return
end

f} Subroutine UP(a,b,vy,yc,c,ind,U,P)

Esta subrotina calcula as funcgdes ﬁ(a,b;y) e
U(a,b;y), definidas na Segdo 6.4. Os valores de ﬁ(a,b;y) e
U(a,b;y}) retornam através das varifveis complexas de
precisdo dupla P (vetor de dimensdo 2) e U (matriz 2x2). O
argumento complexo yc representa a freqﬁéncia complexa Y -

0 argumento c & usado para determinar o valor de M nas

expansdes assintéticas (6.35) e (6.36), através da
expressdo M = ¢ max {1,y2/4,a2,b2,lQ|}, onde @ = % [(yc)2+

(yc)q]. Geralmente, usa-se um valor de c entre 3 e 5. Uma
vez que a rotina UP faz referéncia & rotina Her, deve-se
cuidar para que o valor calculado de M nac ultrapasse 400.
0 argumento ind permite escolher entre o calculo de P e U
(ind = 1) ou apenas de U (ind = 0). A subrotina UP deve ser
compilada junto com a subrotina Her.

subroutine UP(a,b,y,yc,c,ind,U,P)

real*8 H1,H2,bp

complex*8 cP,cU,c4,c5,D,£3,£f4,£5,f6,£7,£f9,h,1,11,Q,
* Q1,x,x1,yc,yc2

complex*16 f1,f2,f8,P,U,z2

dimension cP(4,2),cU(4,2,2),D(6),H1(400) ,H2(400),

* P(2),U(2,2),2(3,2)

parameter (i=(0.,1.),c1=.7071067812,c2=1.253314137,
* c3=1.772453851)

ir=5

if (ind .eq. 1) ir=6
c4=-1/(8*c3*yc)
cS=c4/i
yc2=syc*yc
Q=(yc2+1/yc2) /4
Ql=(yc+l/yc)/2
y2=y*y/4

a2=a*a

b2=b*b

bp=y2+b2
bn=y2-b2
fl=cl*dexp (-bp)
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t=1.
if (t .1lt. cabs(Q)) t=cabs(Q)
if (t .1lt. y2) t=y2
if (t .1lt. a2) t=a2
if (t .1t. b2) t=b2
Mmax=int (c*t)+1
hM=Mmax+1.5
rM=sqrt (hM)
ty=y/ (2+rM)
tb=b/rM
ry=sqrt(l-ty*ty)
rb=sqrt (1-tb*tb)
cy=hM#* (atan(ty/ry)+ty*ry)
cb=hM* (atan(tb/rb) +tb*rb)
call Her(y,Hl,Mmax-1)
call Her(2*b,H2,Mmax~1)
£2=2*f1/ (a+yc/2~1/yc)
P(1)=-i*fl1/(a+yc/2)+f2%b*y
P(2)=-f2*y/yc
U(1,1)=P(1)/2
U(1,2)=P(2)/2
U(2,1)=i*f2*b/yc
U(2,2)=-1i%f2/yc2
do 1 m=0,Mmax-1
fl=sqrt(m+1.)
f2=csqrt(m+1.5-Q)
fo9=c2*i%**m/ (2*£2)
do 2 is=1,2
s=2%ig~3
£3=s*i*f£2-Q1
f4=1+yc*f3
£5=m+1+£f4/2
f6=s*f9/ (£3*% (a+£3+yc/2) *f4)
£8=£f1*H1 (m+2)
if (ind .eq. 1) z(3,1)=y*f8+f4*H1 (m+1)
z(1,1)=y*£8/2-£f5%H1 (m+1)
z2(2,1)==1*f3*f8
£8=f1*H2 (m+2)
Z(3,2)=2*b*f8+f4*H2 (m+1)
z(2,2)=2%f£3*%f8
if (ind .eq. 1) then
P(l)=P(1l)+f6*z2(3,1)*z(3,2)
P(2)=P(2)+f6*2(3,1)%*z(2,2)
endif
do 3 1-1,2
U(l,1)=U(1,1)+f6*z(1,1)*z(3,2)
U(l,2)=U0(1,2)+f6*z2(1,1)*z(2,2)
continue

1 continue

fl=1-a*yc
f2=£f1*f1
f3=16*f2/yc
f4=l6*a/yc
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f5=yc2=-4*b2
£6=4*(yc2-bp)
£7=4* (bm-yc2)
f8=4*yc*(yc2+bn)
f9=4+%*(yc2+bp)
do 4 ie=1,2
e=2%jie-3
g2=e*y
do 5 ik=1,2
k=2*ik=-3
gl=2*k*b
g3=gl*qg2
i1=i*exk
if (ind .eqg. 1} then
cP(1,1)=2%i*(yc2+g3)
CP(1,2)==4%k*ycC
cP(2,1)=2%£1*(gl+gy2)
cP(2,2)==4%i*k*g2*a
cP(3,1)=i*(yc2*f6-16*f£2+g3* (f4*f1+4%bp))/8
CP(3,2)=-k*(16%a*fl-yc*xf7)/4
CP(4,1)=(gl*(a*(£3+yc*f7)-f5)+g2*%(a*(£3-£8)~
yc2+y*y)) /8
cP(4,2)=-i%(k*g2*(a*x(£9+£f4*f1)+yc)-2*b*yc) /4
endif
cU(1,1,1)=-2%i%gl
cU(1,1,2)=0.
clU(1,2,1)==-2%e*yc
cU(1,2,2)=—4%i1
cU(2,1,1)==2%f1
cU(2,1,2)=4*i%*k*a
cU(2,2,1)==2*i*e*xgl*a
cu(2,2,2)=0.
eU(3,1,1)=i*(2*g2*yc2+k*b* (4*bm-F4*f1)) /4
cU(3,1,2)==k*g2*yc
cU(3,2,1)=—e* (16*a*f1+£8) /8
cU(3,2,2)=-i1*(f9-16%a2) /4
CU(4,1,1)=(g3*(1+4*f1)+a*yc*f6-F£4*f2+y*y) /8
cU(4,1,2)=-i*k*a*(f7~f4%Ff1) /4
cU(4,2,1)=i*(y*yc-e*gl*(a* (£4*f1+£9)+yc)) /8
cU(4,2,2)=-(k*y+2*e*b) /4
h=i%* (-e*k*Mmax) *cexp(—-i* (e*cy+k*cb)) /2
X=1i%*(e*y+gl)
X1=(e*y**3+8+k*b¥*3) / (24*1)
do 6 1=1,ir
D(l)=h*(1-il+(xX+(1l+11*x%*x/4) /rM=(xX*(X*X/3-11*%(
2%1+1)) /4+x1) /hM) / (2%rM) + (il% (L*1+2-2%x1*
X=5%xhk%4/ 48)-(1+1) *x*x) / (8*hM*hM) ) /rMr*1
do 7 1=0,3
if (ind .eq. 1) then
P(1)=P(1)+c4*D(1+3) *cP(1+1,1)
P(2)=P(2)+c4*D(1+2) *cP(1+1,2)
endif
do 8 n=1,2
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U(n,1)=U(n,1)+c5*D(1+2) *cU(1+1,n,1)
8 U(n,2)=0(n,2)+c5*D(1+1) *cU(1+1,n, 2)
7 continue
5 continue
4 continue
return
end

g) Subroutine Part(Na,Nb,A,B,Fx, Fy,X,y,yc,c,

ind,p0,u0)

Esta subrotina retorna o valor de uma solugio
particular {p””(x,y,w), ﬁ”"(x,y,w)} das equag¢des de
movimento forgadas pelo campo de vento com dependéncia

espacial

N N
2 b

F(x,y) = Z z F exp [i(ax + by)] (B.1)
=1 k=1

-

. 1 =
e gue varia no tempo como e!“, a solugcdo & construida
superpondo as solugdes apresentadas na Segdo 6.4. Os
argumentos de entrada e saida sdo os seguintes:

. Na e Nb, que correspondem a Na e Nb na expressdo
acima.

. A e B, vetores de dimensdo 10, correspondendo a aj e
b .
k
. Fx e Fy, matrizes complexas 10x10 gque conténm
respectivamente as componentes zonal e meridional de

-3

Jk

. X e y, a longitude e a latitude n&o-dimensionais
onde a solugdo particular ser& calculada.
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. Ye, uma varidvel complexa que representa a
freqiléncia complexa n&o-dimensional Y, definida na
Segdo 2.1.

. ¢ e ind, que sd3o utilizados como argumentos em
chamadas da forma call UP(A(Jj),B(k),y,yc,c,ind,U,P).
Como mencionado na discussdo da subrotina UP, o
valor de ¢ geralmente é& escolhido entre 3 e 5; além

disso, deve-se cuidar para que a quantidade M = ¢
max {1,y2/4,max {A(j)z},max {B(k)z},tQI} ndo supere
400, onde Q = % [ (yc)?+(yc)?]. Quando ind = 1,

calcula-se as solugdes particulares para pressio e
velocidade; quando ind = 0, apenas a velocidade.

. p0, uma varidvel complexa gque retorna o valor de

7pm, onde ¥ & o reciproco do raio de deformagéo

equatorial (Segdo 2.1).

. u0, um vetor complexo de dimensdo 2 gque retorna o

- (P}

valor de pwu, onde Py é uma escala de densidade

B/7.

da &gua e W,

A subrotina Part deve ser compilada junto com
UP e Her.

subroutine Part(Na,Nb,A,B,Fx,Fy,x,y¥,yc,ct,ind, p0,u0)
complex*8 f,Fx,Fy,fl1,£f2,i,p0,u0,yc
complex*16 P,U
dimension A(10),B(10),Fx(10,10),Fy(10,10),P(2),
* U(2,2),u0(2)
i=(0.,1.)
po=0.
u0(1)=0.
uo(2)=0.
f=y*y~yc*yc
do 1 n=1,Na
fl=cexp(i*A(n) *x)
do 2 k=1,Nb
call UP(A(n),B(k),y,yc,ct,ind,U,P)
f2=cexp (i*B (k) *y)



197

if (ind .eq. 1) pO=pO+fl*(Fx(n,Kk)*P(1)+Fy(n,k)*
* P(2))
uo(1l)=u0(1)+f1*(f2* (i*yc*Fx(n,k)+y*Fy(n,k))/f+
* U(1,1)*Fx(n,k)+U(1,2) *Fy(n,k))
2 uo(2)=uo(2)+fi1*(f2*(i*yc*Fy(n,k)-y*Fx(n,k))/f+
* U(2,1)*Fx(n,k)}+U(2,2) *Fy(n,k))
1 continue
return
end

h) Subroutine IncPU(x,y,yc,ind,n,p,u,L)

Esta subrotina calcula o} valor das
perturbag¢des de pressdo e velocidade associadas com uma
onda de Kelvin ou de Rossby longa, dadas por (6.62)-(6.65).
Os argumentos de entrada e saida sao:

X,Y, as coordenadas ndo-dimensionais dos pontos onde
a pressdo e a velocidade serdo calculadas.

. Yc, uma variavel <complexa gque representa a
freqiéncia complexa ndo-dimensional Y, (Segdo 2.1).

. ind, usado para escolher entre uma onda de Kelvin
(ind = 0) e uma onda de Rossby longa (ind = 1i).

. n, o indice meridional (n = 0,1,2,...) da onda de
Rossby; quando ind = 0, pode-se usar qualquer valor
de n.

. p, uma varidvel complexa de precisdc dupla gue
retorna ¢ valor da pressdoc (a constante arbitraria
p, que aparece em (6.63)-(6.65) & tomada com © valor
1).

. u, um vetor complexo de precisdo dupla e dimensédo 2

R
que retorna o valor de p,cu.
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L, uma vari&vel complexa gque retorna o valor da
constante A, definida na Seg&do 6.9.

A subrotina IncPU deve ser compilada junto

com a subrotina Her.

subroutine IncPU(x,y,yc,ind,n,p,u,L)
real*8 H
complex*8 f,f2,f3,f4,£5,i,L,Q,yc
complex*1l6 p,u
parameter (i=(0.,1.))
dimension H(400),u(2)
if (ind .eq. 0) then
L=1.
call Her(y,H,1)
p=cexp(-i*yc*x/2)*H(1)
u(l)=p
u(2)=0.
else
Q=(yc*yc+l/(yc*yc)) /4
fl=sqrt(n+l.)
f2=csqrt(n+1.5-Q)
f3=i*f2-(1/yct+yc)/2
fa=1+yc*f3
fS=n+1+£4/2
L=—((n+1) % (1+2%yc*xf3) +£4*%f4) / (2*i*f2*Ff3%f4)
call Her(y,H,n+1)
f=cexp(x* (f2+i/ (2*yc)))
p=f* (y*f1*H(n+2)+f4*H(n+1))
u(l)=2%f*(y*fi1*H(n+2) /2-£5*H(n+1))
U(2)=—2%i*f*f1*£3*H(n+2)
endif
return
end

i) Subroutine NearSng(x0,y0,x1,vy1l,x2,yY2,Yc,G)

Esta subrotina calcula as integrais das
partes singulares das fungdes de influéncia G e J ao longo
de um elementoc de contorno retilineo I' de orientacio
arbitraria. Como no Apéndice D, denotemos por ;1 e ;2 as
extremidades do elemento e por £’ um ponto de observacgao
arbitrdrio, gue ndo esta sobre o elemento. Os argumentos de

entrada e saida sdo:
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- ¥ L] 1] nd
. X0,y0, as coordenadas ndo-dimensicnais de r-’.

-~ L] ] 13 I
. x1,yl,x2,y2, as coordenadas nao-dimensionais de r e
e o«
r,, respectivamente,

. Yyc, uma varidvel —complexa gue representa a
fregiiéncia complexa ndo-dimensional Yy, (Segdo 2.1).

G, um vetor complexo de dimensdo 3; G(1l), G(2) e
G(3) retornam respectivamente os valores de

iny . iny 5

7 I ¢ (21;8)ds, A ﬁ-f 3 (g ;8)ds,
12 T 12

- ?-f 3 (27 ;2)ds, (B.2)
12 r

L] » * L] _) _)
onde dﬁaé a distancia adimensional entre r1 e r.

subroutine NearSng(x0,y0,x1,y1l,x2,¥2,yc,G)
complex*8 G,i,yc

dimension G(3)

i=(0.,1.)

x®01=x0-x1

yol=y0-y1l

X12=x1-%2

yl2=yl-y2

A=x12%%2+yl12%+%2

B=2* (x12*%x01+y12%y01)

C=x01**2+yQ1%*2

D=4 *A*C—-B*B

rD=sqrt (D)

T=(atan((2*A+B) /rD)-atan(B/rD))/rD
S=A+B+C

H1=2*T

H2=(alog(S/C)/2-B*T) /A
H3=(T*D+B*alog(S/C)/2) /A+alog(S) -2
G(l)=1i*(yO*yO-yc*yc) *H3

G(2)=2%*(yc* (x01*H1+x12%H2) ~i%*y0% (yOl*H1+y1l2%H2)) -
* i%*H3/2

G(3)=2% (1i*y0% (x01*H1+x12*H2)+yc* (YO1*H1+y12*H2) )~
* YO*H3/ (2*yc)

return

end
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2) Programas Para Descrigdo da Geometria

Os programas deste grupo sdo:

Boundary
. Grd.

0 primeiro destes programas produz um arquivo
contendo a descrig¢do da fronteira discretizada, em um
formato padronizado que pode ser 1lido pelo terceiro e
quarto grupos de programas. As coordenadas (x,y) dos pontos
da fronteira sdo calculados através da projecdo de Mercator
(Jacobs, 1967),

+ sin 8
————--—n———], (B.3)

= — 1
X = RA, y = R log [ o8 B
onde A & a longitude, & & a latitude (ambos em radianocs) e
R é o raio da Terra. O segundo programa serve para calcular
as coordenadas (x,y) de um conjunto de pontos no interior
do oceano onde a solucdo serd calculada pelo guarto grupo

de programas.

a) Boundary

Inicialmente, este programa solicita o nome

de um
arquivo de latitudes e longitudes [.DEG]:

a ser fornecido pelo usudrio, o qual descreve a fronteira
discretizada em termos das coordenadas geograficas (em
graus) das extremidades dos elementos de contorno. Se a

fronteira se compde das curvas Clv CorveesCli discretizadas

2'
respectivamente como as linhas poligonais
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> >
r - o r
1’ fT1,N
1
- >
r L N ) r
M,1° ! H,NH+1 !

o arquivo pedido pelo programa deve ter a forma

M
N
1
N
M
(=]
11 11
1,N +1 1,N +1
1 1
A 2]
M,1 M,1
A 8 P
M, N +1 M,N +1
M .|
I N
onde r = (A,8) em coordenadas geogridficas. Quando um

-

contorno & fechado, o primeiro e o Gltimo vértice da linha
poligonal correspondente devem coincidir. Para fins de
padronizagdo, recomenda-se o uso da extensdo .DEG para os
arquivos contendo coordenadas geogrdficas em graus.

A seqguir, o programa pede o nome do arquivo

de saida:
arquivo de descricao da fronteira [.MIR]:.

Este arquivo terd a forma
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onde N = N{+~-+N; &€ o nlmerc total de elementos de
contorno, (xk,yk) sdo as coordenadas do centro do k-ésimo
elemento na projegdo de Mercator (expressas em metros),
(Ak,Bk) &€ o vetor unitério normal exterior aoc Kk-ésimo
elemento e dk é o seu comprimento (em metros). Recomenda-se
empregar a extensdo .MITR para os arquivos contendo
coordenadas da projegdo de Mercator. O dimensionamento
previsto permite M = 50 e N = 200.

proegram boundary
character*64 arqgl,arg2
dimension N(50),d(200),x(200),y(200),A(200),B(200)
parameter (pi=3.141592654,R=6,378e6)
RA(t)=pi*t/180.
XM (z)=R*Rd(z)
YM(t)=R*alog((l+sin(Rd(t))) /cos(Rd(t)))
write(*,*) ‘Arquivo de longitudes e latitudes [.DEG}:’
read(*,’ (A)’) arql
write(*,*) ‘Arquivo de descricao da fronteira [.MTR]:’
read(*,’ (A)’} arqgq2
open(l,file=arql,status=’cld’)
read(l,*) k
Nt=0
do 1 1=1,k
read{1l,*} N(1)

1 Nt=Nt+N(1)
open(2,file=arg2,status='new’)
write(2,*) Nt
do 2 1=1,k

read(1l,*) zl1l,tl
x1=XM(z1)
yl=¥YM(tl)
do 3 j=1,N(1)
read(l,*) z2,t2
x2=XM(22)
y2=YM(t2)
X(J)=(x1+x2) /2
y(3)=(yl+y2)/2
d(j)=sqrt((x1-x2)**2+(yl-y2)**2)
A(3)=(y2-y1)/d(3)
B(j)=(x1-x2)/d(])
xX1=x2
3 yl=y2
do 4 j=1,N(1l) .
4 write(2,*) x(3),y(3),A(3),B(J3),4(])
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2 continue
endfile 2
close(2,status='keep’)
close(1l,status='Keep’)
end

b} Grd
Este programa solicita o nome de um arquivo
contendo as coordenadas geograficas (em graus) de um
conjunto de pontos no interior do oceanc onde se deseja
calcular a solugdo de um problema de circulagio ocednica,

arquivo de longitudes e latitudes [.DEG]:;

o arquivo deve ter a forma

N
P
Al 91
AN BN ‘
P P
onde NP é o naimero total de pontos e r = (rA,8) & o vetor

posigdoc em coordenadas geograficas. A seguir, o programa

pede o nome do arquivo de saida,

arquivo em coordenadas de Mercator [.MTR]:,

que terd a forma

N
P
X Y,
x5 Yy 1
P P

I - 1] —
onde r = (x,¥y) & o vetor posigdo em coordenadas de
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Mercator.

program grd

character*64 arql,arq2

parameter (pi=3.141592654,R=6.378¢e6)

Rd(t)=pi*t/180.

XM(z)=R*Rd(z)

YM(t)=R*alog( (1+sin(RA(t))) /cos(RA(t)))

write(*,*) ’‘Arqguivo de longitudes e latitudes

*[.DEG]:’

read(*,’ (A)’) arql

write(*,*) ’‘Arquivo em coordenadas de Mercator

*[ .MTR]: "’

read(*,’ (A)’) arqg2

open(l,file=arql,status=‘0ld’)

read(l,*) NPt

open(2,file~arq2,status='new’)

write(2,*) NPt

do 2 1=1,NPt
read(l,*} z,t
x=XM(z)
y=YM(t)

2 write(2,*) x,y

endfile 2

close(2,status='keep’)

close(l,status='keep’)

end

3) Programas Para Montagem e Solugdo de Sistemas de

Equag¢des Lineares

Os programas deste grupo sdo:

. Mat
RightSca

. NorFlow

. Qk
Gauss.

0 programa Mat calcula os coeficientes T;J
definidos por (6.6), empregando os métodos numéricos
discutidos na Segdo 6.3. O programa RightSca calcula o
vetor de termos independentes Qk no sistema de equagdes
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{6.5) quando este descreve o espalhamento de uma onda
equatorial livre (Secdo 6.9). O programa NorFlow calcula o
fluxo normal a4 ao longo da fronteira, onde a® & uma
solugdo particular das equagdes de movimento correspondente
a um forgamento arbitriario. O programa Qk utiliza a saida
de NorFlow para calcular o vetor de termos independentes Qk
no sistema (6.43), que descreve um problema forg¢ado.
Finalmente, o programa Gauss emprega o algoritmo de
eliminag¢do gaussiana para resolver um sistema da forma
(6.43) ou (6.5) para a distribuicdo de pressdes ao longo da

fronteira.
a) Mat

Este programa calcula os coeficientes Tyyr
definidos por (6.6). Inicialmente, o0 programa solicita

alguns dados numéricos,
c,Av,omega,const,w,b, Mnax:
cujos significados sdo os seguintes:

. c & o autovalor vertical do modo baroclinico

considerado (m/s).

. Av & o coeficiente de dissipacdo A definido na Seg¢do
2 3
2.1 (m/87).

-

. omega & a freqiiéncia angular w (s™).

. const, w e b, empregados em chamadas & rotina GKJD,
que tém o mesmo significado que os argumentos ¢, w e

b discutidos em conexdo com aquela rotina.

. Mmax, usado para definir a ordem méxima das fungdes
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de Hermite que serdo calculadas durante a execucgdoc
do programa. Se Y & a extensdo latitudinal mixima da
fronteira (em raios de deformag8o), o valor de Mmax
pode ser calculado de

Mmax = max {const max {1,Y°/4,1Ql}, Re @ + (b/w)?},
(B.4)

onde Q foi definido na discussdac da rotina GKJD.
Devido a limitag¢des de dimensionamento, o valor de

Mmax ndo deve exceder 400.

A seguir, o programa pede © nome de um
arquivo contendo os dados da fronteira discretizada,

arquive de descricao da fronteira [.MTR]:,
o qual deve ter sido gerado pelo programa Boundary,
discutido previamente. O dimensiocnamento previsto no

programa admite o uso de até 200 elementos de contorno.

Finalmente, deve-se fornecer o nome do
arquivo de saida,

arquivo contendo a matriz T(k,j) [.MAT]:,
para o qual recomenda-se o© uso da extensdo .MAT. O
andamento do programa pode ser acompanhado através da

mensagem

Linha no. 1 de N
Linha no. 2 de N

Linha no. N de N
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que aparece na tela, indicando a linha da matriz I}J que
estd sendo calculada, O programa Mat deve ser compilado
junto com as subrotinas Her, GKJD, CoefGKJD e Aux e a
funcao Ex.

program mat
character*64 arql,arq?2
real*g8 Hl
complex*8 i,yc
complex*16 Ga,ba,Ja,Q,T
dimension A(200),B(200),Da(2,2),H1(400)},Ja(2},Q(2),
* s(200),T(200),%x(200),y(200)
parameter(l—(o.,l ) /be=2.28e-11,p4=12.56637061,
h=.2886751)
wrlte(*,*) fc,Av,omega,const,w,b,Mmax:’
read (*, *) c,Av,w,ct,wi,bk,Mmax
write(*,*) ’‘Arquivo de descricao da fronteira
*[ .MTR]:’
read(*,’(A)’) arqgql
write(*,*) ‘Arquivo contendo a matriz T(k,j) [.MAT}:’
read(*1,’ (A)’) arg2
yc=(w-1i*Av/ (c*c)) /sqrt(be*c/2)
r=sqrt{c/ (2*be))
open(2,file=arql,status=’0ld’)
read(2,*) NEl
do 2 n=1,NEl
read(2,*) x(n),y(n),A(n),B(n),s(n)
X(n)=x(n)/r
y(n)=y(n)/r
2 s{(n)=s{(n)/r
close(2,status='keep’)
open(3,file=arq2,status='new’)
write(3,*) NEl
do 3 1=1,NEl
write(*,%*) / Linha no. /,1,’ de /,NEl
call Her(y(l),H1l, Mmax)
do 4 n=1,NEl
if (1 .eq. n) then

ind=1
T(n)=s(l)*(alog(s(1l)/2)-1)*(i*A(1)-y(1)*B(1)/
* yc) / (pa*yc)
else
ind=0
T(n)=0.
endif

do 5 m=-1,1,2
call GKID(y(l),y(n)+m*h*s(n)*A(n),xX(1l)=-x(n)+m*
* h*s(n)*B(n),yc,Hl,ct,wi,bk,ind,Ga,Q,Ja,Da)
5 T(n)=T(n}+s(n) *(A(n)*Q(1)+B(n)*Q(2))/2
4 continue
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do 6 n=1,NEl

6 write(3,*) T(n)

3 continue
endfile 3
close(3,status=’Kkeep’)
end

b) Rightsca

Este programa calcula os termos independentes

Q= Apu)(;;) no sistema de equagdes lineares (6.5),

gquando este representa o espalhamento de uma onda de Kelvin
ou de Rossby longa com campo de presséo p”)(;) (Cf. Segéo
6.9; o programa assume gue a constante arbitréaria p, em

(6.62) e (6.64) & igual a 1).
O programa solicita os dados numéricos

c,Av,omega, (0=Kelvin, 1=Rossby) ,n(Rossby}:,

onde:
. ¢, Av e omega foram discutidos em conexdo com o
programa Mat,.
. (0=Kelvin, 1=Rossby) permite escolher entre o

espalhamento de uma onda de Kelvin (0) ou de Rossby

(1).

. n{Rossby) & o indice meridional (n = 0,1,2,...) da
onda de Rossby incidente (qualquer valor pode ser
usado no caso de uma onda de Kelvin incidente).

Em seguida, comoc no programa Mat, pede-se o
nome de um arquivo com os dados da fronteira discretizada.
Finalmente, pede-se o nome do arquivo de saida contendo os
coeficientes -Q,.
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Arquivo de saida [.RGT]:,

para © dgqual recomendamos a extensdo .RGT. O programa
Rightsca deve ser compilado junto com a subrotina Her.

program RightSca

real*8 H

complex*8 f£2,£f3,f4,1i,L,Q,ycC

complex*16 P

character*64 arqgl,arq2

parameter(i=(0.,1.) ,be=2,28e-11)

dimension H{400)

write(*,*) ’‘c,Av,omega, (0=Kelvin,l1=Rossby) ,n{(Rossby)’
read(*, *) c,Av,w,ind,n

write(*,*) ‘Arquivo de descricao da fronteira
%[ ,MTR]:’
read{*,’ (A)’) arql

write(*,*) ’‘Arquivo de saida [.RGT]:’
read(*,’ (A)’) arq2
yc=(w-1*Av/ (c*c) ) /sqrt(be*c/2)
r=sqrt(c/ (2*be))
if (ind .eqg. 1) then
Q=(yc*yc+l/(yc*yc))/4
fl=sgqrt({n+l.)
f2=csqrt(n+1.5=-Q)
f3=i*£2-(1/yctyc)/2
fa=1+yc*£f3
L==({n+1) % (1+2*yc*£3) +£4%£4) / (2*%i*£2*%£3*%f4)
endif
open(l,file=arql,status='o0ld’)
read(1l,*) NEl
open(2,file=arg2,status="new’)
write(2,*) NE1
do 1 j=1,NEl
read(l,*) x,y,A,B,d
=x/r
y=y/r
if (ind .eq. 0) then
call Her(y,H,1)
p=cexp(-i*yc*x/2)*H(1)
else
call Her(y,H,n+l)
p-L*cexp(x*(f2+1/(2*yc)))*(y*fl*H(n+2)+f4*H(n+1))
endif
1 write(2,*) p
close(l,status='keep’)
endfile 2
close(2,status='keep’)
end
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c) NorFlow

Este programa calcula o fluxo normal A
de uma solugdc particular das equagdes de movimento em
certos pontos de uma fronteira discretizada. O programa
NorFlow deve ser executado antes do programa Qk, due
calcula os termos independentes Q no sistema (6.43).

Assume-se que o forgamento & dado pela expressio (B.1l).

Inicialmente, sdo solicitados os dados
numéricos

¢,Av,omega,const:;

c, Av e omega ja foram discutidos em conexdo com 0 programa
Mat, e const faz o papel do par@metro c da subrotina UP.

O programa solicita o nome de um arquivo com
os dados do forgamento,

arquivo de descricao do forcamento [.FCG]:,
que deve ter a forma

Na Nb
a(l)

a(Na)
b(l)

b (NDb)
Fx(1,1) Fy(1l,1)

Fx(1,Nb) Fy(1,Nb)
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Fx{Na,l1l) Fy(Na,l)
Fx (Na,Nb) Fy(Na,Nb),

onde Na, Nb, a, b, Fx e Fy foram discutidos em conexdo com
a subrotina Part. Recomenda-se a extensdo .FCG para este
tipo de arquivo.

A seguir, pede-se o nome de um arquivo
contendo os dados da fronteira discretizada, exatamente

como no programa Mat. Finalmente, pede-se o nome do arquivo

de saida, que contera o valor de powoi’tm(i)-)-ﬁ (p0 & uma

escala de densidade da &gua e w, = (Bc/2)'?) em tras
pontos ao longo de cada elemento de contorne (no centro e
nos nodos da regra de quadratura de Gauss-Legendre de ordem
2),

arquivo de saida [.NFL]:,

para o qual recomenda-se a extensdo .NFL. O andamento do
cdlculo pode ser acompanhado por uma mensagem na tela,
semelhante &aquela fornecida pelo program Mat. O program
NorFlow deve ser compilado junto com as subrotinas Her e
UP.

program NorFlow

character*64 arq,arql,arq2

real*d4 nx,ny

complex*8 f,Fx,Fy,fl1l,i,un,yc

complex*16 P,U

dimension A(10),B(10),Fx(10,10),Fy(10,10) ,nx(200),
* ny(200),s(200),x(200),y(200),U0(2,2),P(2)
parameter(i=(0.,1.) ,be=2.28e-11,h=.2886751)
write(*,*) ’‘c,Av,omega,const’

read(*,*) c,Av,w,ct

write(*,*) ’‘Arquivo de descricao do forcamento

*( ,FCG]:’

read(*,’ (A)’) arg

write(*,*) ‘Arquivo de descricao da fronteira

*[ ,MTR]:’
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read(*,’(A)’) arql
write(*,*) ’‘Arquivo de saida [.NFL]:’
read(*,’ (A)’) arq2
write(*,6 *)
yc=(w-i*Av/(c*c)) /sqrt(be*c/2)
r=sqrt(c/(2*be))
open(1l,file=arg,status=/0ld’)
read(l,*} Na,Nb
do 1 j=1,Na
read(1,*) a(j)
do 2 j=1,Nb
read(1l,*) b(3J)
do 3 j=1,Na
do 4 k=1,Nb
read(1,*) Fx(j,k),Fy(j.k)
continue
close(l,status='keep’)
open{2,file=arqgl,status=‘0ld’)
read(2,*) NE1l
do 5 n=1,NEl
read(2,*) x(n),y(n),nx(n),ny(n),s(n)
x(n)=x(n)/r
y(n)=y(n)/r
s{n)=s(n)/r
close(2,status='keep’)
open(3,file=arq2,status="new’)
do 6 1=1,NEl
write(*,*) / Elemento no. /,1,’ de ’,NEl
do 7 m=-1,1
x0=% (1) -m*h*s (1) *ny (1)
yo=y(l)+m*h*s (1) *nx (1)
f=y0*y0-yc*yc
un=Q. .
do 8 j=1,Na
fl=cexp(i*a(Jj}*x0)
do 9 k=1,Nb
call UP(a(j),b(k),y0,yc,ct,0,U,P)

un=un+f1l* (cexp(i*b(k)*y0)*(i*yc*(nx(1l)*
Fx(j,k)+ny (1) *Fy(Jj, k) )+y0*(nx (1) *Fy(j,k)~
ny(1)* Fx(3j,k)))/£+nx(1)*(U(1,1) *Fx(j, k) +
U(1,2)* Fy(j,k))+ny(l)*(U(2,1)*Fx(j, k)+
U(2,2)*Fy(3.,k)))
continue
write(3,*) un
continue
endfile 3

close(3,status='keep’)
end
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a) ok

Este programa calcula os coeficientes Qk no
sistema de equagdes (6.43) que descreve um problema forgado
arbitrario. Antes de executar este programa, & preciso usar
o programa NorFlow para gerar um arquivo contendo os fluxos
normais de uma solugdo particular através da fronteira do
preoblema.

Inicialmente, o programa Qk solicita os
mesmos dados numéricos pedidos pelo programa Mat. Em
seqguida, s3io pedidos os nomes de arquivos contendc os dados
do forcamento (este arquivo é& descrito em detalhe na
discussdo do programa NorFlow), a descrigdo da fronteira
(este arquivo & gerado pelo programa Boundary) e os fluxos
normais de uma solugdo particular através da fronteira
(gerado pelo programa NorFlow). Finalmente, pede-se o nome

do arquivo de saida, gque conterd os coeficientes -Q, .
arquivo de saida [.RGT]:;

recomenda-se o uso da extensdo .RGT para este argquivo. O
andamento do cédlculo é indicado por uma mensagem na tela,
semelhante & do programa Mat. © programa Qk deve ser
compilado junto com as subrotinas Her, GKJD, CoefGKJID e Aux
e a fung¢io Ex.

program QK

character*64 arg,arql,arq2,ardq3

real*8 H1

complex*s8 f,f1,f2,Fx, Fx1,Fy,Fyl,i,Q,un,yc
complex*16 Da,G0,Gl,Ja,Ka

dimension A(10),B(10),Da(2,2),H1(400),Ja(2),Ka(2),

* s(200),un(3,200) ,nx(200) ,ny(200) ,Fx (10,10},
* Fy(10,10) ,x(200) ,y(200)
parameter(l—(o.,l ) ,be=2.,28e-11,p2=6.2831854,

h=, 2886751)

wrlte(*,*) ‘c,Av,omega,const,w,b,Mmnax: "’
read (¥, %) c,Av,w,ct,wi,bk,Mmax
write(*,*) ‘Arquivo de descr. do forcamento [.FCG]}:’
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read(*,’ (A)’) arqg
write(*,*) ’‘Arquivo de descricao da fronteira
*[ ,MTR]:’
read(*,’(A)’) arql
write(*,*) ‘Arquivo contendo os fluxos normais
*[ ,NFL]:’
read(*, (A)’) arq2
write(*,*) ’Arquivo de saida [.RGT]:’
read(*,’ (A)’) arg3
write(*, *)
yo=(w-i*Av/ (c*¢) ) /sqrt (be*c/2)
r=sqrt(c/(2*be})
open(1l, file=arq,status=/0ld’)
read(l,*)} Na,Nb
do 1 j=1,Na
read(1,*) A(3)
do 2 j=1,Nb
read(1,*) B(J)
do 3 j=1,Na
do 4 k=1,Nb
read(1l,*) Fx(j,k),Fy(j,k)
continue
close(l,status='keep’)
open(2,file=arqgl,status=‘0ld’)
read(2,*) NEl
do 5 n=1,NEl
read(2,*) x(n),y(n),nx(n),ny(n),s(n)
x(n)=x(n)/x
y(n)=y(n)/r
s(n)=s(n)/r
close(2,status='keep’)
open(3,file=arq2,status=‘0ld’)
do 6 n=1,NEl
do 7 j=1,3
read(3,*) un(j,n)
continue
close(3,status='keep’)
open(4,file=arq3,status='new’)
write(4,*}) NEl
do 8 k=1,NEl
write(*,*) ’ Elemento no. ’,k,’ de ’,NEl
Q=0.
call Her(y(k),Hl,Mmax)
f2=i%*(y (k) **2-yc*yc) [/ (p2*yc)
do 9 j=1,NE1
if (J .eq. k) Q=Q+un(2,k)*f2*s(k)*(alog(s(k)/2)

* -1)

s1=0,
if (abs(real(yc)-y(3)) .1lt. s(j)*abs(nx(j))/2)

* sl=1.

if (abs(real(yc)+y(]J)) .1lt. s(j)*abs{nx(j))/2)

* sl=-1.

if (sl .ne. 0.) then
yl=sl*real (yc)
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x1=x () -ny (j) *(y1-y(3)) /nx(3)
call GKID(y(k),yl,x(k)-x1,yc,Hl,ct,wi,bk,0,G1,
* Ka,Ja,Da)
Fx1=0.
Fy1=0.
do 10 ia=1,Na
do 11 ik=1,Nb
f=cexp(i*(A(ia) *x1+B(ib) *y1))
Fx1=Fx1+Fx(ia, ib) *f
i1 Fyl=Fyl+Fy(ia,ib) *f
10 continue
fl=sl*Gl* (nx(j)+i*sl*ny(j) ) *(i*Fx1l+sl*Fyl) /2
Q=Q+f1* (clog(y(j)-sl*yc+nx(])*s(j)/2)~clog(
* Y(3)-sl*yc-nx(j)*s(3)/2))/nx(3)
endif
do 12 m=-1,1,2
x0=x(J)-m*h*s(j) *ny(J)
yo=y (J)+m*h*s (]) *nx(j)
call GKID(y(k),y0,x(k)-x0,yc,H1l,ct,wi,bk,G0,Ka,
* Ja,Da)
Q=Q+s (j) *un(m+2,j) *G0/2
if (j .eq. k) @=Q-s(k)*un(2,k)*f2*alog(h*s(k))
* /2
if (sl .ne. 0.) Q=Q-s(j)*fl/(2*(y0-sl*yc))
12 continue
9 continue
8 write(4,*) r*Q
endfile 4
close({4,status='keep’)
end

e) Gauss

Este programa emprega o algoritmo de
eliminagdo gaussiana para resolver o sistema de equagdes
lineares (6.5) ou (6.43). Antes de executd-lo, é& preciso

gerar dois arquivos, um contende a matriz Th] {Equacéo
(6.6)) e outro contendo os coeficientes -Q, dados por
(6.44) no caso de um problema forcado e por Qk = —Ap“’(?;)

no caso do problema do espalhamento de ondas equatoriais
livres (Cf. Segdo 6.9). O primeiro arquivo deve ser dgerado
pele programa Mat, e o segundo pelos programas Qk
(problemas forgados) ou RightSca (espalhamentc de ondas
equatoriais). O resultado do programa & um argquivo da forma
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Py

onde N & o nimero de elementos de contorno e P, representa
a pressdaoc total ao longo do k-é&simo elemento de contorno
(no caso do problema de espalhamento) ou a solugdo
homogénea para a presséo pf" (no caso de um problema
forgado). Observe-se que os P, s80 nlimeros complexos.

Durante a eXecugdoc, o programa solicita
sucessivamente © nome dos arquivos contendo a matriz T”,
os coeficientes Q. e a solugdo para as pressdes no
contorno. Recomenda-se o uso da extensdao .GSS para este

-

Gltimo arquivo. O andamento dos calculos & indicado por uma
mensagem ha tela, semelhante & fornecida pelo programa Mat.

program Gauss
character*64 arqg
real*8 r
complex*s X,T
complex*16 D,s
integer P,Q
dimension arq(3),D(150,150),P(150),Q(150),T(150),
* X(150)
write(*,*) ‘Arquivos:’
write(*,*) / Arquivo com a matriz T(k,Jj) [.MAT]’
read(*,’(A)’) arq(l)
write(*,*) / Arquivo com os coeficientes Q(k) [.RGT]’
read(*,’(A)’) arq(2)
write(*,*) ’ Arquivo contendo as pressoces [.GSS]’
read(*,’ (A)’) arq(3)
do 12 k=1,2
12 open(k,file=arq(k),status=/0ld’)
read(l,*) N
read(2,*) N
do 13 i=1,N
do 14 j=1,N
read(1,*) D(i,3])
if (i .eq. j) then
D(i,j)=.5-D(i,])
else
D(i,j)=“D(i,j)
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endif
14 continue
13 read(2,*) X(i)

do 9 k=1,2
9 close(k,status=’keep’)
do 1 m=1,N
write(*,*) 7 Linha no. ’,m,’ de ’,N
r=0,

do 2 i=1,N
if (P(i) .eqg. 1) goto 2
do 3 j=1,N
if (Q(3) .eq. 1) goto 3
if (cdabs(D(i,j)) .gt. r) then
il=j
31=j
=cdabs(D(i,J))
endif
3 continue
2 continue
P(il)=1
Q{j1)=1
s=D(i1,j1)
do 4 j=1,N
4 D(i1,j)=D(i1,3)/s
X(i1)=xX(i1) /s
do 5 i=1,N
if (i .eq. il) goto 5
s=D(i,j1)
do 6 j=1,N
6 D(i,j)=D(i,j)-S*D(il,j)
X(i)=X(i)-s*X(i1)
5 continue
1 continue
do 7 i=1,N
do 8 j=1,N
if (cdabs(D(i,3j)) .gt. .5) T(j)=x(i)
8 continue
7 continue
open(3,file=arg(3),status='new’)
write(3,*) N
do 11 i=1,N
11 write(3,*) T(i)
endfile 3
close(3,status='keep’)
end
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4) Programas Para Computacdo da Solugdc no Interior

do Oceano
Os programas e rotinas deste grupo s3o:

. TD

. Scatt

. IncWave
. WindFcd.

A fim de computar as perturbac¢des de pressio
e velocidade em um ponto no interior do oceano a partir da
distribuigdio de pressdes ao longo da fronteira, &
necess&rio calcular os coeficientes T e ﬁk, definidos por
(6.53); este célculo pode ser realizado com o auxilio do
programa TD. Em seguida, a solugidc propriamente dita pode
ser calculada através dos programas Scatt (problemas de
espalhamento de ondas equatoriais livres) e WindFcd
(problemas forgados). Um arquivo contendo os campos de
pressdo e velocidade associados com uma onda de Kelvin ou
de Rossby longa podé ser gerado pelo programa IncWave.

a) ID

Este programa calcula os coeficientes T, e
5k, definidos por (6.53), para um conjunto de pontos r’
escolhidos arbitrariamente no interior do oceano.
Inicialmente, o programa pede o nome de um arguivo contendo
os dados da fronteira, exatamente como no programa Mat. A
seguir, pede-se o nome de um arguive contendo as
coordenadas de Mercator de um conjunto de pontos no
interior do oceano onde se deseja computar a solugdo do

problema de circulagdo ocednica,

arquivo contendo os pontos interiores [.MTR]:;
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este arguivo deve ser gerado com o auxilio do programa Grd.
Sdo entdo solicitados dados numéricos,

¢,Av,omega,const,w,b,Mmax,dmin:,

dos quais ¢, Av, omega, const, w, b e Mmax Jj& foram
discutidos em conexdo com o programa Mat; aqui, o valor de
Mmax deve ser calculado por (B.4), mas o pardmetro Y dque
aparece nesta expressio representard a maxima extensdo
latitudinal da fronteira e do conjunto de pontos interiores
contido no arquivo mencionado acima. Os coeficientes T, e
ﬁk serdo calculados através de (6.56) quando a distancia
>
ndo~dimensional entre o ponto interior r’ e o centre do
elemento Pk for menor do que dmin. Quando esta disténcia
for maior, os coeficientes sdo calculados por quadratura
gaussiana. Usualmente, dmin varia de 0,5 a 2. Finalmente, o
programa pede o nome do argquivo de saida, gue conterd os

coeficientes T e 5k:
arquivo contendo T(k) e D(k) [.TDK]:.

Recomenda~se empregar a extensdo .TDK para este tipo de

-

arquivo. O andamento do cédlculoc & indicado por uma mensagem
na tela, semelhante & fornecida pelo programa Mat. O
programa TD deve ser compilado junto com as subrotinas Her,
GKJD, CoefGKJD e Aux e a fungdo EX.

program TD

character*64 arql,arq2,arq3

real*4 TI1,I2,I3,I4,15,1I6

real*8 Hl

complex*8 f,i,yc,yc2

complex*16 D,Dx,Dy,Ga,Ja,kK,T

dimension A(200),B(200),D(2,2),Dx(200),Dy(200),

* H1(400),Ja(2),K(2),s(200),T(200},%(200),
* y(200)

parameter (i=(0.,1.) ,be=2.28e-11,h=.2886751,
* pi=3.141592654)

write(*,*) ‘Arquivo de descricac da fronteira



220

*({ .MTR]:’
read(*,’ (A)’) arql
write(*,*) ’‘Arquivo contendo os pontos interiores
*[ ,MTR}:’
read(*,’ (A)’) arq2
write(*,*) ’‘c,Av,omega,const,w,b,Mmax,dmin: "
read(*,*) c,Av,w,ct,wi,bk,Mmax,dmin
write(*,*) ‘Arquivo contendo T(k) e D(k) [.TDK]:’
read(*,’ (A)’) arqgs3
yc=(w—-i*Av/ (c*C)}) /sqrt(be*c/2)
yc2=yc*yc
f=1/(2*pi*yc)
r=sqrtic/(2*be))
open(2,file=arql,status=‘0ld’)
read(2,*) NE1
do 2 n=1,NEl
read(2,*) x(n),y(n),a(n), B(n) s(n)
x(n)=x(n)/r
y(n)=y(n}/r
s(n)=s(n)/r
close(2,status='keep’)
open(3,file=arq2,status=701d’)
read(3,*) NPt
open(4,file=arg3,status=/new’)
write(4,*) NPt,NEl
do 3 1=1,NPt
write(#*,*) / Ponto no. ’,1,’ de ’,NPt
read(3,*) x0,y0
xX0=X0/xr
yo=y0/r
call Her(y0,H1l,Mmax)
do 4 n=1,NEl
if (sqrt((x0-x(n))**2+(y0-y(n))**2) .lt. dmin)
*then
ind=1
x01=x0-x{n)-s{n)*B(n) /2
y0l=yO0-y(n)+s(n)*A(n) /2
x12=s(n) *B(n)
yl2==~g(n) *A(n)
Al=s(n) **2
Bl=2* (x12*x01+yl2*y01)
Cl=x01*%2+yQl%*2
D1=4*A1*C1-B1*B1
D=sgrt (D1)
Tl=(atan((2*Al1+Bl) /xrD)-atan(Bl1/rD)) /rD
S1=A1+B1+C1l
I1=2*T1
I2=(alog(S1/Cl1l)/2-B1*T1) /Al
I3=(T1*D1+Bl*alog(S1/Cl1l)/2)/Al+alog(S1)-2
I4=(4*C1*T1-(B1+2*C1)/51) /D1
I5=((2*A1+Bl) /S1-2*B1*T1) /D1
I6=(4*%A1*T1+(Al*(2*%C1-B1)-B1*Bl)/(C1*S1)} /D1l
f1=x01*yl2-xX12%y01
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£f2=B1/2
£3=y01%**2~X01%*2
T(n)=£*( (yC*E1+ikyO*f2) *T1+i%yO*A1*T2~(xX124%y0/

* yc+i*kyl2)*I3/4)
Dx(n)=(f£/i) % (AL* (yl2*I4+2%y01%I5)+(2*x12*x01%*
* yOl+yl2%£3) % I6+(1i/yc)* (Ff1*((yl2%¥*2-xx12%%
* 2)*I4+£3%*16) /2-(xX01%X12-y01*yl2) *f1*I5) -
* {(yl2* (yO*yO+yc2-1/yc2)+2*i*x12*y0*yc) *I3/
* 16)
Dy(n)=(f/i)*(-Al% (x12%I4+2*X01*I5) = (2*yl2%x01%*
* YO1l-xX12*£3) *I6+(1i/ (2%yc) ) * (£3* (£2*I6+2%*
* AL*I5)+(yOleyl2* (y12*%2+3%x12%%2) —x01%
* X1I2% (X12%%24+3%y12%%2) J*T4+A1*T242%xK12%
* X01*I1)+(X12% (yO*yO+yc2-3/yc2)-2%i*yl12%
* yO*yc) *I3/16)
else
ind=0
T(n)=0.
Dx(n)=0.
Dy (n)=0.
endif

do 5 m=-1,1,2

call GKID(yO0,y(n)+m*h*s{n)*A{n) ,x0-x{n)+m*h=*
* s(n)*B(n),yc,Hl,ct,wi,bk,ind,Ga,K,Ja,D)

T(n)=T(n)+s(n)*(A(n)*K(1)+B(n) *K(2)) /2

Dx(n)=Dx(n)+s(n)*(D(1,1)*A(n)+D(1,2)*B(n)) /2
5 Dy (n)=Dy(n)+s(n)*(D(2,1)*A(n)+D(2,2)*B(n))/2
4 continue

do 6 n=1,NEl

6 write(4,*) T(n),Dx(n),Dy(n)
3 continue
close (3,status=‘keep’)
endfile 4
close{4,status='keep’)
end
b) Scatt

Este preograma calcula a scolugdo de um
problema de espalhamento de ondas de Kelvin ou de Rossby
longas em um conjuntc especificado de pontos no interior do
oceano. Inicialmente, o programa solicita o nome de um
arquivo contendo a solugdo para o campo de pressdo ao longo
da fronteira,

arquivo com as pressodoes na fronteira [.GSS}:;
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este arquivo é gerado pelo prdgrama Gauss. A sequir,
pede-se o nome de um arguivo contendo as coordenadas de
Mercator de um conjunto de pontos interiores onde se deseja
calcular a solugdo, exatamente comoc no programa TD. Em
seguida, & solicitado o nome de um arguivo contendo os
coeficientes T e f)k (Equagdo (6.53)) correspondente ao
conjunto especificado de pontos interiores; este arquivo é&
gerado pelo programa TD. Os dados numéricos solicitados sido

c,Av,omnega, (0=Kelvin, 1=Rossby) ,n(Rossby),

e j& foram discutidos em conexdo com © programa RightSca.
Assume-se que a onda incidente & descrita por (6.62)~(6.65)
com p, = 1. O nome do arquive de saida & entdo pedido,

arquivo contendo os campos p e u [.SCT]:;

este terd o formato

onde NP € o nGmero total de pontos e (A,8) sdo as
coordenadas geograficas (em graus). O campo de velocidade
no arquivo de saida estd na realidade multiplicado por %
P,Cr onde Py & uma escala de densidade da a&gua e ¢ & o
autovalor vertical. Recomenda-se o0 uso da extensdo .SCT
para o arquivo de saida de Scatt. O andamento do célculo &
indicado por uma mensagem na tela, semelhante & fornecida
pelo programa Mat. O programa Scatt deve ser compillado

junto com as subrotinas Her e IncPU.
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program Scatt

character*64 arq,arql,arq2,arqs3

complex*8 i,Lb,p,ycC

complex*16 Dx,Dy,p0O,pl,T,ud,ul,vo

dimension Dx(200),Dy(200),p(200),T(200),ul(2)
parameter (pi=3.14159265,i=(0.,1.) ,be=2,28e-11,

* RE=6.378e6)

Deg(z)=180%z/pi

Gr (x)=Deg (X/RE)
Th(y)=Deg(atan((l-exp(-2*Y/RE)}/(2*exp(-y/RE))))
write(*,*) ‘Arquivo com as pressoes na fronteira
*({.GSS]:’

read(*,’ (A)’) arg

write(*,*) ’‘Arquivo contendo os pontos interiores
*[ .MTR]:’

read(*,’ (A}’) arql

write(*,*) ’‘Arquivo contendo T(k) e D(k) {.TDK]:’
read(*,’ (A)’) arqg2

write(*,*) ’‘Arquivo contendo os campos p e u [.SCT]:’
read(*, ' (A)’) arqg3

write(*,*) ’c,Av,omega, (0=Kelvin, 1=Rossby),n(Rossby)’
read(*,*) c,Av,w,ind,n
yc=(w=-1i*Av/ (c*c)) /sqrt(be*c/2)

r=sqrt(c/ (2*be))

open(l,file=arq,status='0ld’)

read(1l,*) NE1l

do 1 k=1,NEL

read(l,*) p(k)
close(l,status='keep’)
open(2,file=arql,status=’o0ld’)
read(2,*) NPt
open(3,file=arqg2,status="0ld’)
read(3,*) NPt,NEl
open(4,file=arqg3,status="new’)
write(4,*) NPt
do 2 j=1,NPt
write(*,*) ‘Ponto no. ’,j,’ de ’,NPt
do 3 k=1,NEl
read(3,*) T(k),Dx(k),Dy(k)
read(2,*) %,y
call IncPU({x/r,y/r,yc¢,ind,n,pl,ul,Lb)
pO0=Lb*pl '
uo0=Lb*ul (1)
vO=Lb*ul(2)
do 4 k=1,NEl
pO=p0+p (k) *T(k)
u0=u0-2*p (k) *Dx (k)
vO=v0=-2*p (k) *Dy (k)
write(4,*) Gr(x),Th(y),real(p0),aimag(p0),real(
* uo/2),aimag(uo/2),real(v0/2) ,aimag(v0/2}
endfile 4
do 5 j=2,4
close(]j,status='keep’)
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end

c) IncWave

Este programa calcula os campos de pressdo e
velocidade associados com uma onda de Kelvin ou de Rossby
longa em um conjunto especificado de pontos do interior do
occeano. Inicialmente, & solicitado o nome de um arquivo
contendo as coordenadas de Mercator do conjunto
especificado de pontos, exatamente como no programa TD. Em
seguida, pede-se o nome do arquivo de saida, que tera um
formato idéntico aoc do argquivo de saida do programa Scatt.
0Os dados numéricos solicitados,

c,Av,omega, (0=Kelvin, 1=Rossby) ,n(Rossby) :,

ja& foram discutidos em conexdo com o programa Scatt. O
programa IncWave deve ser compilado junto com as subrotinas
Her e IncPU.

program IncWave

character*64 arql,arqgs3

complex*8 i,Lb,yc

complex*16 pl,ul

dimension ul(2) '
parameter (pi=3.14159265,i=(0.,1.) ,be=2.28e~11,

* RE=6.378e6)

Deg(z)=180%z/pi

Gr (x)=Deg (x/RE)
Th(y)=Deg(atan((l-exp(-2*Y/RE))/(2*exp(-y/RE})))
write(*,*) ‘Arquivo contendo os pontos interiores
*[ ,MTR]:’

read(*,’(A)’) arql

write(*,*) ‘Arquivo contendo os campos p e u
*[.INC]:’

read(*,’(A)’) arg3

write(#*,*) ’c,Av,omega, (0=Kelvin,1l=Rossby),n(Rossby)’
read(*,*) c,Av,w,ind,n
yc=(w=i*Av/ (c*c)) /sqrt(be*c/2)}

r=sqrt(c/ (2*be))

open(2,file=argl,status=‘o0ld’)}

read(2,*) NPt

open(4,file=arqg3,status='new’)
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write(4,*) NPt
do 2 j=1,NPt
read(2,*) X,y
call IncPU(x/r,y/r,yc,ind,n,pl,ul,Lb)

2 write(4,*) Gr(x),Th(y),real(pl),aimag(pl),real(
* ul(i)/2),aimag(ul(l)/2),real(ul(2)/2),
* aimag(ui(2)/2)

endfile 4
close(2,status='keep’)
close(4,status='keep’)
end

d) WindFed

Este programa calcula a solugdo de um
problema forg¢ado em um conjunto especificado de pontos do
interior do oceano. Os seguintes nomes de arguivos s&o
solicitados:

. Arquivo contendo as pressdes na fronteira, que é
gerado pelo programa Gauss.

. Arquivo com os dados da fronteira, gerado pelo

programa Boundary.

. Arquivo contendo os fluxos normais através do
contorno, correspondentes a uma solug¢do particular

das equagdes de movimento; este arquivo & gerado
pelo programa NorFlow.

. Arquivo contendo os dados. dc forgamento, no formato

descrito em conexdo com o programa NorFlow.

. Arquivo contendo um conjunto de pontos interiores
onde se deseja calcular a solugdo, gerado pelo
programa Grd.

. Arguivo contendo os coeficientes T, e D (Equacgéo

{6.53)), gerado pelo programa TD.

k
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. Arquivo contendo os campos de pressdo e velocidade,
no formato descrito na discussdo do programa Scatt.
Recomenda-se a extensdo .WFC para os arquivos
contendo a solugdo de problemas forgados.

0s dados numérices solicitados pelo programa,

c,Av,omega,const,w,b,Mmax,dmin:,

ja4 foram discutidos em conexdc com o© programa TD. O
andamento do cédlculo & indicado por uma mensagem na tela,
semelhante & fornecida pelo programa Mat. O programa
WindFcd deve ser compilado junto com as subrotinas Her,
GKJD, CoefGKJD, Aux, UP, Part e NearSng e a fungio Ex.

program WindFcd

character*64 arg

real*4 nx,ny

real*8 H1

complex*8 f,fl1,f2,Fx,Fy,Fx1,Fyl,G,i,p,p0,pl,unp,ul,

* ul, yc

complex*1é6 Da,Dx,Dy,G0,G1,J0,J1,Ka,T

dimension A(10),B(10),Dx(200),Dy(200} ,Fx(10,10},
Fy(10,10),T(200),H1(400),x(200),y(200),
nx(200) ,ny(200) ,un(3,200),J0(2),J1(2),
arq(7),u0(2),ul(2),G(3),p(200),s(200),
Da(2,2),Ka(2)

parameter (pi=3.14159265,1i=(0.,1.) ,be=2.28e-11,

* RE=6.378e6)

Deg(z)=180%z /pi

Gr (z)=Deg(z/RE)

Th(z)=Deg(atan((l-exp(-2*z/RE)})/(2*exp(-z/RE))})

write(*,*) fArquivo com as pressoces na fronteira

*[.GSS]:

read(*,’(A)’) ardg(l)

write(*,*) ’Arquivo de descricao da fronteira

*{ .MTR]:’

read(*,’ (A)’) arqg(2)

write(*,*) ‘Arquivo contendo os fluxos normais

*[ ,NFL]:'’

read(*,’(A)’) arqg(3)

write(*,*) ‘Arquivo de descricaoc do forgamento

*[ ,FCG]: "’

read(*,’ (A}') arq(4)

write(*,*) fArquivo contendo os pontos interiores

+ % % *
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*[ .MTR]:’
read(*,’ (aA)’) arq(5)
write(*,*) ‘Arquivo contendo T(k), D(k) [.TDK]:’
read(*,’ (A)’) arq(6)
write(*,*) ’‘Arquivo com os campos p e u [.WFC):’
read(*,(A)’) arq(7)
write(*,%*) ’‘c,Av,omega,const,w,b,Mmax,dmin’
read(*,*) c,Av,w,ct,wi,bk,Mmax,dmin
ye=(w-1i*Av/(c*c)) /sqrt(be*c/2)
r=sqrt(c/(2*be))
do 1 k=1,4
open{k,file=arq{k),status=’'cld’)
read{l,*) NEl
read{1l,*) (p(k),k=1,NEl)
read(2,*) NEl
do 2 k=1,Nel
read(2,*} x(k),y(k),nx(k),ny(k),s(k)
x(k}=y(k}/r
Y{k})=y(k}/r
s(k)=s(k)/r
read(3,*) ((un(j,k),j=1,3),k=1,NE1)
read(4,*) Na,Nb
read(4,*) (A(k),k=1,Na)
read(4,*) (B(k),k=1,Nb)
read(4,*) ((Fx(j,k),Fy(j,k),k=1,Nb),j=1,Na)
do 3 k=1,4
close(k,status='keep’)
open(5,file=arq(5),status=‘0ld’)
read(5,*) NPt
open(6,file=arq(6},status='o0ld’)
read(6,*) NPt,NEl
open(7,file=arq(7),status='new’)
write(7,*) NPt
do 9 j=1,NPt
write(*,*) ’ Ponto no. /,j,’ de ’/,NPt
do 10 k=1,NE]
read(6,*) T(k),Dx(k),Dy(k)
read(5,*) x0,y0
x0=x0/r
yo=yo/r
call part(Na,Nb,A,B,Fx,Fy,x0,y0,yc,ct,1,p0,ul)
do 13 k=1,NEl
pO=p0+p (k) *T (k) /r
u0(1)=uo(1)-p(k)*Dx(k)/r
u0(2)=uo(2)-p(k)*Dy(k)/r
call Her(yo0,Hl,Mmax)
do 14 k=1,NEl
s0=-ny (k) * (x0-x (k) ) +nx (k) * (y0-y (k) )
do=(x0=-x(K) ) **2+(y0=-y (k) ) **2
sd=0,
if ((abs(s0) .lt. s(k)/2) .and. (d0 .lt. dmin**
* 2)) then
sd=1,
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xp=x({k)-s0*ny (k)
yp=y (k) +s0%nx (k)
call Part(Na,Nb,A,B,Fx,Fy,xp,yp,yc,ct,0,pl,ul)
unp=nx (k) *ul(1)+ny (k) *ul(2)
rx=s(k)*nx(k)/2
ry=s(k)*ny(k)/2
call NearSng(x0,y0,x(k)+ry,y{k)-rx,x(k)-ry,
y (k) +rx, yc,G)
f=s (k) / (4*pi*yc)
pO=pO+unp*f*G (1)
ud(1)=ul0 (1} +unp*£*G(2)
ud(2)=ud (2)+unp*f*G(3)
endif
s1=0.
if (abs(real(yc)~-y(k)) .1lt. abs(rx)) sl=1.
if (abs(real(yc)+y(k)) .1lt. abs(rx)) sl=-1.
if (sl .ne. 0.) then
yl=sl*real (yc)
x1=x(k}-ny (k) * (yl-y (k) ) /nx(k)
call GKJID(yO,yl,x0-x1,yc,Hl,ct,wi,bk,0,G1,Ka,
J1,Da)
Fxi=0.
Fy1=0.
do 17 ia=1,Na
do 18 ib=1,Nb
=cexp(i*(A(ia) *x1+B(ib) *yl))
Fxl=Fx1+Fx(ia,ib) *f
Fyl=Fyl+Fy(ia,ib) *f
continue
fl=sl¥%(nx(k)+i*sl*ny(k))*(i*Fx1+sl*Fyl)/2
f2=fl*(clog(y(k)=-sl*yc+nx(k) *s(k)/2)-clog(y(k)-
sl*yc-nx(k)*s (k) /2)) /nx(k)
pO=pO+£2*G1
U0 {1)=u0(1)+£2*J1(1)
u0(2)=ul(2)+£2+%J1(2)
endif
do 19 m=-1,1,2
®¥2=x (k) -m*h*s (k) *ny (k)
y2=y (k) +m*h*s (k) *nx (k)
call GKJD(y0,y2,x0-x2,yc,Hl,ct,wi,bk,0,G0,Ka,
Jo,Da)
pO=pO0+s (k) *un(m+2,k) *G0/2
do 4 1=1,2
ud(l)=u0(1l)+s(k)*un(m+2,k)*J0(1) /2
if (sd .ne. 0.) then
f=unp*s (k) / (8*pi*yc)
X02=x0-x2
yo02=yO-y2
R2=x(02*%2+y02#%*2
al=alog(R2)
pO=pO0-i*f* (yO*yO-yc*yc) *al
u0(1)=ul(1)-f* (2% (yc*x02-i*y0*y02) /R2-1i*al/2)
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u0(2)=u0(2)-f*(2*(i*y0*x02+yc*y02) /R2-y0*al/
, (2%yc))
endif
if (sl .ne. 0.) then

fl1=£f1/(2*(y2=-sl*yc))
pO=p0-s (k) *f1*G1

do 5 1=1,2
u0(1)=uo(1l)-s(k)*£1*J1(1)
endif
continue
continue

write(7,*) Gr(r*x0),Th(r*y0),real(r*p0),aimag(
r*p0) ,real (r*u0{1)),aimag(r*u0(1)),real(
r*u0(2)),aimag(r*uo(2))

endfile 7
do 20 j=5%,7

close(j,status=‘keep’)

end
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APENDICE C

COEFICIENTES PARA 0 CALCULO ASSINTOTICO DE
>
P(a,b;y) E U(a,b;y)

_ eK a8 2
Os coeficientes Pr P Qf'c, Ur'c e VSK,

definidos por (6.38), podem ser calculados diretamente a
partir de (5.8)-(5.10), (6.28) e (6.31)-(6.34). Os
resultados sdo

PES = 2i(y® + 2exby),
PT% = 2(1 - ay ) (2kb + ey},
P = % [v2(ay?-ab°-y%) - 16(1-ay)® +
+ 2exby(16(a/y ) (1-ay) + y° + 4b%)],

ng = % {Zlcb[a (yc(yz-—tlyf-‘lbz) +

+ (16/y,) (1-ay,)®)-yi+ab?] +

+ ey[a(y, (ab®-ay>-y") +

+ (16/y,) (1-ayc)2) -yj+y2]}, (C.1)
Qﬁx - —axy,, Qf" = -4ickay,
QSF = - T [16a(i-ay)) + y, (4b*-y"+ay2)],
Qg‘ = - % {eny[a(y2+4b2+4Yf+15(a/};)(1‘aYc)) +

+ 7] -2byc}, (C.2)
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il

-4ikb % - 2.eyc ¥,

—2(1—ayc) % - 4iekab ¥,

[16a(1—ayc) + Yc(4Yj+Y2-4b2)] Y,

w| ™M

= - % [2cxby(4ayc—5)+ay;(4b2+y2_4yi)+

+16(a/y ) (1—ayc)2-Y2] x +
+ éi- {2exb[a(16(a/)’c) (ay -1)-

—4yi—y2-4b2) ~Y_] +YYC} Y,

] . = . -
-dick v, V‘fK = 41Ka X,

-~ekyy % - 74]"‘ ex(y2+4yi+4b2-16a2) v,

I

- % Ka [y2-4b2-4Y:-15(a/Yc) (1-ay )] % -

-i:. (ky+2eb) ¥.

7 [2e¥2y + xb(y¥*-ab’-16(a/y ) (1-ay))] % -

(C.

(C.

3)

4)
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APENDICE D

INTEGRAIS QUASE-SINGULARES

Neste apéndice calculamos as integrais das
partes singulares das fungdes de influéncia ao longo de um
elemento de contorno retilineo. Como discutido na Secgdo
6.8, estas integrais aparecem no calculo de (6.53)-(6.55)
cquando o ponto r’/ estd muito préximo do elemento Fk.

As partes singulares das funcgdes de
influéncia s&o combinag¢des lineares de fung¢des homogéneas
de R = r'-r e de fungdes logaritmicas de R = IR (cf. Secgdo
5.5). Consideremos um elemento de contorno retilineo I' =
{;1,;2} e um ponto £’ que ndo estd sobre ['. O elemento de

comprimento ac longo de I' &

ds = Irz-rlld&' = dlzd.";', (D.1)

1A

onde 0 £ =1, o vetor normal a T &
- -1, _') -
n = dm(r2 rl) X Z (D.2)

e guando r estd sobre I' temos

R = (r’—rl) + E(ri—rz),
2 2
R® = A8° + B + C, (D.3)
com
- 2 = 2> _—) . —)’_—>
A = d1z' B 2(r1 rz) (r rl),
c = |rr-rI° (D.4)

Definindo os parémetros
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X2 T X 7%, Yo = ¥,7%,0 (D.5)
obtemos de (5.31)-(5.34)
(s) ,2,.2 _ J‘dr12 ;22
¢® (¥1;8)ds = =2 (v -0 I, (D.6)
r Y, °
- [ 25,2, 2 - _1 -
n JFK (r’jr)ds 21’tyc {[yc(xmym xizym) +
+ 1y'(x01x12+y01y12)]11 +
. 1 .
+ 1y'df212 T2 [Xlzy’/yc+1y12]1'3}, (D.7)
J 3 (rr;e)ds = %z 2(iy’2 x + y ) [I.(v/-%.) +
r ! any yc 1 1
+I(f~-f-)]-lr(iﬁ+ﬂ‘) D.8
2V T2 2 73 1% Y) e (D.8)

o 1

_ 2
B 2miy {dlz(y1214+2y01I5) +

2 2
+ [2X12xo1yo1+y1z (Ym_xm)] I, +

i 1 2 2
+ Yy [ 7 (X5 ¥,7%,Y) [(ylz-x12)1'4 +

<

2 2
+ (Yo, 7 %5,) IsJ (XX 7YY )

x

1 2,.2
(xmym-ymxm)rs] T 16 [ylz(Y' rY.-

-2 N ’
-y) + 2ix_ y yc]I3}, (D.9)
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128 (s -)l o_’ -1 = 1 - 2 -—
y J}D (r’;r)-n ds 2—ﬂ~}7; { dlz(x1214+2x0115)

2 _ .2
[2Y12X01Y01 T %2 (Ym-xm)]'rs +

i 2 2
* '2_37; [(ym_xm) [(x12x01+y12ym)16 *

. 2 2 2
+ 2df215] + [yﬂlylz (Y12+3x12) X01x12 (x12+

2 2
+3y12)]I4 + d12I2 + 2x12x0111] +

1 2, 2 -2 .
16 [Pl - 2iyyy ], (p-10)

|

onde
de ' ede ! 2
I = J.O —2 ’ IE = J.O R2 ’ IS = J.O lOg(R )dgr

i

_ [ g°dg - d _rtoas
I4—J.O =, IS-J.O%, Is‘joRT' (D.11)

Em vista de (D.3), as integrais I,+e..,I, podem ser

expressas como

I, = 2T, 12=-%[BT—§1-109'5],
I,=2[rA+3Blog 3] + log s - 2,

1, =7 [sor - B2€7, 1 =% [2pr - 24Bq,

1, = [aar + 22€78) - 57, (D.12)

onde

A = 4ac - B°, S=24+B+cC,
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tan~! (2A+B! _ tan-l

T=L[ B
VA 2 2

]. | (D.13)
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