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“O ceticismo deve ser um componente do conjunto de ferramentas do
explorador, senão perderemos o rumo”.

Carl Sagan
em O Mundo Assombrado pelos Demônios, 1995.
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RESUMO

A observação da radiação cósmica de fundo em microondas nos fornece informação so-
bre o momento em que matéria e radiação desacoplaram, como uma fotografia produzida
300.000 anos após o Big-Bang. Hoje, através da observação de estruturas e objetos cósmi-
cos, podemos avaliar o comportamento do Universo em tempos mais recentes (em torno
de um bilhão de anos após o ińıcio do Universo). Porém, existe uma fase da qual não se
têm informações, a chamada “Era Cosmológica das Trevas”. Por outro lado, a primeira
detecção de ondas gravitacionais, e a posterior regular observação dessas ondas, certa-
mente está entre os mais importantes objetivos cient́ıficos, e avanços tecnológicos, para o
começo deste milênio. Em particular, a observação direta de ondas gravitacionais abrirá
uma nova janela astronômica para a observação do Universo. Dentro deste contexto, o
presente trabalho tem por objetivo o uso de ondas gravitacionais como ferramenta de es-
tudo do Universo primordial. Fizemos o estudo e a caracterização dos fundos estocásticos
de ondas gravitacionais geradas pelo colapso para buracos negros de estrelas primordiais.
Para isso, utilizamos o cenário hierárquico de formação de estruturas, dentro do modelo
ΛCDM. Em tal contexto, o formalismo tipo Press-Schechter foi usado no cálculo da função
de massa de halos de matéria escura, que forneceu um modelo fisicamente adequado para a
formação das estruturas do Universo. Então, pode-se determinar, em função do “redshift”,
a taxa de formação estelar. Foi obtido que, independentemente do ponto em “redshift” que
se considera iniciar a formação estelar (zini), os máximos da Taxa Cósmica de Formação
Estelar decrescem com o aumento da massa mı́nima inicial dos halos de matéria escura,
e que ao se aumentar o tempo caracteŕıstico de formação estelar ocorre uma diminuição
no número de estrelas formadas, ao mesmo tempo que seus máximos se aproximam do
presente. Para os três casos de zini (20, 30 e 40), ao se aumentar o valor da massa mı́nima
inicial dos halos de matéria escura, do tempo caracteŕıstico de formação estelar e do ex-
poente da função de massa inicial, a amplitude do fundo sofreu uma diminuição de seus
valores. Foi observado que a contribuição para a densidade de energia do Universo do sinal
gravitacional emitido pelas fontes aqui estudas, são muito menores que um, não alterando
a dinâmica do Universo. Em todos os casos o cálculo da razão sinal/rúıdo foi menor que
um para os detectores interferométricos LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Waves
Observatory) nas configurações: inicial (I), intermediária (II) e avançada (III). Porém, ob-
tivemos (S/N) ∼ 0, 7 (na configuração LIGO III) para alguns dos modelos aqui estudados.
Isso abre a possibilidade de obter (S/N) > 1, no cenário aqui proposto, pela introdução
de um terceiro (ou quarto) interferômetro no cálculo da razão (S/N).





STOCHASTIC BACKGROUND OF GRAVITATIONAL WAVES
GENERATED BY PRE-GALACTIC BLACK HOLE FORMATION

ABSTRACT

Observation of the Cosmic Microwave Background Radiation (CMB) provide us with a
clear information about the status of matter and radiation at the decoupling era like a
snapshot of the Universe 300.000 years after the Big-Bang. Nowadays, through observa-
tions of the cosmic structure, we can build-up the history of the Universe from one billion
years after the Big-Bang until the present time. However, there is a period of the history
of Universe, known as “Dark Ages”, for which we have no observational data. On the
other hand, the first gravitational wave detection will open a new astronomical window
for observation of the Universe at high redshifts. The main objective of the present work
is to use gravitational waves as a tool for the study of the Universe at high redshifts. To
do that, we use a Press-Schechter like-formalism to study the cosmic star formation up to
redshift 40. We study three specific cases for zini (20, 30 and 40), and we follow the star
formation history within the dark halos formed from the collapse of primordial density
perturbations. In particular, we obtain Signal-to-Noise (S/N) ratios for the correlation
of two LIGO’s (Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory) operating in the
initial, enhanced and advanced configurations. We run several models changing the fol-
lowing parameters: exponent of the initial mass function, time scale for star formation,
efficiency for gravitational wave produtcion. We find, for some models ,(S/N) ∼ 0, 7 for
LIGO III configuration. This kind of result open a possibility to detect such a stochastic
background adding a third (or fourth) interferometer to calculate the Signal-to-Noise rate
(S/N).
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1 INTRODUÇÃO

Durante muito tempo acreditou-se que o que ocorre na Terra era muito distinto daquilo que

está além da órbita lunar. Um primeiro passo para a unificação entre as leis que regem os

planos terrestre e celeste surgiu com o entendimento do movimento das chamadas estrelas

errantes, o que hoje se denomina por planetas. Em particular por Kepler, que se mostra

motivado, com especial atenção ao movimento de Marte, em sua carta a Michael Mästlin.

A partir da analise dos dados de Tycho Brahe, Kepler chega às equações que descrevem

o movimento planetário.

Em 1686, Isaac Newton formula a lei que é comum ao movimento dos corpos celestes

(força de interação gravitacional no caso) e as dos objetos na superf́ıcie da Terra. Em sua

obra, Principia (NEWTON, 1871), a gravitação é descrita como [...] “uma força de ação a

distância que aparece sobre o Sol e os planetas de acordo com a quantidade de matéria

sólida que eles contém e propaga-se por todos os lados até imensas distâncias sempre

decaindo com o inverso do quadrado da distância”.

Mais tarde, Albert Einstein em “On the Electrodynamics of Moving Bodies” (LORENTZ

et al., 1923), diz que, “... a luz propaga no espaço vazio com uma velocidade finita c, a

qual é independente do estado de movimento do corpo que a está emitindo”. Partindo

disto, Einstein define que esta velocidade c, em um referencial inercial, seria um limite

intranspońıvel. Mas, para o caso da gravitação newtoniana, uma mudança na distribuição

de matéria em um dado ponto do Universo seria percebida instantaneamente em todas as

outras partes do mesmo. Isto significa que a informação sobre o modo como a massa se

distribui é transmitida com velocidade infinita, o que não condiz com o novo cenário da

f́ısica proposto por Einstein e outros autores como Lorentz e Minkowski.

Com o sucesso da Relatividade Restrita, que é comprovada por diversos experimentos,

foi preciso haver uma reformulação da teoria da gravitação de tal modo que um sinal

gravitacional se propague com velocidade finita.

Einstein e Grossmann (1913) deram os primeiros passos em direção a teoria da

Relatividade Geral (RG). Este trabalho tinha um racioćınio incompleto e uma notação

confusa. Contudo, ele vincula pela primeira vez o campo gravitacional à curvatura do

espaço-tempo (PAIS, 1982).

Grosmann contribuiu através de uma lúcida exposição da geometria de Riemann, e do seu

cálculo tensorial, acrescentando pormenores matemáticos em apoio a alguns argumentos

de Einstein (PAIS, 1982). Outra contribuição desta publicação foi introduzir a idéia de

que perturbações da métrica (ou espaço-tempo) não se propagam instantaneamente, mas
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sim com uma velocidade igual a da luz. Isso forneceu a primeira conjectura a respeito das

ondas gravitacionais (OG’s).

Nos anos que seguiram, Einstein apresenta à Academia de Ciências Prussiana, um

conjunto de resultados no qual estão presentes seu trabalho sobre as equações de campo,

o cálculo da deflexão gravitacional da luz e a precessão do periélio de Mercúrio. Esses

resultados foram então organizados e publicados em 1916, com o t́ıtulo “The Foundation

of the General Theory of Relativity” (WEINBERG, 1972).

A Relatividade Geral representa uma melhor compreensão da teoria de gravitação e do

cenário cosmológico, mas ainda assim há muito à conhecer sobre a formação de grandes

estruturas e seu papel na evolução cósmica. Um fato importante a destacar é que, os

objetos mais antigos observados (Quasares) são visto à “redshift” z da ordem de 6−8. Já a

radiação cósmica de fundo em microondas fornece uma visão do Universo no momento em

que matéria e radiação desacoplam, em z da ordem de 1000. Por não termos informações

sobre o que sucede no peŕıodo de z entre 1000− 8, esse leva o nome de “era cosmológica

das trevas”. As OG’s, por possúırem fraco acoplamento com a matéria e serem emitidas

por acelerações de massa, vem a ser uma via de sondagem deste peŕıodo. Em particular,

uma interessante fonte provem da emissão destas ondas devido ao colapso, para buracos

negros, de estrelas formadas em estruturas pré-galácticas.

Objetos pré-galácticos são formados quando a densidade de matéria em um dado

volume é tal que, por auto gravitação, colapse (PEACOCK, 1999). Existe a possibilidade

de descrevê-los através de aproximações anaĺıticas e utilizando simulações numéricas

(JENKINS et al., 2001). Na busca de um panorama que represente a evolução do Universo,

foram desenvolvidos diversos modelos. Dentre estes, o ΛCDM (Matéria Escura Fria com

Constante Cosmológica) é um dos mais usados atualmente. Nele, as pequenas estruturas

são formadas primeiro a partir do colapso de halos de matéria escura.

Neste contexto, o objetivo geral do presente trabalho é o estudo de fundos estocásticos de

ondas gravitacionais gerados pelo colapso, para buracos negros, de estrelas pré-galácticas.

Para cumprir esta meta foram determinados os objetivos espećıficos a seguir:

• Apresentar um modelo fisicamente adequado para a formação das estruturas do

Universo;

• Determinar, em função do “redshift”, a taxa de formação estelar;

• Calcular a amplitude do fundo estocástico;

• Calcular a razão sinal/rúıdo de tal fundo para os detectores interferométricos;
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Esta dissertação é organizada da seguinte forma. No caṕıtulo II são apresentadas as

equações de campo da Relatividade Geral, e o equacionamento que leva às OG’s. No

caṕıtulo III é apresentada a classificação das diversas fontes de ondas gravitacionais, as

caracteŕısticas principais dos detectores, o cálculo da razão sinal/rúıdo para detectores

interferométricos e o cálculo da amplitude de um fundo estocástico de ondas gravitacionais

gerado pelo colapso, para buracos negros, de estrelas pré-galácticas. No caṕıtulo IV

discutimos o modelo de formação de estruturas e a formação das primeiras estrelas.

No caṕıtulo V são apresentados os resultados obtidos. No caṕıtulo VI são expostas as

considerações finais deste trabalho.
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2 GRAVITAÇÃO E ONDAS GRAVITACIONAIS

A radiação é caracterizada pela transmissão de energia e informação através do espaço, ou

por uma equação de onda que satisfaz algumas condições, tais como haver uma velocidade

de propagação caracteŕıstica de tal onda. Na gravitação newtoniana, energia é transmitida

pelo campo gravitacional, definido pelo potencial φ. Para o vácuo, este potencial satisfaz

a relação

∇2φ = 0, (2.1)

porém esta não é uma equação de onda. Na verdade, esta equação poderia ser entendida

como uma equação de onda no limite em que sua velocidade de propagação seja infinita.

Mas, assim, se torna imposśıvel associar um comprimento de onda à uma dada freqüência

de oscilação.

Por outro lado, a possibilidade de transmissão instantânea de informação é algo que não

condiz com o cenário f́ısico descrito pela teoria da Relatividade Especial (RE), proposta

por Einstein em 1905. Da necessidade de incluir a gravitação a este novo contexto, nasce

a teoria da Relatividade Geral.

2.1 Equações de Campo de Einstein

A motivação para a reestruturação da gravitação newtoniana, com a finalidade de torná-la

em acordo com RE, é evocado por Einstein da seguinte forma:

Quando em 1907, eu trabalhava num artigo de śıntese sobre a teoria da
Relatividade Restrita para o Jahrbuch der Radioaktivität und Elektronik, tive
também que tentar modificar a teoria newtoniana da gravitação, de modo que
suas leis se ajustassem à teoria da Relatividade Restrita.[...] Então me ocorreu o
‘glücklichste gedanke meines lebens’ [pensamento mais feliz de minha vida], da
seguinte forma: O campo gravitacional tem apenas uma existência relativa, de
algum modo semelhante ao campo elétrico gerado por indução magnetoelétrica.
Porque para um observador que cai livremente do telhado de uma casa não
existe -pelo menos no ambiente imediato- campo gravitacional. Na realidade,
se este observador deixar cair alguns corpos, estes permanecerão, em relação a
ele, em estado de repouso ou de movimento relativo uniforme, independente da
natureza f́ısica ou qúımica de cada um (...) (PAIS, 1982)

Este pensamento descreve um dos cinco prinćıpios (D’INVERNO, 1992) em que está

fundamentada a teoria da Relatividade Geral. Isto é, o Prinćıpio da Equivalência. Em

outras palavras, o que este prinćıpio diz é: O movimento de uma part́ıcula teste em um

campo gravitacional é independente de sua massa e composição. O campo gravitacional

está acoplado a tudo, e um observador em queda livre não consegue distinguir se está
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na presença de um campo gravitacional genúıno ou em um referencial uniformemente

acelerado.

Os outros quatro prinćıpios em que a Relatividade Geral está alicerçada são:

Prinćıpio de Mach: A distribuição de matéria determina a geometria do Universo, assim,

não há uma geometria pré-definida se não existe matéria. Os processos de inércia estão

associados ao momento e energia total do espaço.

Prinćıpio da Covariância: Todos os observadores são equivalentes, ou seja, as leis f́ısicas

são válidas independentemente do referencial ser inercial ou acelerado e as equações da

f́ısica devem ter a forma tensorial.

Prinćıpio do Acoplamento Gravitacional Mı́nimo: Nenhum termo que contenha

explicitamente o tensor de curvatura será adicionado ao se fazer a transição da teoria da

Relatividade Especial para a Geral. Isto é, em coordenadas geodésicas locais, as equações

do movimento são as da Relatividade Especial.

Prinćıpio da Correspondência: Uma nova teoria precisa ser consistente com uma dada

teoria anterior, dentro dos seus limites de validade.

Baseando-se nestes prinćıpios, Einstein chega à sua equação de campo na forma tensorial,

em unidades relativ́ısticas (c = 1):

Rµν −
1

2
gµνR = −8πGTµν , (2.2)

onde Rµν é o tensor de Ricci, R é o escalar de curvatura, Tµν é o tensor energia momento,

gµν é o tensor métrico e G a constante gravitacional. A convenção para os ı́ndices é: letras

gregas variando de 0 − 3 (µ, ν = 0, 1...3) e latinas variando de 1 − 3 (i, j = 1, ..., 3). O

ı́ndice “0” corresponde à coordenada temporal, enquanto os ı́ndices 1, 2, 3 correspondem

às coordenadas espaciais. A assinatura usada é {+,−,−,−}.

O tensor de Riemann é escrito em função dos śımbolos de Christoffel da seguinte forma,

Rα
µβν = Γαµν,β − Γαµβ,ν + ΓασβΓσµν − ΓασνΓ

σ
µβ. (2.3)

No qual,
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Γβµν =
1

2
gβρ(gρµ,ν + gρν,µ − gµν,ρ). (2.4)

A Equação (2.2) indica que a curvatura do espaço-tempo é dada pela distribuição de

matéria e energia representada por Tµν .

O lado esquerdo da Equação (2.2) é o tensor de Einstein Gµν . Isto é:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR. (2.5)

Como já dito na introdução, a Relatividade Geral fornece uma solução para propagação

de perturbações da métrica (espaço-tempo). Na próxima seção será demonstrado como, a

partir da Equação (2.2), se chega a esta conclusão.

2.2 Ondas Gravitacionais - Equações de Einstein Linearizadas

Admitindo que o espaço-tempo é Minkowski, e introduzindo uma pequena perturbação

na métrica dada por:

gµν = ηµν + hµν , (2.6)

onde ηµν é a métrica de Minkowski e hµν é uma pequena perturbação tal que:

|hµν | << |ηµν | e |∂αhµν | >> |∂αhµν |2 ; |hµν | << 1,

a métrica contravariante será:

gµν ∼= ηµν − hµν . (2.7)

Neste caso, os śımbolos de Christoffel podem ser escritos como,

Γβµν
∼=

1

2
ηβσ(hσµ,ν + hσν,µ − hµν,σ), (2.8)

com
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|hσµ,ν | >> |hβσhσµ,ν |.

O tensor de Ricci em primeira ordem será:

R(1)
µν =

1

2
(�hµν + h,µν − hβµ,βν − h

β
ν,βµ), (2.9)

onde � = ∂α∂
α = (∇− ∂/∂t) é o operador D’Alambertiano. O escalar de curvatura toma

a forma,

Rµ
µ = R = �h− hβµβµ. (2.10)

Ao se contrair a Equação (2.2) tem-se:

gµνRµν −
1

2
gµνgµνR = −8πGgµνTµν

R− 2R = −8πGT µµ

R = 8πGT µµ. (2.11)

Substituindo (2.11) em (2.2) é posśıvel escrever:

Rµν = −8πG(Tµν −
1

2
gµνT

λ
λ ). (2.12)

Levando a Equação (2.9) em (2.12), vem:

�hµν + h,µν − hβµ,βν − h
β
ν,βµ = −16πG(Tµν −

1

2
ηµνT

β
β ). (2.13)

Definindo

Sµν ≡ Tµν −
1

2
ηµνT

β
β, (2.14)
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pode-se escrever a Equação (2.13) como,

�hµν + h,µν − hβµ,βν − h
β
ν,βµ = −16πGSµν . (2.15)

Como Tµν satisfaz a condição de conservação do momento-energia, T µν,µ = 0, e sendo o

traço do tensor Sµν dado por:

Sββ = −T ββ , (2.16)

encontra-se:

Sµν,µ =
1

2
Sββ,ν . (2.17)

Considerando uma transformação de coordenadas do tipo:

xµ → x,µ = xµ + εµ(x), (2.18)

no qual εµ(x),ν tem a mesma ordem que hµν , a métrica no novo sistema de coordenadas

será:

g,µν =
∂x,µ

∂xλ
∂x,ν

∂xρ
gλρ. (2.19)

Assim, chega-se a

h,µν = hµρ − ∂εµ(x)

∂xρ
ηρν − ∂εν(x)

∂xρ
ηρµ. (2.20)

Dessa forma hµν é escrito como,

h,µν = hµν −
∂εµ
∂xν
− ∂εν
∂xµ

. (2.21)

A transformação dada pela Equação (2.21) é conhecida como transformação de gauge.

Isto significa que sob esta transformação a Equação (2.15) permanece invariante. Porém,
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surge agora um problema, essa invariância permite infinitas soluções para uma mesma

condição f́ısica. Esta dificuldade pode ser removida escolhendo (ou fixando) um sistema

particular de coordenadas. O mais conveniente é o sistema de coordenadas harmônicas,

no qual

gµνΓλµν = 0. (2.22)

Partindo da Equação (2.8) obtém-se então:

hµν,µ =
1

2
h,ν . (2.23)

Nota-se que a Equação (2.21) não satisfaz a condição dada por (2.23), mas é posśıvel

encontrar um h,µν que a satisfaça, considerando que

�εν ≡
∂hµν
∂xµ

− 1

2

∂h

∂xν
. (2.24)

Assim, com (2.24), hµν passa a satisfazer a (2.23).

Tomando a condição (2.23) na Equação (2.15) chega-se a,

�hµν = −16πGSµν , (2.25)

que é uma equação de onda.

Para o vácuo vem:

�hµν = 0. (2.26)

Por outro lado, da inspeção direta da (2.26) vem que ondas gravitacionais são pertubações

da métrica do espaço-tempo que se propagam, no vácuo, com velocidade da luz. A solução

para a Equação (2.25) será, da forma:

hµν(
−→x , t) = 4G

∫
d3
−→
x′
S(
−→
x′ , t− |−→x −

−→
x′ |)

|−→x −
−→
x′ |

, (2.27)
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que é uma equação do tipo Potencial Retardado, que permite caracterizar a radiação

gravitacional emitida por uma dada fonte.

2.3 Emissão de Ondas Gravitacionais

Agora, a partir da Equação (2.27), será apresentada uma visão geral do processo de

emissão de ondas gravitacionais e a energia que estas ondas carregam.

Reescrevendo (2.27) como:

hµν(t,
−→x ) = −4G

∫
d3
−→
x′
Tµν(t− |−→x −

−→
x′ |,
−→
x′ )

|−→x −
−→
x′ |

, (2.28)

e tendo em conta a chamada zona de onda, em que as dimensões da fonte são muito

menores que a distância entre o ponto em que se recebe o sinal e a fonte, tal que:

|
−→
x′ |
|−→x |

<< 1,

obtém-se,

|−→x −
−→
x′ | ' |−→x | − x̂.

−→
x′ ; x̂ =

|−→x |
−→x

.

Nas relações anteriores, a distância à fonte é r = |−→x |, e o vetor que determina distâncias

internas na fonte é dado por R = |
−→
x′ |. É então posśıvel escrever o potencial retardado

como:

hµν(t,−→x ) = −4G

r

∫
d3
−→
x′T µν(t− r,

−→
x′ ), (2.29)

onde r >>
−→
R.r̂. Pelas considerações anteriores, note que, a parte radiativa do tensor hµν

é completamente determinada por sua parte espacial hij.

Da condição de conservação da energia momento (T µν,µ = 0), obtém-se:

T 00,0 +T 0k,k = 0, (2.30)
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T i0,0 +T ik,k = 0 (2.31)

Considerando que: ∫
(T ikxj),k d

3x =

∫
T ik,k x

jd3x+

∫
T ijd3x (2.32)

Usando uma superf́ıcie gaussiana ao redor da fonte e o teorema de Gauss (FOSTER;

NIGHTINGALE, 2006), o lado esquerdo da equação acima vai se tornar nulo. Com (2.31)

chega-se a:

∫
T ijd3x =

∂

∂t

∫
T i0xjd3x =

1

2

∂

∂t

∫
(T 0ixj + T 0jxi)d3x. (2.33)

Porém,

∫
(T 0kxixj),k d

3x =

∫
T 0k,k x

ixjd3x+

∫
(T 0ixj + T 0jxi)d3x, (2.34)

Utilizando novamente o teorema de Gauss, chega-se a,

1

2

∂2

∂t2

∫
T 00xkxld3x =

∫
T kld3x. (2.35)

Para a matéria não relativ́ıstica, e tendo em conta o prinćıpio da correspondência, a

equação de campo é dada pela equação de Poisson,

52 φ = 4πGρ. (2.36)

Com isto, a densidade de energia T00 será:

T00 ' ρ.

Assim, a equação do tipo potencial retardado,
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hκl(t,
−→x ) = −4G

r

∫
d3
−→
x′Tκl(t− r,

−→
x′ ) (2.37)

pode ser escrita como:

hκl = −2G

r

[
∂2

∂t2

∫
ρ(x′)x′κx′ld3x′

]
t−r

. (2.38)

Por outro lado, o tensor de quadrupolo é definido como

Qκl ≡
∫

(3x′κx′l − r′2δκl)ρ(x′)d3x′. (2.39)

Reescrevendo hκl para obter uma relação com Qκl, chega-se a,

hκl = −2G

3r

[
∂2

∂t2
Qκl + δκl

∂2

∂t2

∫
r′2ρ(
−→
x′ )d3x′

]
t−r

. (2.40)

Na aproximação linear, o tensor energia momentun tµν do campo gravitacional não está

incorporado no tensor T µν que representa a matéria. Contudo, para calcularmos o fluxo

de energia irradiada, por uma dada fonte, é necessário levar tµν em consideração.

Isto pode ser feito recorrendo ao procedimento usual da teoria quântica de campos, onde

uma vez conhecida a densidade de lagrangiana L, de um dado campo hµν , pode-se obter

o tensor energia-momento pela relação (BOGOLIUBOV; SHIRKOV, 1959),

tνµ = ∂µh
αβ ∂L
∂(∂νhαβ)

− δνµL, (2.41)

sendo que L pode ser escrita como (OHANIAN, 1976):

L =
1

4
(∂λhµν∂

λhµν − 2∂µhµν∂λhνλ + 2∂µhµν∂
νh− ∂µh∂µh). (2.42)

Considerando que não existe variação de massa da fonte, a segunda parte do lado direito

da Equação (2.40) não contribui para a radiação gravitacional. Então, o fluxo de energia

radial é escrito como,
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t0sn
s =

1

4
(2ḣklḣkl − 4ḣklḣkmnlnm + ḣklḣmrnknlnmnr);

ou,

t0sn
s =

G

36π

1

r2
[
1

2

...
Qκl

...
Qκl −

...
Qκl

...
Qκmn

lnm +
1

4
(
...
Qκln

κnl)2], (2.43)

em que ns é um vetor unitário na direção radial.

A energia total irradiada por unidade de ângulo sólido e unidade de tempo é igual a

−r2t0sns. Dessa forma, vem:

− dE

dtdΩ
=

G

36π
[
1

2

...
Qκl

...
Qκl −

...
Qκl

...
Qκmn

lnm +
1

4
(
...
Qκln

κnl)2]. (2.44)

Considerando,
1

4π

∫
nlnmdΩ =

1

3
δlm;

e
1

4π

∫
nκnlnmnodΩ =

1

15
(δκlδmo + δκmδlo + δκoδlm),

é posśıvel escrever (2.44) como:

− dE

dt
=
G

45

...
Qκl

...
Qκl, (2.45)

que escrita em unidades não relativ́ısticas fica:

− dE

dt
=

G

45c5

...
Qκl

...
Qκl. (2.46)

Dessa forma, a (2.46) fornece a potência irradiada em ondas gravitacionais por uma dada

fonte. Veja que a radiação gravitacional é de natureza quadrupolar, já que envolve o tensor

momento de quadrupolo Qkl

2.4 Estados de Polarização das Ondas Gravitacionais

A solução mais simples para a Equação (2.26) é a que representa uma superposição de

ondas planas na forma
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hµν = <[Aµνe
(ıkαxα)], (2.47)

onde Aµν é a matriz amplitude e < significa considerar a parte real da equação entre

colchetes.

Considerando que a onda propaga na direção z, de forma que o vetor de onda é dado por:

kµ = (k, 0, 0, k) ou kµ = (k, 0, 0,−k) ;

Obtemos, substituindo (2.47) em (2.26)

Aµνkµ = 0; ; Aµνk
µ = 0 (2.48)

A (2.48) mostra que as componentes da amplitude da onda gravitacional devem ser

ortogonais ao vetor de onda
−→
k . A (2.48) é, de fato, composta por quatro equações lineares,

uma para cada valor do ı́ndice livre ν. Isto é, sendo Aµν um tensor simétrico, podemos

escrever:

A0ν = A3ν (2.49)

Seja agora U um quadrivetor arbitrário com componentes Uµ. Então, nós temos suficiente

liberdade para escolher as componentes de εµ (vide Equação 2.21) de forma a fazer com

que o tensor amplitude de onda satisfaça:

AµνU
µ = 0. (2.50)

Considere agora uma part́ıcula teste experimentando a passagem de uma onda

gravitacional numa região plana do espaço-tempo. Nós podemos então fazer uma

transformação para um referencial de Lorentz em que a part́ıcula teste esteja em repouso.

Isto é, sua quadrivelocidade Uµ tem componentes (1,0,0,0), o que nos permite escrever:

Uµ = δµ0 (2.51)

35



As equações (2.50) e (2.51) então implicam em

Aµ0 = 0, (2.52)

para todo µ. E com o uso de (2.48), também podemos escrever:

Aµ3 = 0 (2.53)

para todo µ. Ou seja, não existe componente da perturbação da métrica na direção de

propagação das ondas. Isto é, neste calibre a pertubação da métrica é transversal à direção

de propagação da onda gravitacional.

A condição de gauge (2.21) aplicada à matriz amplitude Aµν produz:

A′µν = Aµν − εµkν − ενkµ + ηµν(εαkα).

Como a onda viaja na direção de z temos, considerando (2.48); (2.52) e (2.53)

A′00 = −k(ε0 + ε3) A′11 = A11 − k(ε0 + ε3)

A′01 = −kε1 A′12 = A12

A′02 = −kε2 A′22 = A22 − k(ε0 − ε3)

(2.54)

Nas equações anteriores, os parâmetros εµ são arbitrários. Como Aµ0 = 0 e Aµ3 = 0,

podemos escolher:

ε1 = ε2 = 0 e ε0 + ε3 = 0 ⇒ ε0 = −ε3,

Logo:

A′11 + A′22 = A11 + A22 + 4kε3,

e

ε3 = −A
11 + A22

4k
.
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Dessa forma, o conjunto de equações (2.54) produz sob essa transformação de gauge:

A′11 + A′22 = 0 e A′12 = A12.

Veja que A′11+A′22 = 0 significa traço nulo. Portanto, nesse calibre as ondas gravitacionais

são sem traço e induzem perturbações transversais à direção de propagação. Por isso, esse

calibre é conhecido na literatura como “Transverse-traceless Gauge” (Calibre transverso e

com traço nulo), ou calibre TT.

Em termos matriciais, temos:

‖Aµν‖ =


0 0 0 0

0 A11 A12 0

0 A12 −A11 0

0 0 0 0

 (2.55)

e hµν toma a forma,

hµν = <{[αeµν(+) + βeµν(×)]eik.x}. (2.56)

Onde α e β são duas funções complexas arbitrárias de k, enquanto eµν(+), eµν(×) são

dois estados de polarização da onda. Na forma matricial, temos:

‖eµν(+)‖ =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

 (2.57)

e

‖eµν(×)‖ =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 (2.58)

Como colocado acima, este calibre é conhecido como TT, que leva a duas polarizações
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(h+ e h×)

Os estados de polarização podem ser interpretados fisicamente da seguinte forma:

Considera-se uma part́ıcula teste em um ponto O, na origem de um dado sistema de

coordenadas. Uma outra part́ıcula estará em ηµ = (0,−→η ). Inicialmente, estas part́ıculas

estão em repouso, uma em relação a outra, antes da onda gravitacional passar. A separação

entre elas será:

l = |gµνηµην |1/2,

ou seja,

l = |(δij − hij)ηiηj|1/2.

Com a mudança de coordenadas

ηi → ki = ηi +
1

2
hi jη

j (2.59)

é posśıvel reescrever l como,

l = [δijk
ikj]1/2 +O(‖hij‖2), (2.60)

onde o vetor k é paralelo ao eixo z e k3 = η3 já que h3
j = 0.

Portanto, se as duas part́ıculas estiverem dispostas em um plano paralelo à direção de

propagação da onda, a distância entre elas não será afetada. Contudo, se as part́ıculas

estiverem colocadas num plano transversal a direção de propagação da onda, teremos:

‖ki‖ = ‖ηi‖ − 1

2
α cos[k(t+ z)]

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ 1 0

0 −1

∣∣∣∣∣ ηi
∥∥∥∥∥ ; (2.61)

‖ki‖ = ‖ηi‖ − 1

2
α cos[k(t− z)]

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ 0 1

1 0

∣∣∣∣∣ ηi
∥∥∥∥∥ . (2.62)

Considerando a equação,
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D2ηµ

Dτ 2
−Rµ

ρδγv
ρvδηγ = 0, (2.63)

que fornece os deslocamentos relativos das part́ıculas sob ação de uma onda gravitacional,

tem-se então que:

D2ηµ

Dτ 2
−Rµ

00jη
j
0 = 0. (2.64)

Sendo vµ = (1,
−→
0 ) e Γµ00 = 0, obtém-se,

D2ηi

Dτ 2
∼ Ri

00jη
j
0, (2.65)

ou,

D2ηi

Dτ 2
= −1

2

∂hi j
∂t2

ηj0, (2.66)

onde foi usado o tensor de Riemann linearizado no gauge TT.

Para a onda propagando na direção +z, chega-se a,

h11 = −h22 = Φ+(t− z), (2.67)

e

h12 = h21 = Φ×(t− z). (2.68)

Note que, a oscilação não é paralela a z (h3
j = 0 e η̈3 = 0), isto significa que as

ondas gravitacionais são ondas que produzem deslocamentos transversais à direção de

propagação.

Pode-se obter uma solução aproximada da Equação (2.66), na forma,

(
η1

η2

)
w

(
η1

0

η2
0

)
− 1

2
Φ+(t− z)

(
1 0

0 −1

)(
η1

0

η2
0

)
(2.69)
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(
η1

η2

)
w

(
η1

0

η2
0

)
− 1

2
Φ×(t− z)

(
0 1

1 0

)(
η1

0

η2
0

)
(2.70)

A Figura (2.1) mostra o efeito da propagação de uma onda gravitacional sobre um anel

de part́ıculas teste. A ação é entendida como um efeito de maré, que perturba o sistema

de part́ıculas.

Figura 2.1 - Campo de aceleração produzido pela passagem de uma OG. A e B são os dois modos (+ e ×)
de polarização, segundo a Relatividade Geral.

Fonte: Hughes et al. (2001).

Perguntas que vêm naturalmente desse equacionamento são: Quais são as fontes capazes

de produzir ondas gravitacionais? É posśıvel detectar tais ondas? Essas questões serão

discutidas no caṕıtulo 3 desta dissertação.
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3 FONTES, DETECTORES E FUNDO ESTOCÁSTICO DE ONDAS

GRAVITACIONAIS

No caṕıtulo 2 verificamos que ondas gravitacionais são pertubações da métrica do

espaço-tempo que se propagam com a velocidade da luz. Vimos também que as ondas

gravitacionais, na Relatividade Geral, possuem dois estados de polarização, denominados

h+ e h×, e que a radiação gravitacional é de natureza quadrupolar em sua menor ordem.

Outro ponto importante a destacar é que a emissão de ondas gravitacionais depende

do fator G/c5. A pequena dimensão dessa constante mostra que ondas gravitacionais

com possibilidade de detecção são aquelas produzidas por sistemas astrof́ısicos. Este

caṕıtulo será dedicado então a descrição das fontes astrof́ısicas, dos detectores de

ondas gravitacionais e da determinação da razão sinal/rúıdo. Ao final deste caṕıtulo

apresentamos o equacionamento que permite determinar a amplitude h gerada por um

conjunto de fontes a diferentes distâncias, ou seja, a amplitude de um fundo estocástico

de ondas gravitacionais.

3.1 Fontes Astrof́ısicas e Cosmológicas de Ondas Gravitacionais

As fontes astrof́ısicas de OG’s são classificadas de acordo com o comportamento temporal

da radiação. Assim temos:

Fontes Periódicas: são aquelas que emitem sinal a uma freqüência constante, ou

aproximadamente constante. Exemplo de fonte periódica é uma estrela de nêutrons em

rotação e que possua alguma assimetria em sua superf́ıcie.

Fontes “Chirps”: Um sinal “chirp” é produzido por sistemas binários em coalescência

formados por estrelas de nêutrons (ENs) e buracos negros (BNs) que emitem radiação

gravitacional, aumentando sua amplitude e freqüência quanto mais se aproximam do

colapso final do sistema . A taxa de ocorrência para tais eventos é estimada em poucos

por ano dentro de um raio de 200 Mpc para sistemas binários EN-EN e é incerta para o

caso de sistemas binários BN-BN (BARISH, 1999; CASTRO, 2002).

Fontes impulsivas ou “bursts”: são aquelas que geram um pulso energético, e curto,

cobrindo uma grande faixa de freqüências. Algumas destas fontes são estrelas de nêutrons

acretando matéria e sistemas binários em coalescência formados por estrelas compactas

tais como buracos negros e/ou estrelas de nêutrons.

Fontes Estocásticas: são caracterizadas por emissões aleatórias de ondas gravitacionais

vindas de um grande número de fontes independentes e não correlacionadas que não são

resolvidas individualmente. Um exemplo de fonte estocástica é a emissão de OG’s devido
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ao colapso para buracos negros, de estrelas pré-galácticas a diferentes “redshifts”.

3.2 Detectores de Ondas Gravitacionais

Os detectores possuem como base de funcionamento o efeito de maré (Figura

3.1) produzido pela passagem da onda gravitacional. Weber (1960), por volta de

1960 , construiu o primeiro detector, o qual procurava por vibrações oriundas das

ondas gravitacionais em um cilindro de alumı́nio maciço. Na literatura é posśıvel

encontrar diversos tipos de detectores. Porém, aqui, serão apresentados apenas algumas

caracteŕısticas de um grupo conhecido por detectores mecânicos. Estes podem ser

classificados em massa-ressonante (ciĺındricos ou esféricos) e interferométricos.

Figura 3.1 - Esquema simplificado de um detector de OG’s

Fonte: Castro (2002).

Na figura 3.1 está ilustrado um modelo simples de um detector de OG’s. Nessa figura, duas

massas estão ligadas por uma mola e separadas por uma distância L0. O passar de uma

OG distorce o ćırculo,deslocando ambas as massas por uma distância ∆L/2, relativo ao

centro do ćırculo. A variação relativa da distância entre as massas é dada por Abramovici

et al. (1992):

∆L =
1

2
hL0, (3.1)
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onde h é a amplitude adimensional da OG. Portanto, pelo monitoramento de ∆L pode-se

obter informações sobre a passagem de uma OG.

3.2.1 Detectores Massa-Ressonantes

Os detectores tipo Weber são chamados de detectores massa-ressonantes. Esses são

desenvolvidos para medir sinais acústicos induzidos pelo acoplamento entre matéria e

OG (CASTRO, 2002). A vibração gerada no detector é transmitida para um transdutor

acoplado mecanicamente à antena. Como a massa do transdutor é muito menor que a

da antena, sua vibração possuirá uma amplitude muito maior do que a da antena. O

que ocorre no detector é a transformação do efeito mecânico em um conjunto de pulsos

eletrônicos que serão gravados e analisados posteriormente. As caracteŕısticas desse tipo

de detector dependem não só do material com o qual é constrúıdo, como também da sua

forma. Assim, podem ser classificados como ciĺındricos ou esféricos.

Existem vários detectores ressonantes ciĺındricos espalhados pelo mundo, tais como Allegro

nos EUA, o Niobè na Austrália, o Auriga e o Nautilus na Itália e o Explorer na Súıça

(os dois primeiros encontram-se desativados). Os detectores massa-ressonantes atuais são

cerca de mil vezes mais senśıveis do que o originalmente constrúıdo por Weber. Além das

barras, existem os detectores ressonantes esféricos que estão sendo desenvolvidos no Brasil

e na Holanda (Figura 3.2).

Figura 3.2 - Foto do detector Mario Schenberg.
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3.2.2 Detectores Interferométricos

O interferômetro é um instrumento que utiliza a caracteŕıstica ondulatória da luz para

gerar um padrão de interferência. Tal padrão é senśıvel as mudanças de separação dos

espelhos que compõe o aparelho. Na Figura 3.3 está uma representação esquemática de

um detector interferométrico.

Figura 3.3 - Representação esquemática de um interferômetro.

Fonte: Hughes et al. (2001).

Figura 3.4 - Foto aérea do LIGO no śıtio em Hanford, Washington

Fonte: Shoemaker (2007).
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O detector interferométrico de OG’s é constrúıdo com dois grandes braços ortogonais.

Nesses são colocados quatro massas de teste, suspensas por fios, próximas ao vértice e no

final de cada braço. Os braços possuem a forma de ’L’, em que a separação L1 entre as

massas do primeiro braço é aproximadamente igual a L2 do segundo (L1 = L2 = L, vide

Figura 3.3). A diferença fracional

∆L

L
=
L′1 − L′2

L
, (3.2)

em uma direção qualquer é dada por (ABRAMOVICI et al., 1992):

∆L

L
= F+h+(t) + F×h×(t), (3.3)

em que h(t) é o alongamento produzido pela onda, F+ e F× são funções que dependem

da direção da fonte e orientação do detector.

Quando uma onda gravitacional atravessa o detector, um dos braços é contráıdo enquanto

o outro é alongado. Esta modificação no caminho óptico leva a uma modificação no padrão

de interferência. Porém, como dito anteriormente, o deslocamento relativo dos espelhos,

devido a passagem da onda, é muito pequeno. Dessa forma, se faz necessário braços muito

longos. Por exemplo, para uma onda de 1kHz são necessários braços da ordem de 100km

(HAKIM, 1999). Assim, para se obter braços efetivos dessa ordem, o laser passa pelos

braços várias vezes.

A Figura 3.4 mostra o interferômetro norte americano LIGO, que possui braços com

comprimento de 4 km.

3.3 Razão Sinal/Ruido de um Fundo Estocástico para Detectores

Interferométricos

Como dito anteriormente, a interação entre matéria e as ondas gravitacionais é muito

fraca, isto significa que o sinal de um fundo estocástico estará abaixo do rúıdo intŕınseco

de um dado detector. Porém, pode-se melhorar a razão sinal/rúıdo através da correlação

entre os sinais de sáıda de dois detectores, desde que os rúıdos internos destes não sejam

correlacionados (ALLEN, 1997).

Para o caso mais simples em que se tem dois detectores interferométricos localizados no

mesmo ponto e com idênticas orientações, o sinal de sáıda do primeiro detector será:
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s1(t) = h1 + n1, (3.4)

onde h1 é o sinal gerado no detector devido ao fundo estocástico e n1 é o seu rúıdo interno.

Do mesmo modo, para o segundo detector tem-se:

s2(t) = h2 + n2. (3.5)

Como foi suposto que ambos detectores possuem mesma orientação e estão no mesmo

ponto, h1(t) será igual a h2(t). Com isto, pode-se obter um sinal efetivo a partir dos sinais

de sáıda de cada detector, o que leva a:

S = 〈s1, s2〉 ≡
∫ T/2

−T/2
s1(t)s2(t)dt, (3.6)

onde T é o tempo de integração.

Como o sinal é pequeno, comparado com o rúıdo, tem-se:

S = 〈h1, h2〉+ 〈n1, h2〉+ 〈h1, n2〉+ 〈n1, n2〉 , (3.7)

ou,

S ∼= 〈h1, h2〉+ 〈n1, n2〉 , (3.8)

onde, 〈n1, h2〉 são menores que 〈n1, n2〉.

Para o caso mais realista, é preciso levar em conta o fato de que os braços dos detectores

não estão paralelamente alinhados e que há um atraso temporal na recepção do sinal entre

os detectores. Isto leva a uma redução da sensibilidade, pois a sobreposição dos sinais não

ocorre de forma a maximizar o sinal composto.

Assim, para considerar este efeito é definida uma função de redução para a sobreposição

dos sinais, dada por Flanagan (1993):
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γ(f) =
5

8π

∫
S2

dΩ̂e2πfΩ̂.∆
−→x
c

(
F+

1 F
+
2 + F×1 F

×
2

)
, (3.9)

onde Ω̂ é um vetor unitário (em esterodianos), ∆−→x é a separação entre os detectores e

F+,×
i é a resposta do detector i à polarização × ou +, a qual é dada por:

F+,×
i =

1

2

(
X̂a

1 X̂
b
1 − Ŷ a

1 Ŷ
b

1

)
e+,×
ab (Ω̂). (3.10)

As direções dos braços dos detectores são definidas por X̂a
1 e Ŷ a

1 , enquanto e+,×
ab (Ω̂) é o

tensor de polarização da onda em uma dada freqüência f .

A Equação (3.9) é normalizada de forma que para |∆−→x | = 0 e braços paralelos tenhamos

γ → 1. O fator exponencial é a fase que leva em conta o atraso temporal na resposta dos

detectores, para a radiação chegando na direção de Ω̂.

Em seu trabalho, Flanagan (FLANAGAN, 1993), utiliza estat́ıstica bayesiana para análise

da razão sinal/ruido, porém aqui, será feito um tratamento mais simples e de cunho

freqüentista.

Uma forma mais geral de correlação entre o sinal dos detectores é dada por:

S ≡
∫ T/2

−T/2
dt

∫ T/2

−T/2
dt′s1(t)s2(t′)Q(t− t′), (3.11)

em que Q(t− t′) é uma função filtro.

A escolha da função filtro depende da orientação e localização dos detectores, bem como

dos seus rúıdos caracteŕısticos, e também do espectro de potência do fundo estocástico.

Se os detectores estão próximos, em relação ao comprimento de onda do sinal recebido para

o qual são senśıveis, possuam estreita largura de banda e estão identicamente orientados,

a melhor escolha da função filtro é a delta de Dirac (Q(t− t′) = δ(t− t′)).

Partindo disto, é posśıvel reescrever a Equação (3.11) como:

S ≡
∫ T/2

−T/2
dt

∫ ∞
−∞

dt′s1(t)s2(t′)Q(t− t′), (3.12)
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desde que o tempo de integração T seja de pelo menos alguns meses.

Escrevendo a equação anterior no domı́nio das freqüências, no qual a transformada de

Fourier é dada por:

g(f) =

∫ ∞
−∞

dte−2π|f |g(t), (3.13)

e assumindo que o filtro seja uma função real, tal que Q(−f) = Q
∗
(f), onde ∗ denota

complexo conjugado, obtém-se:

S ≡
∫ ∞
−∞

df

∫ ∞
−∞

df ′δT (f − f ′)s∗1(f)s2(f ′)Q(f ′). (3.14)

A função δT (f − f ′) é uma aproximação no tempo da delta de Dirac definida como:

δT (f) ≡
∫ T/2

−T/2
dte−2πıft =

sin(πfT )

πf
, (3.15)

a qual se reduz a usual delta de Dirac no limite T →∞. Contudo, em observações finitas

no tempo, tem-se:

δT (0) = T. (3.16)

Considerando que o sinal de interesse seja um fundo estocástico isotrópico, não polarizado

e Gaussiano, as transformadas de Fourier do sinal e do rúıdo serão dadas por:

< h
∗
1(f)h2(f ′) >= δ(f − f ′) 3H2

0

20π2
|f |−3ΩGW (|f |)γ(|f |); (3.17)

〈n∗inj〉 =
1

2
δ(f − f ′)δijPi(|f |), (3.18)

onde i e j denotam a localização dos detectores, Pi(f) é a função densidade do espectro

de potência do rúıdo, o qual é uma função real não negativa, H0 é a constante de Hubble e

ΩGW é a contribuição para a densidade de energia do Universo devido ao fundo estocástico

de OG’s.
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Considerando a Equação (3.17) na Equação (3.14) tem-se:

〈S〉 =

∫ ∞
−∞

df

∫ ∞
−∞

df ′δT (f − f ′)
〈
h
∗
1(f)h2(f ′)

〉
Q(f ′), (3.19)

ou,

〈S〉 =
3H2

0

20π2
T

∫ ∞
−∞

dfγ(|f |)|f |−3ΩGW (|f |)Q(f), (3.20)

em que foi assumido δT (0) = T .

A quantidade de rúıdo é dada por:

N ≡ S− < S > . (3.21)

Como o rúıdo de cada detector ni(t) é muito maior que hi(t) tem-se que:

N ∼=
∫ ∞
−∞

df

∫ ∞
−∞

df ′δT (f − f ′)n∗1(f)n2(f ′)Q(f ′). (3.22)

Como os rúıdos dos detectores não são correlacionados, tem-se:

< N >= 0, (3.23)

Contudo, o valor quadrático médio não será nulo, ou seja,

< N2 >=< S2 > − < S >2 . (3.24)

Usando a Equação (3.22) e (3.18) obtém-se:

< N2 >=
1

4

∫ ∞
−∞

df

∫ ∞
−∞

df ′δ2
T (f − f ′)P1(|f |)P2(|f ′|)|Q(f ′)|2, (3.25)

para longas observações no tempo, a função delta tem um pico na região f − f ′, isso

quando a escala 1/T é muito pequena comparada com a escala na qual as funções P1, P2
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e Q variam. Com isto obtém-se:

< N2 >=
T

4

∫ ∞
−∞

dfP1(|f |)P2(|f |)|Q(f)|2. (3.26)

É importante encontrar uma função filtro Q que maximize a razão sinal/rúıdo, para que

seja posśıvel observar o fundo desejado. Para encontrar Q inicia-se definindo a razão

sinal/rúıdo onde:

(
S

N

)
=

< S >

< N2 >1/2
. (3.27)

Introduzindo o produto interno entre duas funções complexas e arbitrárias A(f) e B(f),

tal que este produto produza um único número complexo (A,B), o qual é definido como:

(A,B) ≡
∫ ∞
−∞

dfA∗(f)B(f)P1(|f |)P2(|f |), (3.28)

será posśıvel então expressar o sinal e a quantidade de rúıdo em função deste produto

como:

< S >=

(
Q,

γ(|f |)ΩGW (|f |)
|f |3P1(|f |)P2(|f |)

)
3H2

0

20π2
T ; (3.29)

< N2 >=
1

4
(Q,Q)T. (3.30)

Com isto, a Equação (3.27) pode ser escrita como:

(
S

N

)2

=

(
3H2

0

10π2

)2

T

(
Q, γ(|f |)ΩGW (|f |)
|f |3P1(|f |)P2(|f |)

)2

Q,Q
. (3.31)

Como o produto interno entre dois vetores é maximizado quando estes apontam na mesma

direção, vem:

Q(f) =
γ(|f |)ΩGW (|f |)
|f |3P1(|f |)P2(|f |)

. (3.32)
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Assim,a expressão da razão sinal/rúıdo torna-se:

(
S

N

)2

=
9H4

0

50π4
T

∫ ∞
0

γ2(f)Ω2
GW (f)

f 6P1(f)P2(f)
df. (3.33)

A equação (3.33) é válida para a correlação de dois interferômetros. Para os LIGO’s, a

função γ(f) é obtida por Allen (1997), enquanto que P1(f) e P2(f) são obtidos do trabalho

de Owen e Sathyaprakash (1999). A distância entre os dois LIGO’s situados em Hanford

(Washington) e Livingston (Louisiana) é

|∆−→x | ' 2.998km.

3.4 Amplitude de um Fundo Estocástico de Ondas Gravitacionais.

Na seção anterior, vimos que a detectabilidade de um fundo estocástico de OG irá

depender de sua densidade de energia ΩGW (vide Equação (3.33)). A partir de agora nos

concentramos nas caracteŕısticas de um fundo estocástico de OG’s, provindo da emissão

de estrelas pré-galácticas que colapsam para buracos negros.

Primeiramente, para determinar a amplitude de um fundo estocástico, deve-se conhecer o

fluxo recebido em OG’s por um detector na Terra. Este é obtido através de de ARAUJO

e Miranda (2005):

Fν(νobs) =

∫
lν

4πd2
L

dν

dνob
dV (3.34)

onde lν = dLν/dV é a densidade de luminosidade comóvel (ergs−1Hz−1Mpc3), dL é a

distância de luminosidade e dV é o elemento de volume comóvel.

A densidade de luminosidade comóvel, lν , pode ser escrita como:

lν =

∫
dEGW
dν

ρ̇∗(z)φ(m)dm, (3.35)

onde dEGW/dν é a energia espećıfica de uma dada fonte, ρ̇∗(z) é a taxa cósmica de

formação estelar (TCFE) e φ(m) é a função de massa inicial.

Com isto, o fluxo recebido na Terra é:
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Fν(νobs) =

∫
1

4πd2
L

dEGW
dν

dν

dνobs

dV

dz
ρ̇∗(z)φ(m)dmdz. (3.36)

O fluxo de energia espećıfico é,

fν(νobs) =
1

4πd2
L

dEGW
dν

dν

dνobs
, (3.37)

que pode ser escrito como (de ARAUJO; MIRANDA, 2005):

fν(νobs) =
πc3

2G
h2
BN , (3.38)

onde hBN é a amplitude adimensional da onda gravitacional gerada por um único buraco

negro.

Escrevendo o fluxo em termos da amplitude adimensional do fundo estocástico como,

Fν(νobs) =
πc3

2G
h2
BGνobs, (3.39)

obtém-se, com o uso das equações (3.36), (3.37), (3.38) e (3.39)

h2
BG =

1

νobs

∫
h2
BNdRBN , (3.40)

que permite obter a amplitude caracteŕıstica do fundo estocástico. Nessa equação,

dRBN = ρ̇∗(z)φ(m)
dV

dz
dmdz, (3.41)

é a razão diferencial de formação de buracos negros e νobs é a freqüência observada na

Terra. Note que o histórico de formação estelar, dado pela TCFE ρ̇∗(z) e a função de

massa φ(m) (conseqüentemente a própria história de formação e evolução de estruturas,

tal como será visto no caṕıtulo 4), estão embutidos na razão diferencial de formação de

buracos negros. O hBN , para o “ringdown” do buraco negro, é dado por (THORNE, 1987):

hBN = 7, 4× 10−20ε
1/2
GW

(
Mr

M�

)(
dL

1Mpc

)−1

, (3.42)
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em que εGW é a eficiência de geração de OG’s, dL é a distância de luminosidade e Mr é a

massa do buraco negro.

O valor máximo de εGW é da ordem de 7, 0 × 10−4. Este foi obtido por Piran e Stark

(1986) através da simulação do colapso assimétrico de uma estrela em rotação gerando

um buraco negro. Contudo, recentemente Fryer et al. (2001) obtiveram ε w 2, 0 × 10−5,

para remanescentes de buracos negros gerados a partir do colapso de estrelas com massa

da ordem de 100M�. Porém, é importante destacar que não existe uma parametrização

que relacione ε como uma função da massa do buraco negro formado.

A distância de luminosidade, relaciona-se ao “redshift” por:

dL = rz(1 + z), (3.43)

em que rz é a distância comóvel, tal que (de ARAUJO et al., 2001):

rz =
c

H0Ω
1/2
k

S

(
Ω

1/2
k

∫ z

0

dz′

G(Ωm,ΩΛ, z′)

)
, (3.44)

onde

Ωm = Ωb + ΩDM e Ω0 = Ωm + ΩΛ + Ωk

são os usuais parâmetros para a densidade de matéria (m), ou seja, de matéria escura

(DM) mais a bariônica (b), o de curvatura (k) e o de constante cosmológica (Λ). A função

G(Ωm,ΩΛ, z
′) é:

G(Ωm,ΩΛ, z) ≡ 1√
(1 + z)2(1 + Ωmz)− z(2 + z)ΩΛ

. (3.45)

A função S pode assumir os seguintes valores:

S(x) =


senh(x), se Ω0 < 1

x, se Ω0 = 1

sen(x) se Ω0 > 1

(3.46)

Considerando que o Universo seja plano, ou seja Ωk = 0 (Ω0 = 1), tem-se:
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rz =
c

H0

∫ z

0

dz′

G(Ωm,ΩΛ, z′)
(3.47)

A variação do volume comóvel que aparece em (3.41) é então,

dV

dz
= 4π

(
c

H0

)
r2
zG(Ωm,ΩΛ, z

′). (3.48)

Uma forma de calcular a massa remanescente Mr de um buraco negro gerado por uma

estrela de massa m é apresentado por Heger e Woosley (2002), e é dado por:

Mr =
13

24
(m− 20M�), (3.49)

para 25 ≤ m ≤ 140M�.

A freqüência observada em Hz do fundo, como uma função de Mr é dada por (THORNE,

1987):

νobs = 1, 3× 104

(
M�
Mr

)
(1 + z)−1. (3.50)

Agora, assumindo (3.42), (3.43) e (3.48), a (3.40) torna-se:

h2
BG =

(7, 4× 10−20ε1/2)2

νobs
4π

(
c

H0

)∫ zci

zcf

∫ Mmax

Mmin

(
Mr

M�

)2

(1+z)−2ρ̇∗(z)G(Ωm,ΩΛ, z)φ(m)dmdz.

(3.51)

A contribuição do fundo estocástico para a densidade de energia do Universo do fundo,

dado por (ALLEN, 1997; FERRARI et al., 1999):

ΩGW =
1

ρc

dρGW
dlog(νobs)

, (3.52)

relaciona-se com hBG por (de ARAUJO et al., 2000):

ΩGW =
νobs
c3ρc

Fν =
4π2

3H2
0

ν2
obsh

2
BG. (3.53)
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Como visto na seção anterior, o parâmetro ΩGW é importante para saber se um dado

fundo poderá ser, ou não, observado, ao se realizar a correlação entre sinal/rúıdo de dois

detectores interferométricos (vide Equação 3.33).

No próximo caṕıtulo será apresentado o cenário de formação de estruturas utilizado como

“pano de fundo” para o cálculo de hBG. Isto é, o cenário que fornece as funções ρ̇∗ e φ(m).
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4 FORMAÇÃO DE ESTRUTURAS E EVOLUÇÃO DO UNIVERSO

No caṕıtulo anterior foram apresentados os conceitos e caracteŕısticas associados com

as OG’s. Agora, apresenta-se a seguinte questão: Seria posśıvel reconstruir a história do

Universo, desde a formação de objetos pré-galácticos até o presente momento, usando

OG’s?

O presente trabalho é uma tentativa de contribuir para essa questão. Neste caṕıtulo é

apresentado um modelo de formação de estruturas e de evolução do Universo. A idéia

aqui é verificar se através da detecção de um fundo estocástico cosmológico de OG’s seria

posśıvel ter alguma idéia sobre a formação das primeiras estrelas do Universo.

4.1 Cenário hierárquico de Formação de Estruturas

Um cenário que descreve a formação de estruturas é o chamado “hierárquico”, onde

pequenos objetos são formados primeiro. Este modelo vem naturalmente a partir do

cenário de matéria escura fria (cold dark matter -CDM ), e nas décadas de 70 e 80 era

conhecido como bottom-up (NETO, 2004).

Para entender a formação de galáxias, primeiramente vamos considerar o Teorema do

Virial. Neste, para que um sistema esteja em equiĺıbrio, as energias cinética (K) e potencial

(U) devem obedecer a relação

2K + U = 0. (4.1)

Isto significa que para ocorrer o colapso de um gás homogêneo com densidade ρ e

temperatura T , a condição 2K < |U | deve ser satisfeita. A massa necessária para que

um gás colapse é chamada de massa de Jeans e é dada por:

MJ =

(
2, 5Rg

T

µG

)3/2

(4/3 πρ)−1/2 , (4.2)

onde µ é a massa atômica média por part́ıcula, Rg é a constante de gás ideal, T é a

temperatura, G é a constante gravitacional e ρ é a densidade do gás.

O raio mı́nimo que uma nuvem de gás deve ter para colapsar é conhecido como

comprimento de Jeans e é dado por:
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RJ = 1, 5GMJ/µ. (4.3)

Segundo o modelo ΛCDM (“Cold dark Matter” com Constante Cosmológica), objetos

como estrelas e galáxias são formados a partir da queda de matéria bariônica no poço

de potencial gerado por halos de matéria escura. Basicamente, para que os bárions sejam

capazes de condensar, a atração gravitacional dos halos deve superar a ação de expansão

do Universo.

Além disso, é necessário que a matéria bariônica resfrie para que possa ser agregada nos

halos de matéria escura. No Universo primordial, não existiam quantidades significativas

de metal. O resfriamento radiativo, via transições rotacional e vibracional do hidrogênio

molecular, providencia o mecanismo pelo qual os bárions podem condensar nos poços de

potencial gerados por halos de matéria escura. Além do H2, existiam outras moléculas

tais como, HD, LiH, mas o H2 era o mais abundante, dominando o resfriamento entre

100− 1000 K (FULLER; COUCHMAN, 2000).

A maior produção de H2 era devido a dois principais canais, que são (OLIVEIRA et al.,

1998a; OLIVEIRA et al., 1998b):

a)

H+ +H → H+
2 + γ;

H+
2 +H → H2 +H+.

b)

H + e− → H− + γ;

H− +H → H2 + e−.

Para “redshifts” z maiores que 200, os fótons da RCF eram energéticos o suficiente para

que a reação de H− + γ → H + e− ocorresse, neutralizando todos os ions H−, tornando

dominante o canal “a”. Para baixos valores de z, o canal “b” ocorre muito mais rápido

que o “a” o que o faz dominante na formação de H2 neste peŕıodo (FULLER; COUCHMAN,

2000).

Um outro processo sugerido recentemente por Hirata e Padmanabhan (2006) seria o que

permite a maior formação de H+
2 via,

58



He+H+ → HeH+ + γ;

HeH+ +H → H2 +He.

Ao lado do H2, a emissão Lyman-α é um importante mecanismo de resfriamento para o

gás no intervalo em temperatura de 103 − 104K (MATTEUCCI, 2001).

Figura 4.1 - Esquema de intercâmbio de bárions.

Fonte: Daigne et al. (2006).

No nosso estudo, consideramos que num redshift z = zini a matéria bariônica resfriou

o suficiente para começar a cair no poço de potencial dos halos de matéria escura.

Esquematicamente, consideramos três reservatórios bariônicos como proposto por Daigne

et al. (2004; 2006). A Figura 4.1 ilustra esses reservatórios. A parte inferior representa a

matéria bariônica no meio intergaláctico (MIG). O termo ab(t) é a taxa de acresção de

bárions em halos de matéria escura (parte superior da figura). Os dois quadrinhos menores
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no retângulo superior (halo) representam, da esquerda para direita respectivamente, o gás

contido no meio interestelar (MIE) e a matéria bariônica em estrelas. O termo Ψ(t) é a

taxa de formação estelar, e(t) é a ejeção de matéria para o MIE devido a supernovas.

Eventualmente, o gás contido no MIE recebe energia, podendo retornar ao MIG. A taxa

que determina este retorno é dada por o(t)

A massa total em bárions no Universo (que é constante) é a soma da massa do meio

intergaláctico e a da massa presente nas estruturas, ou seja,

Mtot = MES +MMIG. (4.4)

A massa total bariônica nas estruturas será:

MES = MMIE +M∗, (4.5)

onde MMIE é a massa do meio interestelar e M∗ é a massa contida em estrelas.

A variação de massa do meio intergaláctico no tempo pode ser determinada por:

dMMIG

dt
= −ab(t) + o(t), (4.6)

enquanto a variação de massa bariônica nas estruturas é:

dMES

dt
= ab(t)− o(t). (4.7)

Por outro lado, a massa em estrelas é governada por:

dM∗
dt

= Ψ(t)− e(t). (4.8)

Vale destacar que o termo o(t) é mais importante no estudo da evolução qúımica do

Universo primordial, que para o estudo de formação de estrelas em objetos pré-galácticos.

Isto é, a seguinte relação é mantida: o(t) < ab(t), ao menos para z & 2.

Neste trabalho, o interesse está na assinatura em OG’s gerada pelo colapso, para buracos

negros, de estruturas pré-galácticas. Assim, no nosso modelo não consideraremos o termo
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o(t). Temos então que obter a função ab(t) e tentar relacioná-la com a formação estelar

ρ̇∗(z) apresentada no caṕıtulo anterior. Isso será feito nas próximas duas seções.

4.2 Formalismo “Tipo” Press-Schechter

Para determinar a taxa de acresção de bárions em estruturas, e conseqüentemente, a taxa

de formação estelar, é preciso primeiramente um método para compreender a formação

e evolução de halos de matéria escura. Press e Schechter (P-S), num seminal artigo

(PRESS; SCHECHTER, 1974), apresentam uma forma de calcular a função de massa de

objetos ligados e virializados. Neste modelo, os halos de matéria escura colapsam quando

a densidade média em um dado volume excede um limiar da ordem de δc (PEACOCK,

1999).

É posśıvel estimar a distribuição desses objetos a partir da “filtragem” do campo de

densidades. Se a função filtro possuir um comprimento caracteŕıstico Rf , então, a escala

t́ıpica de flutuação do campo de densidade conterá uma massa dada por M ∼ ρ0R
3
f .

Normalmente considera-se a função filtro como Gaussiana. Neste caso, a probabilidade de

que um dado ponto caia na região em que δ > δc será dada por:

F (> M) =

[
1− erf

(
δc√

2σ(Rf )

)]
, (4.9)

onde erf(x) é a função erro e σ(Rf ) é a flutuação de densidade em Rf . Isto é,

σ =
ρ− < ρ >

< ρ >
. (4.10)

A função de massa é definida de tal modo que

nhalo = f(M ;P − S)dM (4.11)

seja a densidade numérica de halos, que se relaciona com a função probabilidade F (> M)

por:

Mf(M ;P − S)

ρ0

= |dF/dM |, (4.12)

onde ρ0 é a densidade ambiente do Universo. Isto conduz a:
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M2f(M ;P − S)

ρ0

=
dF

d ln(M)
=

∣∣∣∣ dlnσ

dln(M)

∣∣∣∣ ( 2

π

)1/2
δc

σ(M)
exp

(
− δ2

c

2σ(M)2

)
. (4.13)

Expressando a variância em termos do espectro de potência do campo de densidade

linearmente extrapolado para z = 0 (JENKINS et al., 2001), tem-se:

σ2(M, z) =
D2(z)

2π2

∫ ∞
0

k2P (k)W 2(k;M)dk, (4.14)

onde D(z) é o fator de crescimento das perturbações tal que D = 1 em z = 0 (para

Ωm = 1 e ΩΛ = 0) e k é o número de onda associado a escala Rf de um volume V .

O filtro (ou função janela) é dado por W 2 no espaço de Fourier e P (k) é o espectro de

potência das pertubações primordiais.

A função janela mais usada é a “top-hat” (densidade constante dentro da janela) e é dada

por:

W (k,M) =
3

(kRf )3
(sin kRf − kRf cos kRf ) (4.15)

O fator de crescimento para uma cosmologia ΛCDM é (CARROLL; PRESS, 1992):

D(a) =
5ΩM(a).a

2[1− ΩΛ(a) + Ω
4/7
M + 1/2ΩM(a)]

. (4.16)

Quanto, as flutuações de densidade estas podem ser (NETO, 2004):

• Isotérmicas: quando a densidade de radiação é uniforme. Isto é, as flutuações

ocorrem nos bárions enquanto os fótons formam um fundo homogêneo.

• Adiabáticas: quando a entropia permanece constante. Para este caso, as

pertubações afetam tanto os fótons como a matéria.

• Isocurvaturas: quando as densidades de matéria e radiação são anti-

correlacionadas de modo que:

δρrad + δρmat = 0, (4.17)
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assim, neste caso, a flutuação de densidade de energia é nula e, portanto,

inicialmente não há pertubação na curvatura do Universo. Devido à expansão

do Universo, que reduz δρrad, as pertubações da matéria crescem à medida que

z → 0.

A figura abaixo ilustra o comportamento destas pertubações.

Figura 4.2 - Perturbações de densidade isotérmicas, adiabáticas e isocurvaturas.

Fonte: Neto (2004)

A observação das anisotropias da radiação cósmica de fundo mostra que as flutuações

adiabáticas são as que melhor descrevem o processo de formação de estruturas.

Em geral, considera-se que o espectro de flutuações não possui escala privilegiada, o que

implica em:

|σ|2 ∝ kn, (4.18)

que se relaciona com o espectro de potência através de:

P (k) ≡
〈
|σ|2
〉
. (4.19)

O espectro de potência nada mais é do que uma média do quadrado da amplitude das

componentes de Fourier do campo de densidades.

O espectro de potência pode sofrer modificações por uma variedade de processos, tais

como, auto-gravitação, efeitos de pressão e processos dissipativos. Todos estes efeitos são

embutidos na função transferência T (k). Para o cenário ΛCDM temos (BOND et al., 1986):
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P (k) = A.k.T (k), (4.20)

onde A é uma constante de normalização e T (k) é dada por (EFSTATHIOU et al., 1992):

T (k) =
1

{1 + [ak + (bk)3/2 + (ck)2]ν}2/ν
(4.21)

em que, a = (6, 4/Γ)h−1Mpc, b = (3, 0/Γ)h−1Mpc, c = (1, 7/Γ)h−1Mpc e ν = 1.13 e

Γ = Ω0h.

Por fim, a normalização da função de massa de P-S é obtida através da condição:

∫ ∞
−∞

f(σ;P − S)dlnσ−1 = 1. (4.22)

Simulações numéricas do tipo N-corpos (JENKINS et al., 2001) mostram que a função

de massa de PS subestima a abundância de aglomerados de alta massa e sobrestima a

abundância dos aglomerados próximo de uma massa caracteŕıstica M∗. Uma função de

massa que ajusta melhor as simulações, face às observações, é a de Sheth e Tormen (S-T)

(SHETH et al., 2001), que é dada por:

f(σ;S − T ) = A

(
2a

π

)1/2 [
1 +

(
σ2

aδ2
c

)p]
δc
σ
exp

(
−aδ

2
c

2σ2

)
. (4.23)

onde, A = 0, 322, a = 0, 707 e p = 0, 3. Nessa função, são considerados também colapsos

assimétricos e não apenas esféricos como no caso P-S. Em particular, usamos a (4.23) para

obter a fração de bárions em estruturas (como será discutido adiante).

A flutuação de densidade em z = 0 é usualmente medida em uma esfera de 8h−1Mpc, tal

que:

σ8 = σmateria(8h−1Mpc) =
σgal(8h

−1Mpc)

b
. (4.24)

Onde b é o fator de viés (ou“bias”) e σgal é a variância na distribuição de galáxias (matéria

luminosa). O valor observacional de σ8 (PIERPAOLI et al., 2001) para um Universo plano

é σ8 = (0, 50± 0, 04)Ω−0,6
m que resulta em σ8 = (1, 03± 0, 08) para Ωm = 0, 3.
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A partir da função de massa, a densidade comóvel de matéria escura (ρDM) é dada por

(DAIGNE et al., 2006):

ρDM =

∫ ∞
0

dMMfPS(M, z). (4.25)

Considerando que as estrelas só possam ser formadas quando a massa inicial dos halos de

matéria escura seja Mmin, podemos escrever:

ρhalos =

∫ ∞
Mmin

dMMfPS(M, z). (4.26)

Assim, a fração de bárions em estruturas para um determinado “redshift” é dada por:

fb(z) =
ρhalos
ρDM

, (4.27)

enquanto a taxa de acresção de bárions em estruturas será dada por:

ab(t) = ρb

(
dt

dz

)−1 ∣∣∣∣dfb(z)

dz

∣∣∣∣ . (4.28)

A relação entre o tempo e o “redshift” para o modelo ΛCDM é dada por:

dt

dz
=

9, 78h−1Gyr

(1 + z)
√

ΩΛ + Ωm(1 + z)3
. (4.29)

As figuras 4.3 e 4.4 mostram a evolução das funções fb e ab(z) obtidas numericamente a

partir da equação (4.23).

Observe que a fração de bárions em estruturas fb depende da massa mı́nima inicial dos

halos de matéria escura (Mmin), mas veja que para valores de z < 10 as curvas convergem,

indicando que para baixos“redshifts”fb será fracamente dependente de Mmin. Outro ponto

a destacar é que os maiores valores de fb, por todo intervalo de z, ocorrerão a medida que

Mmin diminui. Esse resultado pode ser compreendido lembrando que, no cenário ΛCDM,

pertubações de densidade com maior massa destacam-se da expansão do Universo mais

próximos do presente do que as perturbações associadas com as menores massas.

Assim, quanto maior for o valor de Mmin mais próximo de z = 0 os bárions serão
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Figura 4.3 - Evolução de Bárions em Estruturas Contra o “Redshift”. As várias curvas representam diferentes
valores de Mmin

incorporados em estruturas, reduzindo o valor atual de fb.

Na tabela 4.1 estão os valores, para o presente, da fração de bárions em estruturas

considerando o zini = 40. Algo importante a destacar é que também foram considerados

zini = 20 e 30, porém, não existem variações significativas para fb no presente. Em todos

os casos as diferenças são menores que 1%.

Tabela 4.1 - Fração de Bárions em estruturas no presente

Mmin (M�) 106 107 108 109 1010

fb 64, 0% 61, 1% 57, 5% 53, 2% 47, 7%

A Figura 4.4 mostra a taxa de acresção de bárions. Veja que ab se comporta de forma

muito semelhante a fb, sendo que para menores valores de Mmin, maior será o de ab em

todo intervalo de z.

O ponto fundamental que se coloca agora é como relacionar essas funções com ρ̇∗(z)
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Figura 4.4 - Taxa de Acresção de Bárions em Estruturas contra o “Redshift”.

apresentada no caṕıtulo 3. Essa questão será abordada na próxima seção.

4.3 Formação Estelar- Obtendo a Função ρ̇∗(z)

Supondo-se uma independência entre a probabilidade de formar uma estrela de massa m

e a rapidez de transformação do gás em estrelas, podemos descrever o número de estrelas

formadas por unidade de volume, massa e tempo como sendo:

d3N(m, t, r)

dV dmdt
= φ(m)Ψ(t), (4.30)

onde φ(m) é a função de massa inicial (FMI) que descreve a freqüência de formação de

estrelas para um dado intervalo de massa [m,m + dm] e Ψ(r, t) é a taxa de formação

estelar, que descreve quanto de gás é convertido em estrelas por unidade de tempo.

O espectro inicial de massa é definido de forma que φ(m)dm represente o número de

estrelas formadas ao mesmo tempo, no intervalo de massa [m,m+ dm] e no instante que

começa a queima de hidrogênio na seqüência principal.
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A razão de formação de estrelas como função da massa de estrelas pode ser calculada

a partir da função de luminosidade observada. Salpeter em 1955 introduziu essa idéia a

partir do fato de que uma estrela formada na galáxia passa a maior parte de sua vida na

seqüencia principal, sendo este tempo proporcional a relação entre a massa e a respectiva

luminosidade da estrela. Assim, Salpeter (1955) pôde determinar a função de massa inicial,

φ(m), válida para a vizinhança solar:

φ(m) = Am−(1+x), (4.31)

sendo A uma constante de normalização, pois, embora a (4.31) seja cont́ınua para

qualquer massa m diferente de zero, na prática limita-se a FMI em um intervalo de massa

[minf ,msup] fora do qual φ(m) = 0.

Dessa forma, podemos escrever:

∫ msup

minf

Am−(1+x)mdm = 1. (4.32)

A taxa de formação estelar representa, como citado anteriormente, quanto de gás é

convertido em estrelas por unidade de volume e tempo. É posśıvel que esta função dependa

da quantidade de gás (bárions) dispońıvel, ou seja, da densidade (ou massa) de gás local.

Desta forma, usemos a chamada lei de Schmidt (1959):

d2Mf∗

dV dt
= kρng (r, t), (4.33)

onde ρg é a densidade do gás e n fornece o grau de eficiência na conversão de gás em estrelas

sendo que para cada valor de n obtém-se distintos modelos evolutivos. A constante k será

identificada a seguir.

Porém, também podemos representar a massa de gás convertida em estrelas por unidade

de volume e tempo lembrando que todas as estrelas formadas deverão ter massas

compreendidas no intervalo de 0, 1−140M�. O valor Minf = 0, 1M� corresponde a menor

massa capaz de iniciar processos de fusão nuclear, enquanto oMsup = 140M� é considerado

o limite para que a estrela produza um remanescente do tipo buraco negro.

Dessa forma, podemos escrever:
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d2Mf∗

dV dt
=

[∫ Msup

Minf

φ(m)mdm

]
Ψ(r, t), (4.34)

substituindo (4.31) em (4.34) e levando em conta (4.32), vem :

d2Mf∗

dV dt
= Ψ(r, t). (4.35)

Tomando n = 1 podemos escrever,

d2Mf∗

dV dt
= Ψ(r, t) = kρg(r, t). (4.36)

Dessa forma, a constante k é o inverso da escala de tempo caracteŕıstico de formação

estelar. Uma vez formadas, as estrelas devolvem em seu processo evolutivo matéria na

forma de ventos estelares e supernovas. O cálculo da taxa ejetada pode ser feito a partir

de Ψ(r, t) e φ(m) e além disso, vamos adotar a aproximação de que uma estrela perde

massa somente após um instante de tempo bem definido (τm). Dessa forma, a taxa ejetada

é uma função do número de estrelas de massa (inicial) m nascidas no tempo t − τm (e

que portanto morrem no instante t), e da sua massa remanescente mr. Isto pode ser

representado por:

d2Mej

dV dt
=

∫ Msup

m(t)

(m−mr)φ(m)Ψ(r, t− τm)dm, (4.37)

onde m(t) é a massa no instante em que a estrela sai da seqüencia principal.

A aproximação de perda de massa repentina no final da vida de uma estrela é em geral

razoável, pois para a maior parte das estrelas a perda de massa ocorre numa pequena

fração de tempo de suas vidas.

A equação anterior fica fácil de ser resolvida adotando a “hipótese de reciclagem

instantânea” do gás.

Para isso, vamos considerar que as estrelas podem ser divididas em duas classes de massa.

Aquelas commi ≤ 1M� e formadas num instante t vivem até hoje. Aquelas commi > 1M�

morrem após um curto intervalo de tempo após o nascimento. Isto é τm −→ 0.

Com essa aproximação, o limite inferior da integral (4.37) passa a ser independente do
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tempo. Assim, podemos escrever:

d2Mej

dV dt
=

[∫ msup

Mi

(m−mr)φ(m)dm

]
Ψ(r, t). (4.38)

Definindo a fração retornada y como:

y =

∫ msup

Mi

(m−mr)φ(m)dm, (4.39)

temos:

d2Mej

dV dt
= yΨ(r, t). (4.40)

Veja que y é a fração média de massa depositada em estrelas que é retornada ao meio

interestelar. A comparação de (4.40) com (4.8) permite fazer a identificação:

e(r, t) = yΨ(r, t) (4.41)

Considerando as equações (4.35) e (4.36) podemos reescrever a (4.40) como:

d2Mej

dV dt
= ykρg(r, t) (4.42)

O cálculo do parâmetro y pode ser feito através das seguintes considerações:

a) Estrelas que tenham entrado na seqüencia principal com massa m . 1M�

ainda não evolúıram para a fase de gigante vermelha. Assim, essas estrelas não

contribuem para o cálculo de y;

b) Estrelas que tenham entrado na seqüência principal com 1M� 6 m 6 8M�

deixam, após evolúırem, uma anã-branca com núcleo C −O, sendo que a massa

da remanescente pode ser calculada por:

mr = 0, 1156m+ 0, 4551 (4.43)

onde m é a massa da progenitora;
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c) Uma anã-branca com núcleo degenerado de O −Ne−Mg e massa 1, 35M� é a

remanescente de progenitoras situadas no intervalo de 8− 10M�;

d) Estrelas que tenham iniciado a queima de hidrogênio com massa entre

10M� e 25M� explodem como supernovas do tipo II deixando, como

remanescentes, estrelas de nêutrons com mr = 1, 4M�;

e) Estrelas com massa > 25M� deixam como remanescentes buracos negros com

massa dada pelo caroço de hélio. Isto é

mr = mHe =
13

24
(m− 20) (4.44)

Com o descrito acima, é posśıvel encontrar a fração retornada a partir de (4.39).

Neste ponto falta identificar a forma de Mf∗ em função do tempo. Isso pode ser obtido

se considerarmos a seguinte analogia. Considere uma protogaláxia esférica e isolada. Em

t = tini essa protogaláxia é totalmente gasosa. A partir dáı, as estrelas são formadas a uma

taxa que pode ser representada pela equação (4.33), enquanto que a matéria é retornada

ao meio interestelar a uma taxa dada por (4.42). Se o sistema é isolado, vale a seguinte

equação de conservação:

Ṁg = −Ṁf∗ + Ṁej (4.45)

agora, com o aux́ılio da (4.36) e (4.42) vem,

Ṁg = −(1− y)kMg (4.46)

Integrando a equação anterior de tini à t tem-se:

Mg(t) = MGe
−(1−y)k(t−tini). (4.47)

Considerando que a presente fração de gás em galáxias Mg(t = Thoje)/MG é da ordem de

10−2 − 10−1 obtemos:

1

k
= τ = 2, 0− 4, 5Gyr.
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É importante destacar que a (4.47) foi obtida considerando um “sistema isolado” que

em t = tini inicia o processo de formação estelar. A medida que as estrelas vão sendo

formadas, e evoluem, parte do gás é retornado ao sistema (dentro da aproximação de

reciclagem instantânea).

Apesar de bastante simples, esse cenário é bem pedagógico e nos mostra como obter a

TCFE (ρ̇∗). Isso em razão da formação estelar nos halos de matéria escura ocorrer numa

via parecida com a descrita nesta seção. Contudo, existem algumas diferenças básicas que

são:

• As estruturas (ou densidade de halos) evoluem com o tempo;

• A formação estelar ocorre a partir dos bárions que fluem para as estruturas. Isto

é, através de ab(z) (BARKANA, 2002) ( Daigne et al., 2004; 2006).

Dessa forma, adotamos como TCFE a expressão:

ρ̇∗(t) = αab(t)e
−[(1−y)(t−tini)/τ ] (4.48)

onde α é uma constante de normalização determinada de forma a produzir ρ̇∗(z = 0) =

0, 0163M�yr−1Mpc−3 para todos os modelos. Esse valor corresponde a Ω∗ = 0, 004 em

z = 0 ou 10% de todos os bárions em estrelas. Esse resultado está em acordo com recentes

determinações da densidade de luminosidade do Universo (FUKUGITA; PEEBLES, 2004).

O comportamento dessa função, ao se variar os parâmetros Mmin, τ e x é ilustrado nas

Figuras 4.5, 4.6 e 4.7 respectivamente.

Na Figura 4.5 apresenta-se a dependência entre a massa mı́nima inicial dos halos de

matéria escura e a formação estelar, neste caso, foram fixados τ = 2, 5Gyr e x = 1, 35.

Como os halos que têm maior Mmin destacam-se mais tarde da expansão do Universo,

a matéria bariônica, levará mais tempo para condensar e formar estrelas. Este

comportamento é claramente observado na Figura 4.5 já que, independente do valor de

zini, o pico da TCFE decresce de Mmin = 106M� para Mmin = 1010. O máximo da TCFE

está entre z ∼ 2, 5 (para Mmin = 106M�) e z ∼ 1 (para Mmin = 1010M�).

O interesse do exemplo mostrado na Figura 4.6 é avaliar o comportamento da TCFE ao

variar o valor da escala caracteŕıstica de formação estelar para τ = 2, 5; 3, 0; e 3, 5. Aqui,

foram fixados Mmin = 107 e x = 1, 35.
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Figura 4.5 - Dependência da taxa cósmica de formação estelar com relação a massa ḿınima inicial dos halos
de matéria escura e ao “redshift” (zini).
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Figura 4.6 - Comportamento da taxa cósmica de formação estelar ao se variar τ
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Veja que os máximos ocorrem para valores de z entre 0 e 3. À medida que aumentamos o

valor de τ , os picos diminuem e se aproximam de z = 0. Com isto, observa-se que quanto

maior for a escala caracteŕıstica de formação estelar, menos estrelas serão formadas.

Como a TCFE adotada relaciona-se com a função de massa inicial através da fração

retornada, dada por (4.39), representa-se na Figura 4.7 a variação de x (vide Equação

(4.31)), para 1, 30; 1, 35; e 1, 40.

Figura 4.7 - Modo como o expoente da função de massa inicial afeta a taxa cósmica de formação estelar.

Veja que o pico da TCFE é dependente do valor de x (expoente da função de massa). O

valor x = 1, 30 produz mais estrelas de alta massa do que x = 1, 40. Veja que φ(m)dm

representa o número de estrelas formadas no intervalo [m,m+dm]. Assim, para x = 1, 30

teremos maior fração de bárions retornados ao sistema pelas estrelas de alta massa. Esse
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fator aumenta o parâmetro y (vide Equação (4.39)), o que provoca uma diminuição no

peso do fator de atenuação exponencial. Desta forma, se esperaria que os maiores valores

dos picos de ρ̇∗ fossem para x = 1, 30. Mas é preciso levar em conta que os três casos

foram normalizados pelo fator α descrito anteriormente. Este parâmetro foi α ∼ 0, 58 para

x = 1, 30 e α ∼ 0, 76 para x = 1, 40 respectivamente. Assim, a condição de normalização

que adotamos “força” o pico de ρ̇∗(z) ser ligeiramente maior para x = 1, 40 do que para

x = 1, 30.

Figura 4.8 - Compração entre a TCFE derivada por Springel e Hernquist (2003) e a do presente trabalho.

É importante destacar que a forma de ρ̇∗ obtida via (4.48) é bastante parecida com a

TCFE derivada por Springel e Hernquist (2003) (S-H) em outro contexto. A diferença

básica é que o pico da TCFE desses autores é da ordem de 0, 2M�yr−1Mpc−3, cerca de

um fator 10 maior que a TCFE fornecida pela Equação (4.48). Contudo, a evolução de

ρ̇∗ é muito parecida em ambos os trabalhos, como pode ser visto na Figura 4.8, em que

a curva SFR2 é a TCFE de S-H enquanto a curva SFR1 é a do presente trabalho tendo

τ = 2.5Gy, x = 1, 35 e Mmin = 107.

Assim, a partir das Equações (4.31), (4.32), (4.39) e (4.48) podemos obter a razão

76



diferencial de formação de buracos negros,

dRBN = ρ̇∗(z)φ(m)
dV

dz
dmdz (4.49)

que foi discutida no caṕıtulo 3.

No próximo caṕıtulo apresentamos os resultados desse modelo tomando como parâmetros

cosmológicos ΩΛ = 0, 76; Ωm = 0, 24; Ωb = 0, 04 e h = 0, 73 e σ8 = 0, 84.
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5 RESULTADOS

Nos caṕıtulos anteriores apresentamos o equacionamento que permite caracterizar um

fundo estocástico de ondas gravitacionais (caṕıtulo 3) e fizemos a conexão com um cenário

de formação de estruturas através da TCFE (caṕıtulo 4). Neste caṕıtulo apresentaremos

os principais resultados desse cenário.

5.1 Amplitude do Fundo

Como visto no caṕıtulo 3, a amplitude hBG do fundo estocástico de ondas gravitacionais

em função da freqüência observada νobs é dada por:

h2
BG =

(7, 4.10−20ε
1/2
gw )2

νobs
4π

c

H0

∫ zci

zcf

∫ Mmax

Mmin

(
Mr

M�

)2

(1 + z)−2ρ̇∗(z)G(Ωm,ΩΛ, z
′)φ(m)dmdz.

(5.1)

A largura de banda do fundo é obtida da seguinte consideração. Estrelas com massa

entre 25M� − 140M� deixam buracos negros como remanescentes ao final de suas vidas.

Considerando, como no caṕıtulo 3, que as massas dos buracos negros (remanescentes) são

iguais às massas dos caroços de hélio dessas progenitoras, podemos usar a Equação (3.49)

para obter Mr. Isto é:

Mr; min =
13

24
(25− 20) = 2, 71M� (5.2)

e

Mr; max =
13

24
(140− 20) = 65M�. (5.3)

Substituindo esses resultados em (3.50) temos:

νobs; min = 1, 3× 104

(
M�

Mr; max

)
(1 + zini)

−1Hz, (5.4)

e

νobs; max = 1, 3× 104

(
M�

Mr; min

)
Hz, (5.5)
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Assim, substituindo zini = 20, 30 e 40 nas (5.4) e (5.5) obtemos as bandas em freqüência

dos fundos. Esse resultado é apresentado na Tabela 5.1

Tabela 5.1 - Banda de Freqüência dos fundos estudados

zini νobs; min (Hz) νobs; max (Hz)

20 9, 52 4, 80× 103

30 6, 45 4, 80× 103

40 4, 80 4, 80× 103

A solução da Equação (5.1) é então obtida numericamente fixando valores de νobs entre

νobs; min e νobs; max, nas Equações (5.4) e (5.5) (ou na (3.50)) e obtendo os “redshifts”

mı́nimo e máximo para a integral em z.

Veja contudo que os limites da integral em massa também estão vinculados aos limites da

integral em z. Para ilustrar esse ponto, considere os modelos com zini = 20 e que possuem

largura de banda 9, 52− 4, 80× 103 Hz. Vamos calcular os limites da integração de (5.1)

para νobs = 10 Hz. Os passos a serem seguidos são:

• Determinar zcf via,

zcf =
1, 3× 104

νobsMmax

− 1 =
1, 3× 104

10.65
− 1 = 19 (5.6)

• Determine zci via

zci =
1, 3× 104

νobs.Mmin

− 1 =
1, 3× 104

10.2, 71
= 478, 7 (5.7)

• Veja que zci > zini. Assim, nós fixamos zci = zini e determinamos Mmin via

Mmin =
1, 3× 104

10
(1 + 20)−1 = 61, 9M�. (5.8)

• Os limites da integral em “redshift” são então zcf = 19 e zci = 20, enquanto os

limites da integral em massa são Mmin = 61, 9M� e Mmax = 65M�.

Grosso modo, esse procedimento é repetido para cada νobs de forma a podermos construir a

curva de hBG versus νobs por integração. A Figura 5.1 apresenta essas curvas para τ = 2, 5

Gyr; x = 1, 35 e variando a massa mı́nima de formação dos halos de 106 à 1010 M�.

80



Aqui é importante chamar a atenção do leitor para que não confunda a massa mı́nima de

formação dos halos, que é um parâmetro de entrada do formalismo tipo Press-Schechter

descrito no caṕıtulo 3 com o limite inferior de integral em massa de (5.1).

Veja que a amplitude máxima de hBG é dependente de zini. Isto é, maior zini, maior hBG.

Contudo ao tomarmos zini = 30 ou zini = 40 não existe grande variação da amplitude

máxima de hBG. Isso em razão de que entre esses “redshifts” o fluxo de bárions, para as

estruturas é muito pequeno. Isto é, a massa bariônica total (integrada) nas estruturas é

praticamente a mesma se zini = 30 ou zini = 40.

Na Figura 5.2 nós fixamos a massa mı́nima de formação dos halos em 107M� e variamos

τ entre 2, 5 − 3, 5 Gyr para zini = 20, 30, e 40. Como τ controla a escala caracteŕıstica

de formação estelar, ou seja, “rapidez” com que os bárions são convertidos em estrelas,

as variações produzidas em hBG são mais acentuadas do que as produzidas fixando τ e

variando Mmin de formação de halos (conforme Figura 5.1).

Na Figura 5.3 nós fixamos Mmin em 107M� e τ = 2, 5 Gyr. O parâmetro analisado foi x,

isto é, o expoente da função de massa inicial. É posśıvel ver que a amplitude do fundo é

ligeiramente maior para x = 1, 30 do que para x = 1, 40. Isso em razão da maior produção

de estrelas de alta massa, e portanto, maior produção de buracos negros a baixos“redshifts”

Na Figura 5.4 mostramos a dependência de hBG com a eficiência de geração de ondas

gravitacionais εGW . Consideramos dois valores, εGW = 7, 0× 10−4 (máximo teórico) e um

valor dez vezes menor. Como hBG ∝ ε1/2 a amplitude é um fator de ∼ 3 vezes menor para

εGW = 7, 0× 10−5 quando comparado com o máximo teórico εGW = 7, 0× 10−4.

Na Figura 5.5 estão representados os fundos estudados por de ARAUJO et al. (2004)

(curva F1)e os do presente trabalho (curva F2). Em de ARAUJO et al. foi utilizada a

TCFE de Springel e Hernquist (2003) (vide Figura 4.8), e considerou-se que as massas dos

buracos negros remanescentes são uma fração α das massas progenitoras (mr = αm M�).

A curva F1 é para o caso de α = 0, 1, epsilonGW = 7, 0 × 10−4. Já para o cálculo

da fundo F2 os parametros utilizados foram τ = 2, 5Gy, Mmin = 107M�, x = 1, 35 e

εGW = 7, 0 × 10−4. Note que nesta circuntância o máximo da curva F2 é um fator 10

maior que a F1.

As Tabelas 5.2, 5.3, 5.4 apresentam o valor máximo de hBG, respectivamente, para

zini = 20, 30 e 40 para todos os modelos executados. Essas tabelas servem como uma

espécie de resumo dos gráficos apresentados nesta seção, e permitem uma comparação

mais direta entre os diferentes modelos. Concentramos no valor de hBG máximo (hmax, pois

este é representativo das diferenças entre os vários espectros de hBG × νobs apresentados.
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Figura 5.1 - Amplitude de hBG variando o parâmetro Mmin
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Figura 5.2 - Amplitude de hBG variando o parâmetro τ
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Figura 5.3 - Amplitude de hBG variando o parâmetro x
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Figura 5.4 - Amplitude de hBG variando o parâmetro εGW
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de Araujo, Miranda e Aguiar; 
2004

Presente Trabalho

Figura 5.5 - Amplitude de hBG

Tabela 5.2 - Valor máximo de hBG para zini = 20 A νobs em hmax é igual a 228, 93 Hz.

hmax(×10−25)

x = 1, 30 x = 1, 35 x = 1, 40 x = 1, 35

τ (Gyr) Mini(M�) εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−5

2,5 106 8, 88 8, 65 8, 41 2, 74

2,5 107 8, 85 8, 62 8, 38 2, 73

2,5 108 8, 80 8, 57 8, 33 2, 71

2,5 109 8, 74 8, 50 8, 28 2, 69

2,5 1010 8, 64 8, 41 8, 17 2, 66

3,0 106 8, 04 7, 79 7, 53 2, 46

3,0 107 8, 02 7, 76 7, 50 2, 45

3,0 108 7, 98 7, 73 7, 47 2, 44

3,0 109 7, 93 7, 68 7, 42 2, 43

3,0 1010 7, 86 7, 60 7, 34 2, 40

3,5 106 7, 53 7, 26 6, 99 2, 30

3,5 107 7, 51 7, 24 6, 97 2, 29

3,5 108 7, 48 7, 21 6, 94 2, 28

3,5 109 7, 44 7, 17 6, 90 2, 27

3,5 1010 7, 38 7, 11 6, 84 2, 25
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5.2 Densidade de Energia do Fundo

Com hBG em mãos, a contribuição para a densidade de energia do Universo devido a

propagação das pertubações da métrica, oriundas de emissões estocásticas de objetos, que

colapsam para buracos negros é dada por (vide caṕıtulo 3),

ΩGW =
4π2

3H2
0

ν2
obsh

2
BG. (5.9)

O conhecimento de ΩGW será fundamental para determinar se é posśıvel, ou não, a

detecção de um dado fundo de OG’s.

Nas Figuras 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9, é posśıvel analisar o comportamento de ΩGW . Pode-se notar

claramente que os valores calculados foram sempre << 1. Isso significa que a dinâmica do

Universo não é alterada pela radiação gravitacional das fontes aqui estudadas.

Na Figura 5.6, varia-se Mmin, para τ = 2, 5Gyr e x = 1, 35 fixos. Nesse caso, independente

de zini, as curvas são muito próximas, tendo seus picos diminúıdos ao se aumentar o valor

de Mmin.

O comportamento de ΩGW , com relação a τ é ilustrado pela Figura 5.7, em que assumimos

τ = 2, 5; 3, 0 e 3, 5Gyr. Para este caso, a medida em que o valor de τ cresce, o pico de ΩGW

se desloca para altas freqüências, enquanto diminui em módulo. Isso ocorre em função do

incremento de τ aumentar o peso de ρ̇∗(z) a baixos “redshifts” e portanto, para maiores

valores de νobs. Mas ao mesmo tempo, o aumento de τ “atrasa” a formação estelar para

t ≤ τ , o que justifica a amplitude de ΩGW diminuir com o incremento de τ .

Ao se variar o expoente da Função de Massa Inicial, entre x = 1, 30; 1, 35 e 1, 40, ΩGW

possui um comportamento parecido para todos os valores de zini estudados, sendo os picos

maiores para menores valores de x (Figura 5.8), como discutido na seção precedente.

Veja também, na Figura 5.9, que para εGW = 7, 0× 10−5, ΩGW será dez vezes menor, em

relação aquele calculado para εGW = 7, 0× 10−4, como é de se esperar.
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Figura 5.6 - Densidade de Energia do Fundo variando o parâmetro Mmin
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Figura 5.7 - Densidade de Energia do Fundo variando o parâmetro τ
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Figura 5.8 - Densidade de Energia do Fundo variando o parâmetro x
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Figura 5.9 - Variação εGW = 7, 0× 10−5 e εGW = 7, 0× 10−4 para x = 1, 35
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5.3 Razão Sinal/Rúıdo (S/N)

No Caṕıtulo 3 obtivemos a equação que permite, para um dado fundo estocástico de OG’s,

determinar a razão S/N a partir da correlação dos sinais de sáıda de dois interferômetros

laser. Tomando então a Equação (3.33) e representando a freqüência observada como νobs,

enquanto as densidades espectrais de rúıdo dos detectores serão representadas como S
(1)
n

e S
(2)
n , nós podemos reescrever (3.33) como,

(
S

N

)2

=
9H4

0

50π4
T

∫ ∞
0

γ2Ω2
gw

ν6
obsS

(1)
n S

(2)
n

dνobs, (5.10)

Na equação anterior, T é o tempo de integração dos sinais e γ é a “Overlap-Reduction

Function”. Essa função depende das posições e orientações relativas dos braços dos

interferômetros. Flanagan (1993) foi o primeiro a obter a função γ para os observatórios

LIGO. Em particular, a melhor janela para detecção de um sinal está na faixa de

0 < νobs < 64 Hz, onde a função γ possui a maior magnitude.

A expressão para γ é (FLANAGAN, 1993; ALLEN, 1997):

γab = Aj0(α) +B
j1(α)

α
+ C

j2(α)

α2
, (5.11)

onde j0(α), j1(α) e j2(α) são funções esféricas de Bessel, dadas por,

j0(α) =
sin(α)

α
; (5.12)

j1(α) =
sin(α)

α2
− cos(α)

α
; (5.13)

j2(α) =
3

α
j1(α)− j0(α). (5.14)

O parâmetro α depende da freqüência (νobs) e da separação dos detectores. Isto é,

α = 2πνobs|∆−→x |/c. Como discutido no Caṕıtulo 3, |∆−→x | ' 2.998 km para os LIGO’s

em Hanford e na Louisiana. Isso permite re-escrever α como α = πνobs/50.

As constantes de normalização A, B e C em (5.11) estão relacionadas com as posições

e orientações dos braços dos interferômetros. Seus valores são: A = −0, 12482; B =
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−2, 90014 e C = 3, 0087 (FLANAGAN, 1993).

As densidades espectrais para os rúıdos intŕınsecos dos detectores são obtidas do trabalho

de Owen e Sathyaprakash (1999). As expressões são:

a) LIGO I:

S =
s0

3

[( ν0

νobs

)
+ 2

(
νobs
ν0

)]
, (5.15)

onde s0 = 4, 4.10−46Hz−1 e ν0 = 175Hz.

b) LIGO II:

S =
s0

11

{
2

(
ν0

νobs

)9/2

+
9

2

[
1 +

(
νobs
ν0

)2
]}

, (5.16)

onde S0 = 7, 9.10−48Hz−1 e ν0 = 110Hz.

c) LIGO III,

S =
s0

5

{(
ν0

νobs

)
+ 2

[
1 +

(
νobs
ν0

)2
]}

(5.17)

com S0 = 2, 3.10−48Hz−1 e ν0 = 75 Hz.

Acima, LIGO I é a configuração inicial dos detectores. LIGO II representa a configuração

intermediária, prevista para ser atingida em 2008. LIGO III é a configuração avançada

prevista para ser atingida em 2012 (vide, em particular, os avanços quanto a sensibilidade

dos observatórios LIGO em Shoemaker (2007)).

Agora nós estamos em condições de obter as razões (S/N) dadas por (5.10) integrando

numericamente as densidades de energia obtidas na seção anterior. Os resultados são

fornecidos nas Tabelas 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8 para alguns modelos selecionados, Em todos eles

o tempo de integração é de 1 ano.

Em particular, todos os modelos apresentam S/N < 1, o que torna dif́ıcil sua detecção

dentro do cenário aqui proposto para ρ̇∗. Contudo, veja que se a escala caracteŕıstica de

formação estelar é próxima a 2, 5 Gyr, se a eficiência de geração de ondas gravitacionais

é próxima do máximo teórico (εGW = 7, 0× 10−4) e se as primeiras estrelas são formadas

em z & 30, as razões sinal/rúıdo são (S/N) ∼ 0, 7.

Isso mostra que em prinćıpio existiria a possibilidade de termos sinais com (S/N) > 1 se

introduzirmos um terceiro interferômetro na análise. Isto é, fazendo correlação dos sinais
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de três interferômetros. É importante destacar que a nossa TCFE é bem mais conservadora

do que a TCFE derivada por Springel e Hernquist (2003). Em particular, de ARAUJO et

al. (2004) obtiveram (S/N) & 10 usando a TCFE desses autores.

É portanto nosso objetivo, numa extensão deste trabalho, derivar outras expressões para

ρ̇∗ além de introduzir, como colocado acima, mais um interferômetro no cálculo da razão

(S/N).

Em todos os casos, vemos que a razão sinal/rúıdo aumenta quando se passa de zini = 20

para zini = 40. Por outro lado a medida que cresce o valor de Mmin de 106 − 1010M�

essa razão torna-se menor. O mesmo comportamento de diminuição do valor da razão, é

observado ao seguir de x = 1, 30 para x = 1, 40 e ao se aumentar τ , assumindo valores

entre de 2, 5Gyr e 3, 5Gyr.

94



Tabela 5.3 - Valor máximos de hBG para zini = 30. A νobs em hmax é igual a 200, 11 Hz.

hmax(×10−25)

x = 1, 30 x = 1, 35 x = 1, 40 x = 1, 35

τ (Gyr) Mini(M�) εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−5

2,5 106 9, 66 9, 38 9, 10 2, 97

2,5 107 9, 62 9, 34 9, 06 2, 95

2,5 108 9, 58 9, 29 9, 01 2, 94

2,5 109 9, 50 9, 22 8, 94 2, 91

2,5 1010 9, 40 9, 11 8, 83 2, 88

3,0 106 8, 75 8, 45 8, 14 2, 67

3,0 107 8, 72 8, 42 8, 12 2, 66

3,0 108 8, 69 8, 38 8, 08 2, 65

3,0 109 8, 63 8, 33 8, 02 2, 63

3,0 1010 8, 55 8, 24 7, 94 2, 61

3,5 106 8, 20 7, 89 7, 87 2, 50

3,5 107 8, 18 7, 86 7, 86 2, 49

3,5 108 8, 15 7, 83 7, 83 2, 48

3,5 109 8, 10 7, 79 7, 47 2, 46

3,5 1010 8, 03 7, 72 7, 41 2, 44
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Tabela 5.4 - Valor máximos de hBG para zini = 40. A νobs em hmax é igual a 200, 52 Hz.

hmax(×10−25)

x = 1, 30 x = 1, 35 x = 1, 40 x = 1, 35

τ (Gyr) Mini(M�) εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−4

εGW =
7, 0× 10−5

2,5 106 9, 70 9, 42 9, 14 2, 98

2,5 107 9, 67 9, 39 9, 10 2, 97

2,5 108 9, 62 9, 34 9, 05 2, 95

2,5 109 9, 55 9, 27 8, 98 2, 93

2,5 1010 9, 44 9, 16 8, 87 2, 90

3,0 106 8, 79 8, 48 8, 18 2, 68

3,0 107 8, 76 8, 45 8, 15 2, 67

3,0 108 8, 72 8, 42 8, 11 2, 66

3,0 109 8, 66 8, 36 8, 06 2, 64

3,0 1010 8, 58 8, 28 7, 98 2, 62

3,5 106 8, 23 7, 91 7, 60 2, 50

3,5 107 8, 20 7, 89 7, 58 2, 49

3,5 108 8, 17 7, 86 7, 55 2, 48

3,5 109 8, 13 7, 81 7, 50 2, 47

3,5 1010 8, 06 7, 75 7, 43 2, 45
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Tabela 5.5 - Razão sinal/rúıdo para z = 20 e τ = 2, 5Gyr.

x = 1, 30 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 1, 47.10−3 1, 46.10−3 1, 44.10−3 1, 42×10−3 1, 39×10−3

S/N LIGO II 6, 45×10−2 6, 36×10−2 6, 23×10−2 6, 06×10−2 5, 80×10−2

S/N LIGO III 1, 88×10−1 1, 4× 10−1 1, 78×10−1 1, 69×10−1 1, 57×10−1

x = 1, 35 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 1, 38×10−3 1, 37×10−3 1, 36×10−3 1, 33×10−3 1, 30×10−3

S/N LIGO II 5, 96×10−2 5, 87×10−2 5, 76×10−2 5, 59×10−2 5, 35×10−2

S/N LIGO III 1, 77×10−1 1, 69×10−1 1, 63×10−1 1, 55×10−1 1, 44×10−1

x = 1, 40 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 1, 29×10−3 1, 28×10−3 1, 27×10−3 1, 25×10−3 1, 22×10−3

S/N LIGO II 5, 48×10−2 5, 40×10−2 5, 29×10−2 5, 14×10−2 4, 92×10−2

S/N LIGO III 1, 58×10−1 1, 54×10−1 1, 48×10−1 1, 41×10−1 1, 31×10−1

x = 1, 35 εGW = 7, 0× 10−5

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 1, 38×10−4 1, 37×10−4 1, 36×10−4 1, 33×10−4 1, 30×10−4

S/N LIGO II 5, 96×10−3 5, 87×10−3 5, 76×10−3 5, 59×10−3 5, 35×10−3

S/N LIGO III 1, 73×10−2 1, 69×10−2 1, 63×10−2 1, 55×10−2 1, 44×10−2
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Tabela 5.6 - Razão sinal/rúıdo para z = 20 e τ = 3, 5Gyr.

x = 1, 30 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 1, 04×10−3 1, 04×10−3 1, 03×10−3 1, 02×10−3 9, 98×10−4

S/N LIGO II 4, 05×10−2 4, 01×10−2 3, 96×10−2 3, 88×10−2 3, 76×10−2

S/N LIGO III 1, 02×10−1 1, 00×10−1 9, 77×10−2 9, 41×10−2 6, 47×10−2

x = 1, 35 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 9, 60×10−4 9, 55×10−4 9, 47×10−4 9, 35×10−4 9, 18×10−4

S/N LIGO II 3, 68×10−2 3, 65×10−2 3, 59×10−2 3, 52×10−2 3, 42×10−2

S/N LIGO III 9, 16×10−2 8, 99×10−2 8, 77×10−2 8, 45×10−2 7, 99×10−2

x = 1, 40 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 8, 82×10−4 8, 77×10−4 8, 70×10−4 8, 59×10−4 8, 43×10−4

S/N LIGO II 3, 33×10−2 3, 30×10−2 3, 26×10−2 3, 19×10−2 3, 10×10−2

S/N LIGO III 8, 18×10−2 8, 03×10−2 7, 83×10−2 7, 55×10−2 7, 14×10−2

x = 1, 35 εGW = 7, 0× 10−5

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 9, 60×10−5 9, 54×10−5 9, 46×10−5 9, 35×10−5 9, 18×10−5

S/N LIGO II 3, 68×10−3 3, 64×10−3 3, 59×10−3 3, 52×10−3 3, 42×10−3

S/N LIGO III 9, 16×10−3 8, 99×10−3 8, 77×10−3 8, 45×10−3 7, 99×10−3
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Tabela 5.7 - Razão sinal/rúıdo para z = 40 e τ = 2, 5Gyr.

x = 1, 30 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 6, 07×10−3 6, 00×10−3 5, 91×10−3 5, 78×10−3 5, 59×10−3

S/N LIGO II 3, 32×10−1 3, 28×10−1 3, 22×10−1 3, 14×10−1 3, 02×10−1

S/N LIGO III 7, 39×10−1 7, 29×10−1 7, 15×10−1 6, 95×10−1 6, 66×10−1

x = 1, 35 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 5, 98×10−3 5, 92×10−3 5, 82×10−3 5, 69×10−3 5, 50×10−3

S/N LIGO II 3, 29×10−1 3, 25×10−1 3, 19×10−1 3, 11×10−1 2, 99×10−1

S/N LIGO III 7, 31×10−1 7, 21×10−1 7, 07×10−1 6, 88×10−1 6, 59×10−1

x = 1, 40 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 5, 87×10−3 5, 80×10−3 5, 70×10−3 5, 57×10−3 5, 38×10−3

S/N LIGO II 3, 25×10−1 3, 21×10−1 3, 15×10−1 3, 07×10−1 2, 94×10−1

S/N LIGO III 7, 20×10−1 7, 10×10−1 6, 96×10−1 6, 77×10−1 6, 48×10−1

x = 1, 35 εGW = 7, 0× 10−5

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 5, 98×10−4 5, 92×10−4 5, 82×10−4 5, 69×10−4 5, 50×10−4

S/N LIGO II 3, 29×10−2 3, 25×10−2 3, 19×10−2 3, 11×10−2 2, 99×10−2

S/N LIGO III 7, 31×10−2 7, 22×10−2 7, 07×10−2 6, 88×10−2 6, 59×10−2
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Tabela 5.8 - Razão sinal/rúıdo para z = 40 e τ = 3, 5Gyr.

x = 1, 30 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 3, 84×10−3 3, 81×10−3 3, 76×10−3 3, 69×10−3 3, 59×10−3

S/N LIGO II 2, 00×10−1 1, 98×10−1 1, 95×10−1 1, 91×10−1 1, 85×10−1

S/N LIGO III 4, 37×10−1 4, 32×10−1 4, 25×10−1 4, 15×10−1 4, 01×10−1

x = 1, 35 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 3, 69×10−3 3, 66×10−3 3, 61×10−3 3, 55×10−3 3, 45×10−3

S/N LIGO II 1, 94×10−1 1, 91×10−1 1, 89×10−1 1, 84×10−1 1, 78×10−1

S/N LIGO III 4, 23×10−1 4, 18×10−1 4, 11×10−1 4, 01×10−1 3, 87×10−1

x = 1, 40 εGW = 7, 0× 10−4

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 3, 53×10−3 3, 50×10−3 3, 45×10−3 3, 39×10−3 3, 29×10−3

S/N LIGO II 1, 86×10−1 1, 84×10−1 1, 81×10−1 1, 77×10−1 1, 71×10−1

S/N LIGO III 4, 06×10−1 4, 01×10−1 3, 95×10−1 3, 86×10−1 3, 72×10−1

x = 1, 35 εGW = 7, 0× 10−5

Mmim (M�) 106 107 108 109 1010

S/N LIGO I 3, 69×10−4 3, 66×10−4 3, 61×10−4 3, 55×10−4 3, 45×10−4

S/N LIGO II 1, 94×10−2 1, 91×10−2 1, 89×10−2 1, 84×10−2 1, 78×10−2

S/N LIGO III 4, 23×10−2 4, 18×10−2 4, 11×10−2 4, 01×10−2 3, 87×10−2
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6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho foi apresentado um modelo“hierárquico”de formação de estruturas, dentro

do cenário de matéria escura fria mais constante cosmológica. Neste utilizou-se como

ferramenta para o cálculo da evolução dos halos de materia escura, o formalismo tipo

Press-Schechter, adotando uma função de massa desses halos que leva em consideração

colapsos assimétricos. Assim, foi posśıvel obter a fração de massa bariônica presente em

estruturas em um dado instante. A partir disso calculamos a razão diferencial com que

essa matéria é acretada.

Partindo então do conhecimento da taxa de acresção de matéria bariônica, chegou-se à

taxa cósmica de formação estelar (TCFE). Foi então visto que, independentemente do

ponto em “redshift” que se considera iniciar a formação estelar, os máximos da TCFE

decrescem com o aumento de massa mı́nima inicial dos halos de matéria escura, e que ao

se aumentar a escala caracteŕıstica de formação estelar ocorre uma diminuição no número

de estrelas formadas, ao mesmo tempo que seus máximos se aproximam do presente.

Tendo este modelo, fisicamente adequado para a descrição da TCFE, calculou-se o fundo

estocástico de OG’s gerado pelo colapso de estrelas para buracos negros. Para os três casos

de zini (20, 30 e 40), ao se aumentar o valor da massa mı́nima inicial dos halos de matéria

escura, do tempo caracteŕıstico de formação estelar e do expoente da função de massa

inicial, o fundo sofreu uma diminuição da sua amplitude. Também viu-se que ao se diminuir

a eficiência de geração de OG’s, as amplitudes do fundo diminúıram consideravelmente. Do

mesmo modo, foi observado que a contribuição para a densidade de energia do Universo das

fontes aqui estudadas são muito menores que um, não alterando a dinâmica do Universo.

Obtivemos também a razão sinal/rúıdo para dois detectores interferométricos LIGO nas

configurações: inicial, intermediária e avançada. Em todos os casos esta razão foi menor

que um (valor máximo (S/N) ∼ 0, 7), mas foi posśıvel notar que os maiores valores obtidos

correspondem a zini = 40, massa mı́nima inicial dos halos de matéria escura de 106M�,

tempo caracteŕıstico de formação estelar ∼ 2, 5 Gyr, expoente da função de massa inicial

de 1, 30 e eficiência de geração de ondas gravitacionais de 7, 0× 10−4.

O modelo estudado no presente trabalho pode ser melhorado através da inclusão de novos

parâmetros, tais como retorno de matéria do meio interestelar para o meio intergaláctico.

Poderia também ser considerado que a formação estelar não depende somente da acresção

de matéria bariônica em estruturas, mas que a fusão de halos tem um papel importante

no processo de resfriamento dos bárions e formação estelar. Mesmo assim, o modelo é

robusto, pois permitiu um estudo abrangente que envolve: a evolução do Universo em
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grande escala, os processo que conduzem a formação de galáxias e estrelas, assim como

os mecanismos de geração e detecção de ondas gravitacionais. Podendo assim contribuir

para a reconstrução da história cósmica a partir da detecção de ondas gravitacionais.

Outras extensões posśıveis para este trabalho são a inclusão de un terceiro (ou quarto)

interferômetro, melhorando a correlação dos sinais e, portanto, aumentando as razões S/N

dos modelos aqui estudados. Além disso, pretendemos substituir o papel da constante

cosmológica, neste cenário, por um campo escalar de forma a verificar se existe uma

assinatura interessante, em ondas gravitacionais, advinda da introdução desse novo

componente.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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