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RESUMO

O Problema Restrito de Trés Corpos prevé a existéncia de varias familias de orbitas
periddicas no Sistema Terra-Lua. Neste trabalho, estudamos duas delas — a Familia G de
oOrbitas periddicas diretas ao redor de L1 e a Familia H2 de orbitas periddicas diretas ao

redor da Lua. Nossas investigaces consideraram, aém do Problema Restrito de Trés
Corpos, o problema de quatro corpos Sol-Terra-Lua-sonda acrescido das perturbactes
devidas a0 achatamento terrestre e a pressdo de radiagdo solar. Entdo, a partir das
oOrbitas da Familia G, definimos dois conjuntos de trgjetérias que formam elos entre a
Terra e a Lua, cujas caracteristicas permitem transferéncias entre Orbitas terrestres e
lunares de baixa altitude e grandes inclinagbes, e uma rota de escape do Sistema Terra-

Lua. JAapartir das érbitas da Familia H2, definimos um conjunto de trgjetorias estaveis
ao redor da Lua e outro que forma rotas de escape e capturada Lua atravéesde L1 e L2.






ALTERNATIVE PATHSIN THE EARTH-MOON SYSTEM

ABSTRACT

The Restricted Three Body Problem predicts the existence of the several families of
periodic orbits in the Earth-Moon System. In this work, we studied two of them — the
Family G of direct periodic orbits around the L1 and the Family H2 of direct periodic
orbits around the Moon. Our investigations considered, besides the Restricted Three
body Problem, the Four Body Problem Sun-Earth-Moon-probe added of the due
disturbances to the terrestrial oblateness and the pressure of solar radiation. Then, from
the Family G’s orbits, we defined two groups of paths that form links among the Earth
and the Moon, whose characteristics allow transfers among terrestrial and lunar orbits of
low dtitude and large inclinations, and a route of escape of the System Earth-Moon.
Already starting from Family H2's orbits, we defined a group of stable paths around of
the Moon and another that forms routes of escape and capture of the Moon through L1 e
L2
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1 RetrospectivaHistorica

O fascinio de homem pela Lua remonta a pré-histéria. Por milénios, ela orientou os
camponeses nos plantios e colheitas, serviu — e ainda serve em algumas culturas — como
calendario, guiou némades e navegantes, inspirou poetas e fomentou nosso imaginario
personificando deuses e mitos populares. Tamanho € este fascinio, que menos de 1 ano
apos o lancamento do primeiro satélite artificial, o Sputnik, em 4 de outubro de 1957
pela antiga Unido Soviética, foi langada a primeira sonda com destino a Lua, a Able 1,
em agosto de 1958 pelos Estados Unidos. Tal engenho sofreu pane ao atingir 77km da
superficie terrestre. No entanto, em 04 de janeiro de 1959, a sonda Soviética Luna 1
passou a 5.955km da superficie da Lua e, em 13 de setembro deste ano, a também
Soviética Luna 2 tornou-se o primeiro objeto construido pelo homem a atingir a
superficie lunar. Apesar de fatores politicos terem sido preponderantes nos primeiros
anos da era espacial, ndo podemos negar que este fascinio também norteou as cabegas
da época, pois nos dois primeiros anos da exploragdo espacial foram executadas 9
missdes com destino ao nosso satélite (Mourdo, 1995). O interesse pela Lua continuou
grande e até meados da década de setenta foram executadas 75 missdes de sondas
automaticas com o objetivo de estudala. Além dessas, também foram executadas 17
missdes do projeto Apollo, das quais 6 aunissaram levando tripulacbes humanas que de
|4 trouxeram 386, 7kg de rochas.

ApOs a década de setenta, o interesse pela Lua diminuiu e entre 1977 e 1990
nenhuma missdo tripulada ou automatica retornou aos seus dominios, pelo menos,
diretamente para estuda-la. Entretanto, em 1994, num feiz acaso, a sonda Norte
Americana Clementine (Jeffrey, 2003; Monserrat, 2002; Regeon, 2002 e Feldman et al,
1998), destinada a pesquisas de cardter militar, reverteu esta situacdo. Ao orbitar a Lua
por 71 dias, a Clementine mapeou 38.000.000knT de sua superficie em 11 comprimen-

tos de ondas diferentes e, através de um experimento improvisado de radar, descobriu
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indicios de gelo em regifes do pdlo Sul lunar permanentemente sombreadas. A misséo
também constatou que as regides proximas aos pélos possuem ambientes mais amenos
para a instalacdo de futuras bases lunares. Com o objetivo de confirmar as deteccOes da
Clementine, foi enviada em janeiro de 1998, pela Agéncia Espacial dos Estados Unidos
- National Aeronautics and Space Administration (NASA), a sonda Lunar Prospector
gue mapeou a superficie a Lua por um ano em Orbitas baixas, cerca de 100km de
atitude. Ela levou a bordo, entre outros equipamentos, um espectrometro de Néutrons
capaz de detectar hidrogénio e, portanto, agua indiretamente. Os dados colhidos pela
missdo reforgaram os indicios de gelo na Lua. Em outras frentes de pesquisa, a Lunar

Prospector estudou o campo magnético, a crosta e as atividades tectonicas lunares.

Além da Clementine e da Lunar Prospector, em 1990, a sonda Galileo (NASA), a
caminho de Jlpiter, passou pela Lua e forneceu importantes informagdes sobre o
hemisfério Sul de sua face oculta revelando indicios da presenca de Ferro em alguns
maria. Em 1991, a Hiten, primeira sonda japonesa entrou em Orbita da Lua depois de
uma manobra envolvendo o fendbmeno de captura gravitaciona @Belbruno e Miller,
1990a). Em agosto de 2003, foi lancada a SMART 1, primeira sonda lunar da Agéncia
Espacial Européia - European Space Agency (ESA). A SMART 1 chegou a Lua em
novembro de 2004 com objetivo de investigar com suas camaras e espectrometros os
recursos minerais lunares e as crateras escuras a procura de gelo. A Agéncia Espacial
Chinesa - China National Space Agency (CNSA), tem planos de lancar em dezembro
2006 sua primeira sonda lunar, a Chang'e 1, e entre 2010 e 2012, uma missdo
automética dotada de um veiculo para explorar 0 solo e 0 subsolo da Lua. Para 2015, a
China também tem planos de enviar uma outra misséo automatica para coletar e trazer a
Terra amostras do solo e de rochas lunares. Esta previsto para 2008 o lancamento da
sonda Norte Americana Reconnaissance com a missao de procurar gelo e locais para
mineragdo. Também em 2008, a Agéncia Espacial Indiana - Indian Space Research
Organization (ISRO), pretende enviar sua primeira sonda a Lua, a Chandrayaan-1, que
ficara em drbita polar por dois anos. Até 2020, outras missdes lunares estdo sendo
plangjadas pela NASA, ESA, CNSA, ISRO, Agéncia Espacial Russa - Russian Space
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Agency (RKA) e a Agéncia Espacial Japonesa - National Development Space Agency
(NASDA).

1.2 Motivagdo

Os fortes indicios da presenca de gelo nas crateras do polo Sul lunar detectadas pela
Clementine e Lunar Prospector reacenderam, sem davidas, o interesse pela exploracéo
da Lua Contudo, sd0 necessarias mais investigacbes para levantar informagdes
verdadeiramente conclusivas sobre esta descoberta, 0 que podera ser feito pelas missoes
previstas para o futuro, tal como descrito na Segdo anterior. Ainda sobre este fato, ha
estimativas de 11 a 300 milhdes de tonelada de gelo a cerca de meio metro da superficie
lunar (Monserrat, 2002 e Feldman et al, 1998). Este ndo € um gelo comum, mas sim,
uma porcdo de gelo com idade que pode chegar a 4 bilhdes de anos, e ainda esta4
misturado ao solo, portanto, de qualquer forma, sua utilizagdo demanda muitos estudos.
Todavia, ele podera prover as futuras bases lunares com a agua essencia a vida, e
através de seu fracionamento em oxigénio e hidrogénio. Fornecer ar puro e combustivel
para foguetes.

Por outro lado, o interesse pela Lua ndo deve estar calcado somente na presenca de
&gua em suas crateras, mas também em outros beneficios que sua exploracdo podera
gerar. Por exemplo, apesar ser 0 corpo celeste mais conhecido pelo homem, ela ainda
guarda inUmeros segredos sobre sua origem e estrutura interna. Sua superficie,
praticamente intacta durante os ultimos 4 bilhdes de anos, pode conter as informagdes
gue precisamos para entender a evolucao do Sistema Solar, principalmente dos planetas
rochosos internos (Mercuario, Vénus, Terra e Marte). A Lua € um ponto de observacéo
privilegiado, sem atmosfera. Telescdpios nela instalados poderdo vasculhar a imensidao
do Universo sem as interferéncias comuns do ambiente terrestre. Sua superficie também
€ rica em hélio-3 e em hidrogénio pesado (deutério) trazidos pelo vento solar; tais
elementos poder&o aimentar os futuros reatores de fusdo nuclear. Seu subsolo pode
conter reservas de minerais essenciais ao nosso futuro. As tripulacdes das futuras bases
lunares poder&o redlizar estudos que nos ensinaram a viver e a trabalhar no espaco,
sintetizar novos compostos destinados as indUstrias farmacéutica, aeroespacial,

eletroeletronica, entre outras. E, é claro, tais bases também poderdo alojar e treinar as
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tripulagdes dos futuros e longos voos interplanetérios com destino a Mate e aos outros
rincOes do nosso Sistema Solar.

Como podemos ver, a exploracdo da Lua oferece, além de desafios a ciéncia, grandes
oportunidades de desenvolvimento tecnoldgico para diversas areas das atividades
humanas. Mas, ap0s 0 esvaziamento dos interesses estratégicos da geopolitica das
décadas de 60 e 70, quando os governos arcavam sozinhos com os custos altissimos dos
programas espaciais, ainda estamos esperando uma nova onda de motivacdo para
voltarmos a Lua. Quem sabe, desta vez, a motivacdo sga de ordem econdmica e
bastante forte para mobilizar ndo s6 os governos, mas também os investidores privados

essenciais para os préximos capitul os da exploracéo espacial.

1.3 Objetivos

Levando em conta que venha a se estabelecer em um futuro préximo uma exploracdo
continua de cunho cientifico e comercial do Sistema Solar, caberd a Lua, pelos diversos
aspectos discutidos nas secOes anteriores, um papel de extrema relevancia neste
empreendimento. Por outro lado, os futuros véos espaciais com destino a L ua dependem
do desenvolvimento de procedimentos que reduzam o consumo de combustivel para
torna-los economicamente viaveis sem, no entanto, serem muito longos.

Com isto em mente, nés desenvolvemos este trabalho com objetivo de estudar
trgjetorias aternativas de baixo custo no Sistema Terra-Lua. Basicamente, investigamos
os parametros de utilizacdo de dois conjuntos de trgetorias bem definidas no Sistema
TeraLua (Broucke, 1968) capazes de: 1) Efetuar transferéncias diretas e/ou
direcionadas entre drbitas de estacionamentos terrestres e lunares de baixas altitudes,
inclusive orbitas lunares de grandes inclinacGes, com tempo de vdo entre 13 e 16 dias.
Este conjunto de trajetorias deriva da Familia G de érbitas periddicas diretas ao redor do
ponto de equilibrio Lagrangeano L1 (A definicdo dos pontos de equilibrio Lagrangeano
esta presente no Capitulo 3). 2.) Manter em Orbita da Lua por um periodo de tempo
igual ou superior a 1000 dias, com baixos custos de manutencdo, veiculos espaciais
destinados a redlizar um grande nimero de missdes em prol das futuras bases lunares.
Estes veiculos poderdo ser satélites de comunicagdes, sensoriamento remoto, sondas em

missdes de logistica e em espera para manobras de rendezvous. Este conjunto, por sua
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vez, deriva da Familia H2 de drbitas periddicas diretas ao redor da Lua. Estes dois
conjuntos de trgjetérias sdo preditos pelo problema restrito de trés corpos Terra-Lua

particula Broucke, 1968; Winter e Vieira Neto, 2002). Contudo, nos também os
estudamos empreendendo extensivas investigacdes numeéricas considerando um sistema
dindmico mais complexo e redlista, o problema de quatro corpos Sol-Terra-Lua

particula que leva em conta a excentricidade da 6rbita da Terra e a excentricidade e
inclinac8o da oOrbita da Lua, o achatamento terrestre e a pressdo de radiagcéo solar sobre
o veiculo.

1.4 Organizacao

Este trabalho esta organizado em 11 capitulos e trés apéndices. Neste primeiro Capitulo
dissertamos sobre 0 avo de nosso estudo e sobre nossas motivacdes e objetivos. No
segundo Capitulo, fazemos uma revisdo bibliografica dos principais conceitos e
trabalhos cientificos que relacionados a nossas pesquisas. O terceiro Capitulo contém o
desenvolvimento dos fundamentos fisicos e matematicos que ddo embasamento as
nossas investigagdes numéricas. No quarto, quinto, sexto e sétimo Capitulos, descré-
veremos as investigacbes sobre o primeiro conjunto de trajetorias capazes de efetuar
transferéncias no Sistema Terra-Lua a baixo custo. No oitavo, nono e décimo Capitul os,
apresentaremos as investigacdes sobre uma regido de Orbitas estévels ao redor da Lua, a
gual corresponde ao segundo conjunto de trajetérias abordado. O décimo primeiro
Capitulo traz as conclusdes gerais sobre o trabaho. Nos Apéndices A, B e C,
desenvolvemos de forma rapida e objetiva topicos sobre Mecénica Orbital relevantes ao

desenvolvimento desta tese.
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CAPITULO 2
REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Introducéo

O objetivo deste Capitulo é fazer uma revisdo sucinta dos principais trabalhos existentes
na literatura relacionados aos temas aqui desenvolvidos. Estes trabalhos serviram de
motivacdo, fundamentacdo, enriquecimento e consulta.

Sendo esta uma tese desenvolvida sob 0 escopo da Mecanica Celeste, trabalhos de
vérias de suas subareas serviram de norte aos nossos propdsitos, mas podemos consi-
derar seu desenvolvimento atrelado a duas delas principa mente:

1.) Orbitas Periodicas e Quase-periodicas;

2.) Manobras orbitais e captura gravitacional.

Com efeito, este Capitulo tem a seguinte organizagdo: na proxima Segdo,
apontaremos o0s sistemas dinamicos que fundamentam este trabalho, entretanto, o
aprofundamento em seus model os mateméticos é feito no préximo Capitulo. Nas Secdes
seguintes, apresentaremos 0s conceitos e discutiremos os principais trabalhos de

referéncia das subareas acima.

2.2 Sistemas Dinamicos

Trés sistemas dinamicos foram utilizados neste trabalho. Aqui, descreveremos suas
principais caracteristicas qualitativamente, deixando para o préoximo Capitulo uma

descricdo matematica mais detalhada.

Problema de dois corpos. E amplamente conhecido e o Uinico que possui solucio
analitica, podendo assim, ser considerado para obtencéo de solucfes aproximadas em
vé&rias partes da Mecanica Celeste. Porém as aplicagbes atuais exigem sistemas

dinadmicos mais complexos como os problemas restritos de trés e o de quatro corpos, por
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exemplo. Neste trabalho, o problema de dois corpos foi utilizado para obter os
elementos orbitais osculadores de trgjetérias encontradas para os problemas de trés e
quatro corpos. Por ser bem conhecido, o problema de dois corpos néo é discutido no
terceiro Capitulo, mas boas descricdes sobre ele podem ser encontradas em Bate et al
(1971) e Murray e Dermott (1999).

Problema restrito de trés corpos (PR3C): E um caso particular do problema geral
de trés corpos, como descreveremos no proximo Capitulo. Neste caso, a palavra restrito
determina que o terceiro corpo sga uma particula de massa negligenciavel, portanto,
ndo influenciando 0 movimento dos outros dois corpos que possuem massas muito
maiores. Estes dois corpos sdo chamados de primarios. O problema restrito de trés
corpos se divide em quatro categorias de acordo com 0 movimento relativo dos

primarios. Séo elas:

1.) Hiperbdlico;
2.) Parabdlico;
3.) Eliptico;
4.) Circular.

O ultimo destes casos € de especia interesse em Mecanica Celeste e, em particular,
neste trabalho. Nele, os dois primarios movem-se em Orbitas co-planares em torno do
centro de massa comum a ambos. O terceiro corpo tem seu movimento restrito ao
mesmo plano das orbitas dos primérios. Assim, este sistema dindmico recebe o nome de
problema circular, planar, restrito de trés corpos. As Equactes de movimento deste
sistema ndo podem ser encontradas analiticamente, mas apenas por calculos numericos.
Contudo, o problema possui uma integral de movimento denominada integral de Jacobi,
e cinco pontos de equilibrio, chamados de pontos de equilibrio Lagrangianos,
propriedades que o torna muito rico em informagdes do ponto de vista matematico e
fisico. Por esse motivo, e também devido a atual hierarquia de massas do Sistema Solar
(Sol, Planetas, Luas, Asterdides, Cometas e etc.), o problema restrito de trés corpos

fornece aproximacfes muito boas para os movimentos de grande nimero de corpos

32



celestes, mesmo que 0s movimentos destes corpos ndo sejam circulares e co-planares.
Neste trabalho, nés aplicamos o problema restrito de trés corpos e suas propriedades ao
Sistema Terra-Lua-particula (sonda), cuja razdo de massa M| ya/Mrera @ 1/(82,3).

Broucke (1968), Murray e Dermott (1999) e Winter e Murray (1994a e 1994b)
apresentam excelentes descrigdes sobre o PR3C.

Problema de quatro corpos: Neste sistema dindmico, as interagdes entre os quatro
corpos devido aterceiralei de Newton, sdo consideradas. Suas Equactes de movimento
SO possuem solugdo numeérica, e ele ndo apresenta a riqueza de informagdes
matematicas do problema restrito de trés corpos. Contudo, em alguns casos, ele fornece
solucBes mais precisas e realistas que o0s problemas de dois e trés corpos. Nos aplicamos
0 problema de quatro corpos ao Sistema Sol-Terra-Lua-particula (sonda) para estudar-
MOS com maior precisio trajetdrias de veiculos espaciais no Sistema Terra-Lua.

A fim de simularmos trgetorias de veiculos espaciais de forma mais proxima
possivel do ambiente real, ndés agregamos as suas EquacBes de movimento as
aceleracdes perturbadoras devido ao achatamento terrestre e a presséo de radiacéo solar
sobre a sonda. Além disso, nés também levamos em conta em nosso modelo

matemético a excentricidade da Orbita da Terra, a excentricidade e ainclinagdo da érbita

2.3 Orbitas Periddicas e Quase-periddicas

De maneira geral, podemos definir uma orbita periddica da seguinte maneira: sgja a

equacdo de movimento de um corpo celeste, de massa negligenciavel ou ndo, dada por:

&= f(r,&m,t) (2.1

Onder, K e & sdo as magnitudes da posi¢do, velocidade e aceleracdo, mé um pardmetro
demassaet € o tempo. Entdo, a solucdo, s, desta Equacdo, corresponderd a uma Orbita
periédica se s= (r,&m,t) =s(r,&m,t+nT), com n sendo um inteiro € T um
intervalo de tempo fixo, denominado periodo. Logo, também é possivel definirmos uma

freguiéncia fundamental para esta 6rbita dada por:
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n=2/T (22)

Orbitas Quase-periddicas. Uma Orbita quase-periddica pode ser definida como uma
soma de Orbitas periddicas de frequéncias fundamentais diferentes. Assim, sga a
equacdo de movimento de um corpo celeste &= f(r,&m,t), a solugdo, u, desta
Equacéo corresponderd a uma orbita quase-periddica se u puder ser expressa em termos
de umafuncdo U de N varidveis independentes tj, com N = 2, isto €,

u(r,&mt) =U (r,&mt, +T,...,t. +T ..t , +T) (2.3

Isto significa que U é periédica em cada uma das N varidvels independentes t;, com
cada uma destas varidveis possuindo um periodo T;, e, conseqlentemente, uma
freqiéncia vi = 2p /T; incomensuravel. As N freqiéncias v; definem, portanto, um
conjunto linearmente independente, ou sgja, nenhuma freqiéncia v; pode ser expressa
como uma combinagdo linear das outras N - 1 frequiéncias usando coeficientes racionais,
exceto parao caso particular c;vi + vo + ...+ ey =0, comci=c=...=¢cy = 0.
Para mais detalhes sobre orbitas periddicas e quase-periddicas veja, por exemplo, Ott
(1993).

Os conceitos de Orbitas periddicas e quase-periodicas estdo difundidos por todo este
trabalho, por exemplo, no quarto Capitulo, em gque definimos um conjunto de tragjetérias
capazes de efetuar transferéncias Terra-Lua-Terra a partir de orbitas periodicas e quase-
periodicas em torno do ponto de equilibrio Lagrangeano L1 (Familia G, - Broucke,
1968). Ou no oitavo Capitulo, no qual investigamos um conjunto de orbitas lunares
estaveis derivadas das Orbitas periddicas diretas em torno da Lua (Familia H2, -

Broucke, 1968) e das Orbitas quase-periddicas que oscilam em torno delas.

Estudo em formacao planetéria e Astrometria: Orbitas periodicas preditas pelo
problema restrito de trés corpos e regides de Orbitas estaveis associadas a elas e as
Orbitas quase-periddicas que oscilam em torno delas, tém sido estudadas por vérios
pesquisadores desde o inicio do século XX, como exemplo, podemos citar os trabalhos

de E. Stromgrem e J. P. Mdller, ambos do Observatério de Copenhague, Dinamarca,
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publicados entre 1913 e 1935 (Publications of the Observatory of the Copenhague, No.
14, 47, 60, 64, 67, 99 e 100). Infelizmente, ndo foi possivel estudar estes trabalhos.
Contudo, a partir da década de 60 do século passado, surgiram importantes trabalhos
tedricos e investigacbes numéricas a respeito de Orbitas periddicas. Dentre eles
destacamos Broucke (1962, 1968 e 2002), Hénon (1969, 1970, 1973, 1974, 1976 e
1997), Benest (1974, 1975, 1976a e 1876b), Winter e Murray (1994a e 1994b). Alguns
autores tém considerado regides de Orbitas periddicas retrogradas para explicar a origem
de satélites planetarios irregulares de Jupiter, Saturno e Urano, por exemplo, Winter e
Vieira Neto (2001), Vieira Neto e Winter (2001), Huang e Innanen (1983) e Zhang e
Innanen (1988), Brunini (1996) e Murison (1989). Por outro lado, considerando o
problema restrito de trés corpos, tanto regides de orbitas periddicas retrogradas ou
diretas podem ser (teis para manter em Orbita de um dos primarios, ou de ambos,
requerendo baixos custos de manutencdo, por exemplo, Winter (2000), Winter e Vieira
Neto (2002). Recentemente, sistemas dinamicos mais complexos com os problemas de
guatro e cinco corpos tém sido considerados para estudar novos tipos de Orbitas
periddicas, por exemplo, Broucke (2004) e Vanderbel (2004). Seguindo esta tendéncia,
nos investigamos numericamente regides de Orbitas estaveis ao redor da Lua cons-

derando o problema de quatro corpos Sol-Terra-Lua-particula (sonda) acrescido das
propriedades das Orbitas da Terra e da Lua e da presséo de radiagéo solar sobre a sonda.

Dentre os traba hos listados acima, trés merecem comentarios mais detalhados:

1.) Broucke, R. A., 1968: Neste trabalho, intitulado Periodic Orbitsin the Restricted
Three-Body Problem with Earth-Moon Masses (Tecnical Report JPL 32-11668), 0 autor
investigou numericamente 1811 orbitas periddicas considerando o problema restrito de
trés corpos Terra-Lua-particula e as classificou em 10 familias. Basicamente, as Orbitas
foram classificadas de acordo com seus centros: a Terra, a Lua, a Terra e a Lua e os
pontos de equilibrio Lagrangianos. Destas 10 familias, 3 foram objetos de estudo deste
trabal ho:

Familia G de Orbitas periddicas diretas em torno do ponto de equilibrio

Lagrangeano L 1;

35



Familias H1 e H2 de drbitas periddicas diretas ao redor da Lua.

2.) Winter, O. C., 2000: Neste trabalho intitulado The stability evolution of a family
of simply periodic lunar orbits, Winter estudou a evolucéo da estabilidade da Familia C
de drbitas periddicas retrogradas ao redor da Lua e das érbitas quase-periodicas que
oscilam em torno delas, medindo a amplitude destas oscilacfes utilizando o problema

restrito de trés corpos e técnicas de secdo de Poincaré.

3.) Winter, O. C. e Vidra Neto, E., 2002: No trabalho Distant Sable Direct Orbits
around the Moon, Winter e Vieira Neto investigaram, considerando os problemas
restritos de trés e quatro corpos, a evolugdo do tamanho de uma regido de Orbitas
estveis associadas a Familia H2 de orbitas periodicas diretas ao redor da Lua e as

Orbitas quase-periddicas que oscilam em torno delas.

2.4 Captura Gravitacional

E o mecanismo pelo qual um objeto, sob acdo apenas da forca gravitacional, cuja
trajetdria se aproxima de um corpo celeste com velocidade relativa a este corpo baixa,
de tal forma que o objeto pode ser capturado e, entdo, passa a orbitar o corpo celeste.
Este fendmeno tem sido considerado por vérios pesquisadores para explicar a origem de
satélites planetarios, como Brunini (1996), Murison (1989) e Cordeiro, Martins e L eonel
(1999).

No contexto geral do problema de trés corpos, o termo captura refere-se ao fenbme-
no no qual os trés corpos, iniciamente afastados por uma grande distancia, aproximam-
se um do outro de maneira que apos esta aproximacdo a distancia entre dois deles
permanece limitada por algum tempo, o que caracteriza um fenémeno temporario. Para
0 caso da transicdo do movimento hiperbdlico para o hiperbdlico-eliptico, a captura
permanente € possivel. No caso hiperbdlico os trés corpos se aproximam a partir de
disténcias infinitas um do outro. No caso hiperbdlico-éiptico, a distancia entre dois
deles é finita, enquanto as distancias iniciais entre o terceiro e os outros dois sdo
infinitas. Tais fatos foram demonstrados por Y. Schimidt, G. A. Merman, K. A.
Sitnokov, G. Khil’mi, V. M. Alekseev e Chan-Ho Sung, como descrito em Yamakawa
(1992).
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Para o problema restrito de trés corpos, o terceiro corpo (particula) se aproxima de
um dos primarios de uma distancia finita ou infinita. Considera-se que a distancia entre
os dois primérios sgja finita. Ap0Os a aproximagao, a disténcia entre a particula e um dos
primarios varia entre valores bem determinados, e a energia orbital primario-particula
permanece negativa. Sivoza (1952) provou gue para o problema hiperbdlico restrito a
captura permanente € possivel, mas para o caso parabolico restrito, Merman (1954)
demonstrou que ndo. Para os casos dliptico e circular, o fenbmeno também € possivel,
mas a captura € temporaria, isto €, a particula permanece ao redor de um dos primarios
com energia de dois corpos primario-particula negativa por um tempo finito. Para que a
captura se torne permanente, é preciso que uma forca dissipativa como o arrasto

atmosférico, por exemplo, aja sobre o0 objeto, tal como demonstrou Hopf (1930).

Aplicacdes em Astronautica: O mecanismo de captura gravitacional pode ser
convenientemente explorado para colocar espagonaves em orbitas de corpos celestes
como uma técnica para reduzir o consumo de combustivel. Entre os primeiros trabalhos
sobre este tema est&o Belbruno (1987, 1990, 1992a, 1992b, 1994 e 2000), Belbruno e
Miller (1990a, 1990b e 1993), Belbruno e Carrico (2000), Miller e Belbruno (1991) e
Krish, Belbruno e Hollister (1992). Outros trabalhos de importancia sobre este tema sdo
Y amakawa (1992) e Koon et al (2001a). Dentre os pesquisadores brasileiros que atuam
nesta area, destacamos Prado (2000), Prado e Felipe (1996), Prado e Vieira Neto (2000),
Prado, Vieira Neto e Ferreira (1997), Vieira Neto (1998), Vieira Neto e Prado (1996) e
Winter, Vieira Neto e Prado (2003); todos estes aplicando 0 mecanismo para estudar a
insercdo de veiculos espaciais em Orbitas lunares. Também existem na literatura
trabalhos relacionados a captura gravitacional aplicados as transferéncias interpla-
netérias com destino as luas de Japiter, Saturno e Urano, por exemplo, Koon et a
(2001b) e Lo e Ross (1998).

Uma aplicagdo real no mecanismo de captura gravitacional foi realizada em 1991,
parainserir a sonda japonesa Hiten em orbita da Lua (Belbruno e Miller, 1992a).

O fenémeno de captura gravitacional e suas aplicacdes em Astronautica e Astrono-
mia estdo entre as vertentes mais estudadas em Mecénica Celeste nas Ultimas duas

décadas. Por isso, muitos de seus conceitos serviram de norte as nossas hipoéteses, bem
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como varios resultados relatados nas referéncias consultadas serviram de comparacéo

aons nossos, em especial nos Capitulos 6 e 10.
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CAPITULO 3

FUNDAMENTOSFiSICOSE MATEMATICOS

3.1 Introducéo

Neste Capitulo, estaremos apresentando os principais fundamentos Fisicos e Mate-

méticos que ddo base ao desenvolvimento deste trabalho, como os model os matematicos
dos sistemas dindmicos utilizados, do achatamento terrestre e da pressdo de radiacéo
solar. A apresentacdo destes tOpicos tem a seguinte ordem: nas Secfes 3.2, 3.3 e 3.4,

descreveremos os problemas de N-corpos, quatro corpos Sol-Terra-Lua-particula (uma
sonda) e restrito de trés corpos Terra-Lua-particula, respectivamente. Na Secdo 3.5,

desenvolveremos as expressdes mateméticas para a perturbacdo devido ao achatamento
terrestre, e na Secdo 3.6, para a perturbacéo devido a pressdo de radiacéo solar sobre a
sonda. Na ultima Secéo, a 3.7, escreveremos as Equactes de movimento do problema
de quatro corpos levando em conta as perturbacfes devidas ao achatamento terrestre e a

pressdo de radiagdo solar.
3.2 Problema de N-Corpos

A meta desta Secéo € obter as Equactes gerais do movimento de um corpo de massa m
sujeito as interagOes gravitacionais de outro N — 1 corpos, N = 2, sgja este corpo um
planeta em torno de uma estrela, de uma lua em torno de um planeta ou de uma
espagonave em movimento no Sistema Solar. Consideremos um conjunto de corpos
commassasm;, m >0,ei =1, 2, 3, ..., N, todos com distribuicdo de massa esférica, tal
gue possamos consideré&los como particulas. Agora, vamos assumir que um destes
corpos de massa n; se mova no espaco tridimensional ao qual associaremos um sistema
de coordenadas Cartesianas retangulares k1, X2, X3), sob acdo das forgas de atracéo
gravitacional dos outros N — 1, dadas pela Lei da Gravitagdo Universal de Newton.

Entdo, sgjari = (Xi1, Xi2, Xia) 1 A2 (A © conjunto dos niimeros reais) o vetor posicdo do
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corpo de massa m;, as Equacdes diferenciais que descrevem seu movimento séo dadas

por:

m&=4 oM p) (31)

=l ij

Onde G = 6,67x10 ' n7/s?kg, m; € amassa do j-ésimo corpo, rj;, € a magnitude do vetor

rj— ri, OU Sgja

ég v
r =[r - rl=ad (- %)%g G D) (32
k=1 u
ondek =1, 2 e 3 denota as trés coordenadas do sistema Cartesiano fixo (X1, X2, X3), com:

li :XilT + Xi2j + Xiglz (33)

=x1l + Xgj + X3k (3.4)

A Equacdo (3.1) representa 3N Equagtes diferenciais de segunda ordem e expressam
o fato de que a aceleracdo sobre um dos N corpos resulta da soma das forcas exercidas
pelos outros N — 1 corpos, aém de levar em conta as interagdes mutuas entre todos eles.
A solugdo deste problema consiste em encontrar a posi¢éo e a velocidade de cada um
dos N corpos em funcéo do tempo quando suas posi¢des e velocidades sdo conhecidas
em um dado tempo inicia. Contudo, para N > 2, as Equagdes de movimento (3.1) ndo
podem ser encontradas analiticamente, e o problema, portanto, s admite solucéo por
integragdo numérica.
A Equacéo (3.1) ainda pode ser colocada em uma forma mais simples, bastando
dividir os seus dois membros por m;, e considerar Gm; = [ como 0 parametro de massa

do j-ésimo corpo. Este procedimento nos leva a seguinte expressao:

m
—?: (I’j - I’i) (3-5)

N
&= a
= T
JLi

15
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Agora, considerando a origem do sistema de coordenadas Cartesianas coincidindo com

0 centro de massa do corpo de massa m;, entdo, podemos escrever:

d m
&=a —3 (rj—r1) (3.6)
j=2 Jl
Subtraindo da Equacéo (3.5) a(3.6), vem que:
4m
&- & = a —(n —r) —a—-r) (3.7)
i= 1 i= 2 11
It
Lembrando que:
& =-& (38)
e
&-&-& & -B)=-K -& (39
Podemos reescrever a Equacdo (3.7) naforma:
N  aF . - -0
&=-3r,+3 mjé“ RN (3.10)
Ny j=2 Fij I g

m N 2. .-r, r. 0

&=-—r1,+3 m‘éj — - L= (3.11)
r. ) S
i }1:i2 I

Esta é a Equacéo diferencial do movimento relativo de um corpo de massa m; sujeito a
interacdo gravitacional das outras N — 1 massas em relagdo a um referencial inercial fixo
em um ponto qualquer do espaco.

Algumas consideracdes podem ser feitas sobre esta Ultima Equacdo. Por exemplo:
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1.) Seasmassas m; = 0, o problema de N corpos se reduz ao problema restrito de
dois corpos,

2) Otermo [(rj - 1)/ rif] sd0 as aceleragOes sobre m; devido asmassas my, j * |
(termo direto);
3) Otemo— r;/ rj3 € a aceleracdo sobre my; devido a atragdo gravitacional dos

corpos de massa m; sobre o corpo de massa m (termo indireto).
A expressdo da forca gravitacional (inversamente proporcional ao quadrado da

distancia) torna possivel escrevé-la a partir do gradiente de uma funcéo escalar denomi-
nada funcéo potencial, U dada por:

&= - NU (3.12)

Onde afuncéo U é dada por:

N r.x.0 N 0
U:-r_n-}-é m]gl__ |3Jj:_r_n+émj§ﬂ_-ii (313)
f j=2 r|] rj Q f j=2 rj rij ﬂ
Com mais um pequeno gjuste, ainda podemos escrever:
U=Up+ Up (3.149)

Onde Up = -p/ rj; € afungdo energia potencial gravitacional do problema de dois corpos
entre o corpo de massam; e o corpo central de massam, e Up € a fungdo energia poten-
cia devido aatracdo gravitacional dos outros N — 2 corpos e igual a segunda parcela do
segundo membro da Equacéo (3.13).

A Equacéo (3.14) foi obtida considerando que todos os N corpos tém distribuicdo de
massa esférica e que nenhuma outra iteracdo, a ndo ser a atragdo gravitacional, exista
entre eles. Mas isto ndo é verdade, pelo menos, para um grande nimero de corpos em

movimento no Sistema Solar como cometas, asterdides e espaconaves. Muitas vezes,
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outras interacbes devem ser consideradas, por exemplo, a pressdo de radiacdo solar, 0
achatamento dos planetas, entre outras. Seguindo este raciocinio, sempre gque as
expressdes matematicas das leis de forca possam ser escritas a partir do gradiente de
uma funcéo escalar, ou sgja, a partir do gradiente de uma funcéo potencial € possivel,

guando necess&rio, acrescentar um terceiro termo a Equacdo (3.14) representando a

funcéo energia potencial, Uc, como o achatamento terrestre, por exemplo. Isto &

U=Up+ Up +Uc (3.15)

Por outro lado, ndo podemos fazer 0 mesmo para algumas outras interagbes, como a
pressdo de radiagéo solar, por exemplo. Nestes casos, a lel de forga correspondente deve
ser obtida de maneira analitica ou empirica, e, entdo, ser somada ao segundo termo da
Equagéo (3.11).

Este é o problema de N-corpos que interagem mutuamente devido a atracéo entre
Suas massas, prescrita pela Lei da Gravitagdo Universal de Newton, mas que também
pode ser complementado levando em conta outras interacdes que ndo sejam de origem

gravitaciona puramente, como veremos nas SecOes finais.
3.3 Problema de Quatro Corpos Sol-Terra-L ua-sonda
Vamos considerar, a principio, um sistema de coordenadas Cartesianas retangulares

inercial com origem em um ponto qualquer do Sistema Solar, e associaremos os indices
lao Sol, 2aTerra, 3aluae4 asonda Assm, paraN = 4 na Equacdo (3.5), obtém-se;

4
&= 5@ -r) (3.16)
j=2 I‘il
g m
&= (@ -r,) (317)
= T2
j12
g m
&=2a r—;(rj - 1) (3.18)
i3
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& = éﬂun ry) (3.19)

i=1 Tja

Escrevendo em termos das componentes, temos:

- Parao Sal,
% =m, X1 ’3 +m, 31 3X11 +m, 41 '3 X (3_20)
Io I3 M
%:nb 22 - 12 +m3 32 '3 12+m4x42 '3X12 (3_21)
Mo I3 I
&3 =m, X33 '3 X3 +m, X33 '3 X3 +m, X3 '3 X3 (3_22)
I I I
- ParaaTerra,
- X - X
gl - rTl Xll - 21 + n,}; X21 n,.h - 21 (323)
P r23 I'24
géz =m X5 '3X22 + m, X3 '3 X5, + m, X42 '3 X5 (3_24)
N> P M4
@3 =m, X3 '3 Xo3 + m, X3p '3 Xo3 + m, X3 '3 X3 (3_25)
> M2 M4
- Paraalua,
Xaq - - X
&1 = m 31 - Xll + rfb - XZl n,ll - 31 (326)
N3 r23 r34
- X3o - X5 +m X35 '3 X5o +m, X42 '3 X3, (3_27)
I P M3
&3 =m X33 '3 X3 +m, X33 '3 Xo3 +m, X3 '3 X33 (3.28)
I3 P M3
- Paraasonda,



& =m X4 - Xy +m Xgg = Xp1 +m, X1~ Xy (3.29)

I Py M3
X, = X X, - X X = X
%:m 42312_'_n.E 42322_”% 32342 (3_30)
M M4 M3
X = X X = X Xan = X
%:m 43r3 13_'_n,L 43r3 23+ﬁ§ 33r3 43 (3_31)
14 24 34
Onde:
r122 = (X - )(11)2 + (X - X12)2 + (Xyq - X13)2 (3.32)
r123 = (X31 - )(11)2 + (X32 - )(12)2 + (X33 - X13)2 (3-33)
rli = (X41 - X11)2 + (X42 - )(12)2 + (X43 - X13)2 (334)
r223 = (Xs - X21)2 +(Xg, - Xzz)2 + (X5 - X23)2 (3.39)
r224 = (X41 - X21)2 + (X42 - Xzz)2 + (X43 - Xzs)2 (3-36)
r324 = (X - )(31)2 + (X, - )(32)2 + (X3 - X33)2 (3:37)
e

- Massado Sol, m; = 1,98911x10%%kg b p; = Gy, = 1,32673637x10°°n7/skg;

- Massada Terra, m; = 5,97420x10%*kg b po = Gmp = 3,98479140x10"nT/s’kg;

- Massadalua, ms = 7,34830x10%%kg b piz = Gmg = 4,90131610x10%n7/s’kg;

- Em relacdo a massa da sonda, consideramos em parte de nossas simulactes, my =
307kg, a mesma da sonda lunar européia SMART 1, langada em agosto de 2003 pela
ESA. Desta forma, s = Gmy = 2,04769000x10 8nt/skg. Como podemos ver, mesmo
gue as Equagbes (3.5) e da (3.20) até a (3.28) levem em conta as interagcbes mutuas
entre os quatro corpos, fica claro que os termos destas Equacdes que contém s héo
influenciardo 0 movimento dos outros corpos. Portanto, os termos destas Equacdes que
contém L, podem ser negligenciados sem perda de generalidade, e, assm, podemos nos

referir a este sistema dindmico como problema restrito de quatro corpos. Na proxima
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Secdo, introduziremos uma normalizacdo baseada no Sistema Terra-Lua, que tornara
este fato ainda mais evidente, e também permitira expressar Ui, Mz, U3 € 4 por valores
adimensionais bem menores que 0s expressos aqui.

A fim de conseguirmos um sistema dinamico mais préximo do real, acrescentamos
as Equacbes de movimento da sonda, (3.29) a (3.31), as perturbacBes devidas ao
achatamento terrestre e a pressdo de radiacdo solar. As expressdes matematicas
associadas aos model os que descrevem estas perturbacdes serdo descritas nas Segdes 3.5
e 3.6. Também levamos em conta a excentricidade da orbita da Terra & = 0,0167), a
excentricidade (e3 = 0,0549) e ainclinacéo (i3 = 5,1454°) da 6rbita da Lua em relagdo a
ecliptica, introduzidas ao sistema via condi¢Bes iniciais.

3.4 Problema Circular, Planar, Restrito de Trés Corpos (PR3C)

O problema circular, planar, restrito de trés corpos é um caso particular do problema
geral de trés corpos. O problema geral € definido como um sistema dinamico cons-
tituido univocamente por trés corpos de mM;, m; e mg, SUjeitos apenas as interagdes
gravitacionais muatuas. Em suma, significa, dentro do discutido na Secéo anterior, fazer
N = 3 na Equacéo (3.5). A solugdo deste problema consiste em determinar as posi¢oes e
a velocidades dos trés corpos em funcéo do tempo quando suas posicoes e velocidades
sd0 conhecidas em um tempo inicial, isto por integracdo numeérica.

Por sua vez, o problema circular, planar, restrito de trés corpos, ao qual doravante
iremos nos referir apenas por PR3C, corresponde a situacdo em que um dos corpos, por
exemplo, mg, possui massa negligencidvel quando comparado com my e Ny, 0S quais
s80, como ja vimos, chamados de primérios. Também se considera que m; e m, estéo
em Orbitas circulares diretas (sentido anti-horario) e co-planares, ambas possuindo a
mesma vel ocidade angular em torno do centro de massa comum. mz tem seu movimento
determinado pela atracdo gravitacional de m; e m, e no mesmo plano que as contém,
sem, no entanto, interferir no movimento delas.

As Orbitas de objetos no Sistema Solar ndo estdo em um mesmo plano e nem sdo
circulares, entretanto, segundo Murray e Dermott (1999), dada a hierarquia atua de

massas existente (Sol, Planetas, luas, Asterdides, anéis, espaconaves e particulas em
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geral), o PR3C é capaz de descrever com boa aproximagdo 0 movimento destes corpos
de forma relativamente ssimples. Por esses motivos, €le é extremamente Util em
Mecanica Celeste e suas propriedades, como veremos adiante, sG0 essenciais para

existéncia e determinacdo dos conjuntos de trajetorias considerados neste trabal ho.

3.4.1 Equactes de Movimento do PR3C

Para escrevermos as Equactes de movimento do PR3C, vamos considerar um sistema
de coordenadas Cartesianas (X1, X2, X3) fixo ao centro de massa comum aos primarios m;
e mp, tal que no instante t = 0, 0 eixo-x1 coincida com a reta que une os centros dos
primarios. O eixo-x» € perpendicular ao eixo-x; €, juntos, definem o plano de movi-
mento dos trés corpos. O eixo-x3 é perpendicular ao plano Xi1x» e tem a mesma direcéo
do vetor momento angular do conjunto m; e my. Esse sistema de coordenadas recebe 0

nome de baricéntrico inercial, ou sideral, e estailustrado na Figura 3.1.

o :

iy g

FIGURA 3.1 — Sistema de coordenadas baricéntricas inercial, ou sideral, 1, X2, X3)
associado ao PR3C.

As Equagdes de movimento dos trés corpos no sistema de coordenadas sideral
podem ser obtidas diretamente da Equacéo (3.5). Porém, de acordo com as hipéteses
assumidas, 0os movimento de m; e m, sdo circulares em torno do centro de massa. Desta
forma, vamos mostrar apenas as Equagbes de movimento do corpo de massa

negligencidvel mz. Entdo, da Equacdo (3.5), temos:

47



@ =- ﬂ3<r13 - Q3"23 (3-38)

Em componentes,

By = m R, 2 (339)
B =-m X23r'é . m, X”’r;gs - (340
By =om Rt e (3:41)
com
1 = (K~ %)+ 0~ %)+ O~ )’ (3.42)
= (- %)+ (K~ %)+ (- Xg0)? (3.43)

Lembrando que aqui, diferente da Secdo anterior, o indice 3 est4 associado ao corpo de
massa negligenciavel mz (uma sonda, por exemplo), e os indices1 e 2 a Terrae a Lua,
respectivamente.

Embora estgjamos falando do problema planar, estamos considerando a terceira
dimensdo ao escrevermos as Equagdes de movimento a fim de garantir generalidade. De
qualguer maneira, basta tomar X33 = 0 no conjunto de Equagbes acima, ou,
simplesmente desprezar a Equacédo (3.41). Por outro lado, as peculiaridades do PR3C
permitem que o sistema sgja normalizado, o que, aliés, torna o trabalho de integracéo
numérica das Equacbes de movimento mais smples sem que haga perda de
generalidade. Nesta normalizacdo, considera-se que a massa reduzida do sistema, [, €
tal que, p = W1+ M2 = G(my + my) = 1. A unidade de comprimento é tomada para ser
igual a distancia fixa entre my e mp, ou sga, ri2 = 1. Por sua vez, a unidade de tempo é
definida considerando os periodos orbitais de m; e m, em torno do centro de massa

comum sgjam ambos iguais a 2p; assim, os movimentos médiosny = 2p/ Toen, = 2p /
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T, de ny e mp, respectivamente, serdo iguais a 1, bem como também serdo iguaisa 1 as
velocidades angulares destes dois corpos em relagdo ao centro de massa comum.

As massas my e mp mantém disténcia fixa uma da outra e possuem a mesma
velocidade angular em relacdo ao centro de massa comum. Devido a estas caracte-
risticas, € Util introduzir um novo sistema de coordenadas (X, Y, Z) cuja origem também é
fixa a0 centro de massa comum aos primarios, e com 0sS eiXos X e y girando com a
mesma vel ocidade angular de m; e mp com relagdo a origem. Este sistema € chamado de
baricéntrico girante, ou sinddico. Nele, 0s corpos m; e m, permanecem fixos sobre o
€iX0-X € suas coordenadas s30 (-2, 0, 0) e (W, O, 0), respectivamente, tal como ilustra a
Figura3.2.

F 3 Xz
Mz
s
¥ Fi3 X
17 2
r
) nt
/%\ Xy

fiTy

FIGURA 3.2 — Sistema de coordenadas baricéntricas girante (X, y, 2), ou sistema

sinddico, associado ao PR3C.

Asdistanciasris, ro3 e r das Equagtes (3.39) a (3.41) e representadas na Figuras 3.2
Sao:

- Distancia entre as massas m; € g,

s =(X+m)* +y*+2° (3.44)

- Distancia entre as massas m, e n,

M= (x-m)*+y*+2° (3.45)
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- Distancia entre a origem do sistema e a massa N,

r’=x"+y*+27° (3.46)
Os sistemas baricéntricos inercia e girante obedecem as seguintes Equacdes de trans-

formacao:

%y 0 asos(nt) - sen(nt) 0%@(9
CXp+=csen(nt) cos(nt) O-¢y+ (3.47)
&up & O 0 1&zp

Substituindo as relactes (3.46) e (3.47) nas Equacdes (3.39), (3.40) e (3.41), obtemos

as Equacdes de movimento de mz no sistema sinddico:

7

8= 2. gm UM, (X0 M (3.48)
e

3
13 M3 u

é u
@=- 28 oo+ Loy (3.49)
ghs  Txs(

é u
B - b+ 7 (350)
glis  Tx(

Notemos que no sistema de coordenadas sinddico, como my e mp sdo fixos, somente as
Equagdes de movimento de mz precisam ser integradas.

As Equagdes de movimento do PR3C néo sdo simples, na verdade, séo fortemente
ndo lineares. Além disso, apresentam singularidades para ri; = 0. Suas solugdes n&o
podem ser obtidas analiticamente, independente do sistema de coordenadas em que
estgjam escritas. No entanto, calculos numéricos podem apresentar solucBes muito
préximas das reais.

Uma das mais importantes caracteristicas do PR3C € a chamada massa critica que
pode ser expressa pelo vaor de P, = 0,0385. Este valor é a separagcdo entre a

estabilidade e instabilidade para os pontos de equilibrio Lagrangianos (veja Subsecéo
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3.4.3). Mas as solugdes das Equactes (3.48), (3.49) e (3.50) para [ acima ou abaixo
deste vaor diferem apenas nas vizinhancas dos pontos de equilibrio, afetando pouco as
solugdes gerais do sistema. Para qualquer aplicagdo do PR3C no Sistema Solar, no
entanto, p < 0,0385.

As Equagtes de movimento do corpo de massa mz escritas nos sistemas de coor-
denadas baricéntricas inercial e girante podem ser reescritas a partir da definicéo de
funcOes escalares denominadas, cada uma, funcdo potencial. A funcdo potencia

definida no sistema de coordenadas baricientricas inercial tem aforma:
v=-1_M (351)

E as Equactes de movimento (3.39) a (3.41) podem ser reescritas como:

g =- W (3.52)

Lo
&, = - v (3.53)

1-[)(23
&, = - v (3.54)

2%

A funcdo potencial definida para o sistema sinédico tem a forma:
:1(x2+y2+22)+ﬂ+ﬁ (3.55)
2 13 r23
Permitindo, assim, reescrever as Equacdes (3.48) a (3.50) como:

& 29= Y (3.56)

X
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U

e 2= (357)
& 1:1—2 (3.58)

Vamos encerrar esta Se¢ao aplicando a normalizacdo adotada para PR3C ao Sistema

Terra-Lua

- Unidade de comprimento (distancia média Terra-Lua) = 384400km;
Unidade de massa, 1 = Wrera + Hiw = 6,047683x10%*nT/s’kg P Uterra =
0,98784936 € W ua= 0,01215066;
- Unidade de tempo = 4,348113045 dias;
Fator de conversdo de velocidades entre o sistema normaizado e o S =
1,02321950km/s (“1 unidade de velocidade = 1,02321950km/s”).

3.4.2 Integral de Jacobi

No PR3C, a energia e 0 momento angular de ms (particula) ndo se conservam, porém o
problema possui uma integra de movimento denominada integral de Jacobi, ou,
smplesmente, constante de Jacobi, simbolizada por C;. Para obté-la, multiplica-se as

Equacdes (3.56), (3,57) e (3.58) por %, & e &, respectivamente, 0 que nos da:

(& 2¥)%= 111—?( (3.59)
(R 29 8= % % (3.60)
(BA= 111—;’ 2 (3.61)

Somando estas trés Equagdes, vem que:
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B+ B+ B %w Vg TV oV (3.62)
X

iy )4 dt

como B+ @+ &E=v:&ev=X+ g + ﬂz,vemque:

e v (363)
dt dt
gue ao ser integrada, fornece:
V2
U= > +C (3.64)

Onde C € uma constante de integracao.

C,=2C=U-Vv=x+y’+2°+ "Hﬂ+ﬂ2)&2;&2&2 (3.65)

s TIxg

A constante de Jacobi € apenas uma integral de movimento do PR3C, na verdade ela
€ a Unica, mesmo assim, ela ndo pode ser considerada para se obter uma solugdo exata
do problema. Contudo, ela pode ser utilizada para determinar regides do sistema onde o
corpo de massa negligencidvel mz ndo pode alcancar, ou sgja, regides proibidas a ms.
Estas regides sfo obtidas fazendo X + & + & = 0 na Equagdo (3.65), 0 que nos d&

C, =x2+y2+22+2§:ﬂ+rﬂ$ (3.66)

13 230
Para um dado valor de C; a Equacdo (3.66) define superficies conhecidas como
superficies de velocidade zero. A intersecdo destas superficies com o plano xy, por sua
vez, definem as chamadas curvas de velocidade zero, podendo ser interpretadas como
fronteiras que delimitam as regibes deste plano livres e proibidas a ms. Para

visualizarmos estas curvas de velocidade zero, vamos reproduzir dois exemplos que
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estdo em Murray e Dermott (1999), para C; = 3,7000 e C; = 3,9000 com p1 = 0,8 e pp =
0,2. Parao caso em que C; = 3,700; uma particula em orbita de p; podera eventual mente
orbitar [, e vice-versa, mas ela nunca poderd escapar da &rea branca da Figura 3.3.a
Para C; = 3,9000; uma particula em Orbita de p1 ndo poderd nunca orbitar [ € nem
escapar da area branca ao redor de |, e vice-versa. As aplicagdes desta propriedade séo

conhecidas como conceito de estabilidade de Hill.

. H1 / a0 o
) ' |

i el

\\m_ // \\H ﬁ,,/

ey —_—

@) (b)
FIGURA 3.3 — Curvas de velocidade zero, regides livres (&reas brancas) e proibidas
(@reas cinzas) ao movimento de ms no sistema de coordenadas sinddico
comp =0,8 ez =0,2 para: (a) C; = 3,700 e (b) C; = 3,9000.
FONTE: Adaptada de Murray e Dermott (1999, p. 70).

3.4.3 Pontos de equilibrio L agrangianos

A Equacdo (3.55) que fornece a energia potencia, U, no sistema de coordenadas
sinddico, pode ser colocada de uma forma diferente. Para isto, consideremos as

definigdes de r1, e rp3 dadas pelas Equactes (3.44) e (3.45), temos, considerando z= 0:

Mrs + M =x*+y? +mm, (3.67)

Assim, U assume a forma:



el r26 el r2o 1
U=mt—+23+mGt—+-23- —mm, (3.68)
grls 2 o y, 2 & 2

Ao escrevermos a fungdo potencial U na forma dada pela Equacéo (3.68) removemos
adependénciaexplicitaem X, y e z, e a deixamos como uma funcéo apenas de ri3 € I3,
guantidades que sdo sempre positivas.

Agora, imaginemos que existam sobre o plano xy do sistema de coordenadas sino-
dico pontos peculiares nos quais uma particula possa ser colocada com velocidade nula
com relacdo a origem do sistema e, neles, permanecer indefinidamente em repouso, isto
€ &= ®- & &= ®R=2&=0. Estes pontos existem e sdo chamados de pontos de
equilibrio Lagrangianos e sdo simbolizados pela letra L. Eles existem para qualquer
raz8o de massa, isto &, para qualquer valor de i, entretanto, eles s sdo estaveis para 0s
sistemas em que [z < 0,0385 (Broucke, 1968). Para encontrar a localizacdo destes
pontos, nés devemos resolver simultaneamente as seguintes Equacfes obtidas a partir
das expressoes (3.59) e (3.60),

E - U ﬂr13 + U ﬂrzs -0 (3.69)

ix  firg Ix T, T

E: ﬂU 1-“‘13 + ﬂU 1-[r23 :O

(3.70)
v T,y T, Ty

Com U dada pela (3.68). A solucéo das Equactes acima fornece novas Equages que

servirdo paralocalizar os pontos de equilibrio Lagrangianos. Séo elas;

@ 1 Ox+m, e 1 Ox+m

MG~ 5+l =+ MG — +0,.T =0 (3.71)
g e g s g s 23;3 M2
@ 1 Oy @ 1 Oy
MG — +r,T—+MmM§& — +r,,7— = (3.72)
g s a'13 g I Zgﬂrzs
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As solucBes destas Equactes levam as coordenadas dos cinco pontos de equilibrio

Lagrangianos. Obviamente, as coordenadas destes pontos dependerdo dos valores de |11

€ U2, por isso, atitulo de exemplo, vamos mostrélas para o problema circular, planar,

restrito de trés corpos Terra-Lua-particula (11 = prera = 0,98784396 € Wy = Mrera =

0,01215064), cujos valores estdo listados na Tabela 3.1 e suas localizagdes mostradas na

Figura 3.4.

1 L4
iy
A
/ N,
£
/ X\
/ N
L3 L1 22
, -s/ | 1 k, .
| 111‘&“ | | Hy o ox
Y, s
& /
x 7>
% 7
& rE
W
L5

FIGURA 3.4 — Pontos de equilibrio Lagrangianos para o PR3C Terra-Lua-particula, no
qual Y1 = prera = 0,98784396 € 1 = Hrerra = 0,01215064.

TABELA 3.1 — Coordenadas dos pontos de equilibrio Lagrangianos para o PR3C Terra

Lua-particula.
Ponto X y
L1 0,836893 0
L2 1,155699 0
L3 -1,005064 0
L4 0,487845 0,866025
L5 0,487845 -0,866025

Podemos verificar a partir da Tabela 3.1 e também da Figura 3.4 que os pontos L4 e

L5 definem juntamente com a Terra e a Lua tridngulos equiléteros e, em virtude deste

fato, sdo chamados de pontos de equilibrio triangul ares.
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3.4.4 Orbitas Periédicas no PR3C

As Equactes de movimento do PR3C escritas no sistema sinddico, (3.48) e (3.49),
apresentam condigdes suficientes para existéncia de Orbitas periddicas diretas e
retrogradas. Para verificar esta afirmacdo, vamos introduzir trés novas fungdes a, b e c,

tal como em Broucke (1968), definidas por:

5
a=c=1- aE’—Tl:t+ﬂ2: (3.73)
r13 r.23 ﬂ
FsS) o}
s Tsg

a, b e ¢ ndo sdo funcgdes explicitas de x e y, mas de ri3 € r,3, porém, elas possuem sime-
tria com relagdo ao eixo-y, mas ndo com relagdo a0 elxo-X. Assim, para quaisgquer

raz0es de massas |1 / 2, temos que:

afy)=a(-y) (3.75)
b(y) =b( -y) (3.76)
cy) =c(-y) (3.77)

Agora, considerando a, b e ¢, tal como definidas acima, podemos reescrever as equa-
¢Oes (3.48) e (3.49) com:

B= 2%+ a(X, y*)x+ b(x, y?) (3.78)

8= - 2&+ c(x, y?)y (3.79)

Como resultado das simetrias das fungbes a, b e c, verifica-se, que:
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X(t) = x(-t) (3.80)

y) =- y(-t) (3.81)
&t) = - X-1) (3.82)
t) = ¥-1) (3.83)

Estas propriedades garantem a existéncia de Orbitas periddicas, para quaisquer razdes

de massas 1 / Yo. Em particular, quando as condigdes iniciais sdo da forma:

(%Y, %W =(%,00,% %) (3.84)

As Orbitas possuem simetria em relacdo a0 eixo-X €, como veremos no préximo
Capitulo, estas so exatamente as condicdes iniciais dos conjuntos de Orbitas periodicas
gue serviram com ponto de partida para o desenvolvimento deste trabalho. Para mais
detalhes, vejam Broucke (1968).

3.5 Achatamento Terrestre

3.5.1 Descrigéo do FenGmeno

A Terra possui um movimento de rotagdo em torno do seu eixo Sul-Norte no sentido
anti-horério. Este movimento além de ser responsavel pelo dia e a noite, também
influencia em sua forma. Na auséncia de rotagdo, os planetas seriam esféricos,
entretanto, as forgas centrifugas produzidas pela rotacdo levam ao achatamento dos
polos e ao alargamento do equador, levando o planeta a desenvolver uma forma de
esferdide oblato. Newton calculou o efeito de rotacdo da Terra sobre sua forma e,
segundo seus calculos, o didmetro polar da Terra esta para o didmetro equatorial como
229/230, definindo uma elipticidade de 1/230. As determinagOes experimentais mais
recentes déo uma elipticidade de 1/227.
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3.5.2 Descricdo Matemética do Achatamento

A partir da descricdo da Secdo anterior, podemos deduzir que a deformacéo do planeta
constitui uma perturbagdo a0 movimento de veiculos espaciais nas proximidades da
Terra. Por outro lado, por ser este um fendmeno geral que ocorre com qualquer planeta
dotado de movimento de rotagdo, vamos adotar uma linha genérica para sua descricéo
matemética. No final, introduziremos os vaores numéricos relativos a Terra para
interpretar seu efeito sobre um veiculo espacia no Sistema Terra-Lua.

Para escrevermos a férmula do potencia exterior de uma esfera de massa M e rao

Re, levaremos em conta o fato de que € possivel escrever para forca gravitacional:

F=-RU (3.85)

OndeL € o operador Nablae U é o potencia gravitacional gerado pelo corpo de massa
M no ponto ocupado pelo corpo de massa m que esta a uma disténcia r de M. Conside-
rando agora um sistema constituido além do planeta de massa M e de um segundo corpo
de massa m, com M >> m, e que a Unica interacdo existente entre eles sgja a gravita
cional. Podemos aplicar a definicdo anterior e escrever a seguinte expressao para forca

sobre m:

F=-NU (3.86)

Onder, como dissemos acima, € a distancia entre os centros de massade Mem, G € a
constante de gravitacdo universal e f é o vetor unitério da direcdo r. A Figura 3.5
ilustra o sistema formado pelo planeta de massa M e o corpo de massa m. Note que, a
principio, ndo estamos considerando o planeta como perfeitamente esférico.

Agora, tomando o divergente nos dois lados da Equacéo (3.86), obtemos:

GMmM. g
r-

= §:N><- NU) =0 (3.87)

g
e
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FIGURA 3.5 — Planeta de massa M e corpo de massa m, vistos em um sistema de coor-

denadas Cartesianas com origem no centro de massa de M.
ou ainda,
N =0 (3.88)
gue é conhecida como Equacdo de Laplace. Esta Equacdo pode ser resolvida por separa

¢cdo de varidvels que, para um sistema de coordenadas esféricas ¢, ?, f) como o da

Figura 3.6, levam a uma solucéo para U daforma:

e ¥ 5’ u
U =M"g_ 8 3,229 p (seng)q (3.89)
r é n=2 el g g

ou

u() :w- GMm & 38%2 P (senq) (3.90)

N .=

A Equagdo (3.89) tem simetria em relagdo ao eixo-z e em relagdo ao plano xy. Na
Equacdo (3.90), o primeiro termo corresponde ao potencial gravitacional do planeta
caso ele fosse perfeitamente esférico, a somatéria do segundo termo desta Equacéo
corresponde a funcéo que descreve o potencial das forcas perturbadoras sobre o corpo
de massa m devido a forma néo esférica do planeta. As varidveis J, que aparecem no

segundo termo sdo chamadas de coeficientes harmonicos zonais e P, sdo 0s polindmios
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de Legendre de grau neordem =0, e R- é 0 raio médio do planeta. Para maiores
detalhes, sobre o desenvolvimento matemético que permite chegar a Equacdo (3.90)
veja, por exemplo, Roy (1988), Chobotv (1991) e Wertz (1978).

O primeiro termo da Equacdo (3.90) esta incluso nas Equacdes de movimento dos
problemas de quatro e trés corpos discutidos nas Segdes 3.3 e 3.4. O que vamos fazer
agora € obter a expressdo matematica para a perturbacéo experimentada pelo corpo de
massa m devido ao achatamento terrestre descrito pelo coeficiente harmonico zonal Js.

Comecamos esta tarefa denominando:

u, = MM (3.91)
r
e
R, —-%é ) :RP 0'p, (senq) (3.2)

Onde R, representa agora o potencia das perturbacfes devidas a formairregular do pla-

neta. E de nosso interesse Ry, ou sgja, a perturbacio devido a J,:

R, =- G'\r"m :Rrp g P, (senq) (3.93)

Xk

*3

¥

FIGURA 3.6 — Sistema de coordenadas esféricas , ?, f) e o sistema de coordenadas

Cartesianas ambos com origem no centro de massa do planeta.
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Cujas formas em coordenadas esféricas e Cartesianas, substituindo P, sdo, respec-

tivamente:
_ GMm 5 a8 0
R, = ng ¢ sen? - 1= (3.94)
g é2 a
e
GM y
R, =- = 23&9 (3—89(39 14 (3.95)
T T o g2ere g
Com
r=[x%+x2 +x3]¥? (3.96)
Voltando a Equacéo (3.85), temos:
F=-NU,+NR, (3.97)

Da qual, a parte que nos interessa para obter a aceleracéo perturbadora devido ao acha-

tamento terrestre é L R,, e as componentes desta aceleracdo para um sistema de coorde-

nadas Cartesianas planetocéntricas séo dadas por:

A, = JzéﬁQ a- 5222 ox, (3.98)
2r ‘ergg ergg
8 g
2 A 2
%M . e I u
A, =M 5 B0y B0 gy (3.99)
r "ergg ergy
2 A 27
%M . e . u
A, =M B0 g 5290 (3.100)

Para 0 caso particular da Terra, J, = 1,08263x10°3, GM = pirera = 3,9847914x10*
nt/s’kg. E ele é responsével por perturbages seculares no argumento do perigeu (T ) e

na longitude do nodo ascendente (\) de veiculos em Orbita terrestre, provocando o
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movimento de leste para oeste (sentido horério) do plano orbital. Segundo Chobotov
(1991), este movimento ocorre porque uma atragdo adicional do bojo equatorial daterra
introduz uma componente de for¢ca na direcdo do equador do planeta. A aceleracdo
devido a esta forca faz com que o veiculo atinja o plano do equador, nodo ascendente,
antes do que ocorreria se a Terra fosse uma esfera perfeita. Assim, a Orbita regressa de
um DW a cada revolucdo. E o movimento secular do argumento do perigeu, T, ocorre
porque a forca ndo € mais inversamente proporcional ao quadrado da distancia, logo, e

conseqlentemente, a Orbita deixa de ser uma €lipse fechada.

3.6 Presséo de Radiacao Solar

3.6.1 Descricéo do Fendmeno

De maneira gera, toda radiacdo eletromagnética ao incidir sobre um corpo, que a
absorve e/ou reflete, exerce uma pressao sobre a superficie deste corpo. Este fenébmeno
previsto por James Clerck Maxwell (1831-1879) somente foi observado em 1899 pelo
Fisico Russo Nikolaievitch Lebedev (1866-1912). Os fétons de uma onda eletromag-
nética possuem cada um uma quantidade de movimento, p = (hv / ¢), onde h = 6,626 x
10*#Js é a constante de Plank, v é a freqiéncia daonda e c @3x10°m/s é a velocidade
da luz. Quando uma onda incide sobre um corpo, ela transfere uma determinada
guantidade de movimento para este. Nesta transferéncia, a superficie é submetida a uma
forca de pressdo, isto &, a pressdo de radiacdo; que pode ser entendida com sem os
aspectos particulares da radiacéo eletromagnética. O campo elétrico da onda incidente
sobre o corpo provoca seu deslocamento no mesmo sentido das particulas carregadas
gue encontram um obstaculo a sua frente. Com efeito, podemos definir a presséo de
radiacdo como sendo o resultado da transferéncia de quantidade de movimento (ou
momento linear) entre os fétons provenientes da radiacdo eletromagnética de uma
estrela que incidem sobre a superficie do corpo.

A pressdo de radiagdo solar desempenha um importante papel na Astrofisica,
explicando, entre outras coisas, o equilibrio global das estrelas e a formacéo das caudas

de cometas. Em Astronautica, a pressdo de radiagdo causa variagtes senoidais de longo

63



periodo nos elementos orbitais de um veiculo espacia. A magnitude desta variacdo
depende da razéo entre a &rea do veiculo exposta a radiacdo solar e a sua massa. Para
um satélite em orbita geossincrona, por exemplo, a excentricidade pode variar entre
0,001 e 0,004 em um periodo de seis meses (Chobotov, 1991).

3.6.2 Descricdo Matematica de um Modelo para Pressdo de Radiacao

Como vimos, a pressao de radiacdo solar tem origem na colisdo de fétons provenientes
do Sol com a superficie de um corpo (que consideraremos como sendo uma sonda). A
forca média sobre o veiculo durante um tempo, Dt, de exposicdo € proporcional a

guantidade de movimento transferido, ou sgja

Fos B o (3.101)

Onde )p € a variagdo da quantidade de movimento do veiculo durante o tempo de expo-
sigdo )t aradiacdo e f,, € o vetor unitério da diregdo Sol-veiculo, veja Figura 3.7.

Estamos adotando a mesma convencéo e simbologia da Secéo 3.3, logo:
Mo = (X = X))+ (Xpg = X0) %+ (Xgg - Xg1)° (3.102)

Para uma radiacdo de frequénciav, a energia de um féton € E = hv, assim, aenergia

total incidente sobre o veiculo &

Erotal = NV (3.103)

Onde n é o nimero de fétons incidentes. Por outro lado, a quantidade de movimento
total pode ser calculada da relacdo gera entre a energia relativistica total, Ev, 0 momen-

to total, Dpr, € a massa de repouso do féton, mg, por:

E? =c’Dp? +(nm,)? (3.104)
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Veiculo
Fiq

O [origem)

FIGURA 3.7 — Vetores posicdo do Sol, do veiculo e Sol-veiculo em relacdo a um
sistema de coordenada fixo.

Admitindo que a massa de repouso do féton é zero:

E
Dp, =— (3.105)
o
Logo:
E; .
Fred K arm (3.106)

A razéo E+ / Dt corresponde a taxa de energia transferida para o veiculo por unidade
de tempo, a poténcia. Esta, por sua vez, pode ser obtida a partir da intensidade de
energia transferida, 1o, que vale, aproximadamente, 1350W/nt (Wertz, 1978) a uma
unidade astronbmica. Este valor pode variar em até 1% para mais ou para menos
dependendo da atividade solar. Assm, a poténcia dissipada Er / Dt sobre a area

efetivamente exposta a radiacdo, Aee, de um veiculo é dada por:

=

o= oA (3.107)
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Portanto,

1A,
P 1 =P (3.108)

Com lg/ ¢ = 4,5x10°°N/nf = Py, sendo a pressdo de radiacdo solar a uma unidade astro-
némica. Agora, introduzindo uma constante (ou uma fungdo) de proporcionalidade, K,

podemos escrever:
Foq = KBAF, (3.109)

A constante (ou fungdo) K esté relacionada com algumas caracteristicas do veiculo e
de seu movimento, por exemplo, ao incidir sobre ele, a radiacdo eletromagnética pode
ser refletida ou absorvida, total ou parciamente, ou entdo, atravessar o veiculo sem
exercer nenhuma forca sobre ele. Além disso, quando o veiculo penetra na sombra do
planeta, ele deixa de receber a radiagdo solar o que também anula a forga. Também se
deve levar em conta que a variagcdo da distancia Sol-planeta causa pequenas oscilagtes
na intensidade da energia incidente sobre o veiculo. Com base nestas ponderacdes e
hipdteses, € possivel atribuir ao valor de K o produto E$(ap/rp)2, onde E é chamado de
coeficiente de eclipse e esté relacionado com a posi¢do relativa entre o Sol, o planeta e o
veiculo. Seuvaor é0ou 1. SeE = 0, significa que o veiculo estd na sombra do planeta
e ndo recebe radiacdo e, portanto, a forca sobre ele é nula. Se E = 1, o veiculo esta
iluminado recebendo diretamente a radiacdo solar e aforca sobre ele € diferente de zero.
$ é o coeficiente de reflexibilidade do material que reveste o veiculo externamente. Este
fator exprime a capacidade do material em refletir, absorver ou de ser transparente a
radiacdo solar. Seus valores podem variar de maneira continua entre 0 e 2. A titulo de
exemplo, para$ = 0, o veiculo é transparente a radiagdo, neste caso, a forga sobre ele é
nula. Para $ = 1, ocorre absorc¢do total da radiacdo incidente, e, para $ = 2, o material
reflete totalmente a radiacéo e a aceleracdo total € o dobro da experimentada para a
absorcéo total (conservagdo do momento linear). Por fim, a razéo (@y/rp) entre o semi-
eixo maior da orbita do planeta e a distancia radial Sol-planeta € responsavel pelo

balanceamento das oscilagbes da energia incidente sobre o veiculo. Considerando o Sol
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e a Terra, esta razéo varia entre 0,967 e 1,034. Assm, a aceleracdo sobre o veiculo

devido a presséo de radiacéo solar pode ser expressa da seguinte forma:

= PEb 9_§ j (3.110)
(4]

Este modelo é padréo e pode ser aplicado em quaisquer investigacOes de trgjetérias
de espaconaves no Sistema Terra-Lua, e até mesmo em outros sistemas. Para encerrar
esta Secdo, vamos expressar as componentes da aceleragdo em um sistema de

coordenadas Cartesianas inerciais,

.2
&A Ap 9 X14 - Xy

Apa = REbE— (3.111)
&me g T
.OZ
A, =P, Ebgeéfi: Xoa” X1 (3.112)
rp 4} r14
02
Ava = I%Ebgeﬁ Zoru” % (3.113)
emekr, 5 Iy

3.7 Equagdes de M ovimento do Problema de Quatro Cor pos Completo (P4C)

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, foram considerados basicamente dois
sistemas dindmicos na maioria das ssmulagbes numeéricas. O primeiro deles foi o
problema circular, planar, restrito de trés corpos TerraLua-sonda (PR3C) cujas
Equacbes de movimento integradas foram as (3.48), (3.49) e (3.50). O segundo sistema
dindmico considerado foi o problema de quatro corpos Sol-Terra-Lua-sonda tridimen-
siona ao qual adicionamos as Equagdes de movimento da sonda as perturbactes
devidas ao achatamento terrestre e a pressao de radiacdo solar. Com efeito, as Equactes
de movimento deste sistema dinamico para um sistema de coordenadas Cartesianas

inercial, o qual em t = 0 coincide com o centro de massa do Sol, sdo:
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- Para o Sol, as Equagdes (3.20), (3.21) e (3.22);
- Paraa Terra, as Equagdes (3.23), (3.24) e (3.25);
- ParaaLua, as Equaches (3.26), (3.27) e (3.28);

- Para a sonda, devemos somar as Equacdes (3.29), (3.30) e (3.31), as aceleracdes
devidas as perturbagdes do achatamento terrestre, dadas pelas Equacdes (3.98), (3.99) e
(3.100), e da presséo de radiacéo solar, dadas pelas Equactes (3.111), (3.112) e (3.113),
isto &

X4- X X, - X Xy = X
& =m (3 =+m 41r3 =+m, 31r3 S AL HAL (3114)
14 24 34
X, - X X, - X Xy, - X
&, =m 42r3 2 +m, 42r3 = +m 32r3 Z+ A, AL (3.115)
14 24 34
X,q - X X453~ X - X
K, =m 43r3 2 +m 43r3 23+”5X33r3 43+Ax3+ADX3 (3.116)
14 24 34

Onde as disténciasriy, ris, r, 23, 24 € r3; Sa0 dadas pelas Equactes (3.32) a (3.37). A
fim de tornarmos este sistema dindmico mais proximo do real, também levamos em
conta a excentricidade da orbita da Terra, erera = 0,0167; a excentricidade e inclinacéo
da drbita da Lua, eua = 0,0549 e i = 5,1454° (em relacdo a ecliptica). Estas
propriedades das Orbitas da Terra e da Lua foram adicionadas ao sistema via condicdes
iniciais. Obviamente, as consideracOes destas propriedades tornam muito grande o
numero de configuragdes iniciais, ou do posicionamento relativo entre 0s quatro corpos
envolvidos no inicio da integragdo. Para contornar este problema e dar caréater geral aos
nossos resultados, testamos diversas configuracfes iniciais com objetivo explicito de
assegurar gue os conjuntos de trajetérias estudados neste trabalho ndo existam apenas
para uma configuracdo particular. Nos Capitulos seguintes, descreveremos, quando

necessario, 0s procedimentos para garantir a generalidade dos resultados.
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CAPITULO 4

TRAJETORIAS DE LIGACAO TERRA-LUA

4.1 Introducéo

No segundo Capitulo, destacamos o trabalho Periodic Orbits in the Restricted Three-
body Problem with Earth-Moon Masses de R. A. Broucke, publicado em 1968. Neste,
1811 orbitas foram investigadas numericamente e divididas em 10 familias e 6 classes
de acordo com seus centros; Terra, Lua, Terra e Lua e pontos de equilibrio Lagran-
gianos. Este Capitulo explora algumas propriedades de uma destas familias, a Familia
G, de orbitas periddicas diretas ao redor de L1. Em geral, as Orbitas quase-periodicas
associadas as Orbitas da Familia G sdo instaveis, isto é, 0 alcance e a forma sdo sensiveis
a pequenas variagbes nas condicOes iniciais, em especial da velocidade. Todavia,
algumas del as passam a poucas centenas de quilémetros da superficie Terra e, entre 13 e
16 dias depois, a algumas dezenas de quildmetros da superficie da Lua. Nossa meta é
estabelecer um conjunto bem definido de trajetorias derivadas das érbitas periddicas da
Familia G e das quase-periddicas que oscilam em torno delas a partir desta caracteristica
em especia. Ta conjunto sera interpretado como um €lo entre a Terra e a Lua e também
0 espaco exterior". Ele ainda podera ser (til em missdes de transferéncia entre 6rbitas
terrestres e lunares, ambas com baixas altitudes. Para atingir este objetivo, trabalhamos
inicialmente com o problema circular, planar, restrito de trés corpos (PR3C). No
proximo Capitulo, estudaremos o comportamento destas trgjetérias considerando um
sistema dindmico mais complexo e redlista, 0 problema de quatro corpos completo
(P4AC).

O Capitulo esta organizado da seguinte maneira: na proxima Secdo, veremos as
principais propriedades das Orbitas da Familia G, ressaltando aquelas que sdo de maior
interesse as nossas investigaces. Na Secéo 4.3, descrevemos a metodol ogia empregada

para obter 0 conjunto de trajetérias que ligam a Terraa Lua. A Secdo 4.4 traz os resulta

T Chamamos de espaco exterior & porcdo do Sistema Solar fora da esfera de influéncia da Terra como
definidano Apéndice A.
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dos numéricos e a definicdo do conjunto encontrado considerando o PR3C Terra-Lua-
sonda. Na Secéo 4.5, sdo discutidos e interpretados os resultados da Secéo 4.4. A Ultima
Secdo traz as conclusdes sobre 0 Capitulo.

4.2 Familia G e suas Caracter isticas

A origem da Familia G esta, provavelmente, relacionada com uma bem conhecida
familia de orbitas elipticas infinitesimais em torno de L1 (Broucke, 1968). A Figura4.1
mostra trés érbitas tipicas da Familia G. As édrbitas quase periédicas que oscilam em
torno das Orbitas periodicas desta familia sdo muito instaveis, contudo, elas possuem
algumas caracteristicas interessantes, Para entendé-las melhor, dividiremos suas Orbitas
em trés tipos. O primeiro tipo corresponde a érbitas de pegueno acance em torno de L 1.
O segundo relne orbitas de maior alcance com algumas passando proximas da Terra e
da Lua. O terceiro tipo, também sdo de grande acance, mas apresentam um loop.
Considerando o PR3C Terra-Lua-sonda, as condicdes iniciais no sistema sinédico dos

dois primeiros tipos tém a forma:

(XY, %9 =(%,0,0, %), (4.1)

enquanto as do terceiro tipo séo dadas por:

(X, y,&% :(XO,O,O,- %) (42)

De acordo com estas condi¢oes, para qualquer érbitada FamiliaG,temt = 0, a Terra, a
sonda e a Lua estéo alinhadas nesta ordem, ou sgja, em conjuncédo inferior. A Figura4.1
exibe um exemplo de cada tipo, e como pode ser observado a partir das Figuras 4.1.a e
4.1.b, paraos dois primeiros tipos de orbitas, xo estaentrea Terrae L1, e 0 ponto X1, que
corresponde a primeira passagem da sonda pelo eixo-x, fica entre L1 e a Lua. Para o
terceiro tipo, Xo também ficaentre a Terrae L1, mas x; fica a esquerda da Terra entre ela
eL3.
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FIGURA 4.1 — Orbitas periddicas da Familia G vistas no sistema de coordenadas
sinddico: (a) Pequeno acance com (X,;G;0; %) = (0, 741686; O; O;
0,1959410), (b) grande alcance com (x,;0;0; %) = (0,299999; 0; O;
1959410) e (c) grande acance com loop e com (X,;0,0;¥%) =
(0,399997; 0; 0; -2,271238).

(continua)
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A divisdo das oOrbitas da Familia G em trés diferentes tipos feitas aqui € meramente
um procedimento para facilitar nossas investigacbes numéricas. Por isso, ndo nos
preocupamos em estabel ecer limites bem definidos entre o que chamamos de 6rbitas de
pequeno e grande acance em torno de L1, por exemplo. Tal divisdo esté atrelada apenas
as aplicacdes almeadas. Com efeito, 0 que chamamos de Orbitas de grande alcance, sem
loop, possuem a interessante caracteristica de passar a algumas centenas de quildmetro
da superficie da Terra e, entre 13 e 16 dias depois, a poucas dezenas de quildmetros da
superficie da Lua. Neste Capitulo, estaremos explorando esta caracteristica para definir
um conjunto de trgjetdrias derivadas destas érbitas capazes de efetuar uma transferéncia
entre uma érbita de estacionamento terrestre e outra lunar, ambas de baixas atitudes. As
oOrbitas que denominamos de pegueno alcance, por permanecerem sempre proximas de
L1 e também da Lua, podem ser exploradas para manter junto a Lua constelacfes de
veiculos espaciais em varios tipos de missdes. Com relagdo as orbitas periddicas que
classificamos como sendo do terceiro tipo, por possuirem um loop, as quase-periodicas
gue oscilam em torno delas estéo entre as mais instaveis. Ndo obstante, um limite entre
elas e os outros dois tipos surge naturalmente e pode ser observado nas expressdes (4.1)
e (4.2) através dainversdo do sina de ¥%; ¥ > O pra os dois primeirostipose ¥ <0
parao terceiro. O loop surge umavez que a Orbita é direta em torno de L 1.

A figura 4.2 mostra trajetériainstavel derivada de uma orbita periodica da Familia G
do segundo tipo, e que ilustra a caracteristica que possibilita efetuar transferéncias entre
aTerrae Luae vice-versa. SuacondigBes iniciais no sistema sinddico sdo (x,;0;0; %) =
(0,10000; 0; 0; 3,92978). Isto significa que o ponto de partida esta localizado entre a
Terra e L1 a 43.110,7km do centro da Terra, e sua velocidade inicial, também em
relacdo a Terra, € de 4,042km/s. A Figura 4.2.a mostra a evolucéo da trgjetoria no
sistema sinodico, as Figuras 4.2.b, 4.2.c e 4.2.d mostram a evolucdo da trajetéria,
juntamente com a 6rbita da Lua, no sistema geocéntrico. A Figura 4.2.c destaca com a
trajetéria em questdo envolve a orbita da Lua durante a passagem por ela. A Figura
4.2.d € uma ampliacdo ilustrando as posi¢oes relativas entre a Lua e a sonda no instante

de méxima aproximacao, isto €, quando a sonda atinge seu periluna (ou periselénio).
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FIGURA 4.2 — Trgjetoria instavel derivada de uma orbita periddica da Familia G cujas

condi¢Bes iniciais no sistema sinddico séo (X,;0;0; ¥ ) = (0,10000; O; O;

3,92978), e em relacdo a Terra, (43.110,7km; O; O; 4,020km/s). (a)
Sistema sinddico, (b) Sistema geocéntrico, juntamente com a Orbita da

Lua (c) Ampliacdo mostrando como a trgjetéria envolve a Orbita da
Lua, (d) Sonda em seu periluna (Figurailustrativa e fora de escala).
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Para encerrarmos esta Secdo, pensando em termos préticos, o impulso de injegdo
para aquisicdo da trgetéria de transferéncia deve ser aplicado a sonda, em Orbita
terrestre, quando a Terra, a sonda e a Lua estiverem ainhadas nesta ordem. Por
exemplo, para uma orbita de estacionamento terrestre circular de altitude 200km, ter-se-
a uma janela de lancamento aberta a cada 1,47h aproximadamente, valor que
corresponde ao proprio periodo da drbita, tempo que ndo chega a ser restritivo para

manobras de transferéncia entre a Terrae a Lua

4.3 Objetivose Metodologia

4.3.1 Objetivos

Nosso objetivo é selecionar numericamente um conjunto de trgjetorias derivadas das
oOrbitas da Familia G e, ent&o definir este conjunto através de uma expressdo matematica
empirica. Tal expressdo relacionard as condi¢Bes iniciais inerentes as Orbitas de
estacionamento terrestre e a posicdo na passagem pela Lua. A principio, estaremos
investigando aquelas orbitas que definimos na Secdo anterior como de grande alcance

comxg entreaTeraelLlex;entreLl ealua

4.3.2 Metodologia

O problema abordado considera uma sonda em Orbitas circular em torno da Terra. A
esta sonda, aplica-se um impulso que a colocard em uma trgjetéria que a levara as
proximidades da Lua em condi¢des de ser inserida em uma Orbita de estacionamento
lunar também circular.

Pararealizar esta tarefa, consideramos Orbitas de estacionamento terrestres circulares
diretas cujas dltitudes, Hr, variaram entre 160 e 60000km. A escolha do limite inferior
de 160km para Ht seguiu o observado para a grande maioria das missoes lunares ja
realizadas. O limite superior de 60000km foi feita respeitando os objetivos gerais do
trabalho. Entdo, procuramos pela vel ocidade que a sonda deve atingir, a partir da orbita

terrestre, para fazer a aquisicdo da trgjetéria que a levara as proximidades da Lua.
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Denominamos esta quantidade de velocidade de injecdo, V|, e ela deve ser atingida
guando a Terra, a sonda e a Lua estiverem alinhadas nesta ordem. A trajetéria de inte-

resse devera passar sobre a superficie da Lua com uma atitude, Hy, igual ou inferior a
um valor pré-determinado, inclusive, podera ser uma trajetéria de colisdo’ com a Lua a
principio. H_ correspondera sempre ao periluna datrajetéria de transferéncia. Aqui, Hy e
V), sd medidos no sistema geocéntrico enquanto H. é medido no sistema
selenocéntrico. Ao estabelecermos estes critérios para selecdo das trgjetdrias de nosso
interesse, fixamos condicdes iniciais da forma da Equacdo (4.1), 0 que caracteriza o
vinculo direto entre elas e as Orbitas da Familia G. A Figura 4.3 abaixo ilustra as

guantidades envolvidas no problema considerado.

. Trajetoria de e
“w = transferéncia T/

v

| | | ;
Crhita
Orbita H, | lunar
terrestre

FIGURA 4.3 — llustracdo das quantidades envolvidas na transferéncia Terra-Lua a partir

de uma trajetéria derivada de uma érbita da Familia G.

Em termos praticos computacionais, define-se um intervalo de variagdo de Hr, como
vimos 160 = Hr = 60000km, outro para V|, que adotamos 3,000 = V, = 11,000km/s, e
um para Hi, o qual fixamos entre 10 e 100km. Os limites inferior e superior de V|, acima
s80 os verificados para a Familia G (Broucke, 1968), e os valores estipulados para H. se
baseiam, mais uma vez, no observado para as diversas missdes lunares ja realizadas e

em nossa intencdo de investigar transferéncias entre érbitas terrestres e lunares de baixas

T Consideramos como trajetdria de colisdo toda aquela para a qual a distancia Lua-sonda atinja o valor
menor igual ao raio médio da Lua, 1738km, durante a integrag&o.
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atitudes. Em nossas simulagoes, o intervalo definido para Hr foi varrido em passos de
10km (DHy = 10km) e o intervalo definido para V; em passos de 5x10°km/s ()V; = 5x10
*km/s)’. Desta maneira, foram integradas 5,04x10°km/s trajetérias, cujas condi-¢0es

iniciais no sistema sinddico sdo da forma da Equacéo (4.1), com:

Xy = RT + HT LLLITS (4-3)

% =V, - X =V +DV) - X, (4.4)

Onde Rr = 6370km (ou 0,016571279; considerando a normalizagcdo descrita na Secéo
3.4) éoraio médio da Terra, U ya = 0,01215064 (ou p» também considerando a norma-
lizac&o da Secdo 3.4) é o pardmetro de massa da Lua, e Vcr é a velocidade da orbita de

estacionamento terrestre da sonda, dada por:

—_ erra
V. = _Terra 45
\’ R, +H; (45

Sendo prerra = 0,98784396 (ou p1 considerando a normalizagdo da Secéo 3.4) o pard
metro de massa da Terra. Entdo, com estas definices, constréi-se um algoritmo que
calcule todas as 5,04x10° trajetdrias e que selecione aquelas que passam nas proximi-
dades da Lua com altitude H, pertencente ao intervalo pré-estabelecido e também as
trgjetorias de colisdo.

Embora estejamos estabelecendo condicbes apenas na partida, quando a sonda esta4
em seu perigeu, e na passagem pela Lua, quando ela estd no periluna, a simetria
associada a periodicidade das oOrbitas da Familia G garante que as trgjetorias selecio-
nadas, com excecao dagquelas que colidem com a Lua, possuam uma “perna’ de retorno
a Terra, mesmo sendo instaveis. Portanto, tais trgjetérias também podem ser Gteis em

transferénciaentreaLuae a Terra

T Maistarde, veremos gue )V; tdo pequeno revelara umaimportante caracteristica deste conjunto.
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4. 4 Definicao do Conjunto de Trajetorias G

As Equacbes de movimento integradas foram as (3.48), (3.49) e (3.50) do Capitulo 3.
Aplicando a metodologia descrita na Segdo anterior, encontramos um conjunto de traje-
térias que pode ser visualizado a partir do gréfico da Figura 4.4 em termos da veloci-
dade de injecdo, V), versus a atitude da Orbita de estacionamento terrestre, Hr, para H.
= 100km. Os pontos da curva que expressa a relacéo entre V, e Hy definem o conjunto
de trgjetdrias que tangenciam as érbitas de estacionamento terrestres e lunares de acordo
com os critérios estabelecidos na Secédo 4.3. Cada um destes pontos representa uma
60000km, alcanca a Lua com dtitude H_ = 100km. O valor da velocidade da sonda ao
atingir o periluna da trgjetéria, a qual chamaremos de V, é calculada numericamente.
Ou sgja, 0 agoritmo encontra o periluna e ainda a velocidade neste ponto (magnitude e
componentes).

Uma expressdo matemética empirica que relacione V| e Hy para o intervalo entre 160
= Hy = 60000km é possivel, no entanto, conteria um nimero muito grande de termos.
Mas se restringirmos a andlise a um intervalo menor, com 160 = Hr = 700km isto se
torna fécil (estes novos limites foram escolhidos levando em conta a capacidade dos
atuais lancadores). A Figura 4.5 mostra uma ampliacéo da Figura 4.4 exatamente para o
intervalo 160 = Hr = 700km.

O resultado numérico da Figura 4.5 nos permite representar, em uma primeira
andlise, a relacéo existente entre V| e Hy, para 160 = Hy = 700km e H_. = 100km
(incluindo trgjetoria de colisdo) através de uma expressdo matemética empirica dada
por:

V, =-83265" 10 *H, +11105500 (4.6)

Onde V, é dada em km/s e Hr em km. Ao conjunto definido pelo gréfico daFigura4.4 e
pela expressdo (4.6), chamaremos de Trgjetorias G doravante.

Agora, em uma segunda andlise, mostraremos como as Trajetérias G sdo muito
sensi-vels a pequenas variagcdes nas condicles iniciais, especiamente em V,. Para ta,

adotamos a mesma metodologia descrita na Secdo 4.3 que gerou os diagramas das
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FIGURA 4.4 — Gréfico da velocidade de injecéo, V| versus a dtitude da Orbita de est&

cionamento terrestre, Hr, para altitude do periluna, H_ = 100km.
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FIGURA 4.5 - Gréfico V| x Hr, para 160 = Hy = 700km e H_ = 100km.

80



Figuras 4.4 e 4.5, porém selecionamos as trajetérias que atingem seus perilunas com Hp
= 20000km, divididas nos seguintes intervalos: 0 < H_ = 100km, 100 < H_ = 5000km,
5000 < H_ = 10000km e 10000 < H; = 20000km. Além disso, também selecionamos as
trgjetorias de colisdo com a Lua. A Figura 4.6 mostra o resultado desta investigacdo em
termos de V, x Hr, para 240 = H_ = 245km. Nela, ha uma distribuicdo de pontos na qual
observamos uma faixa cinza que corresponde as trgetérias de colisio com a Lua
Delimitando esta faixa, temos duas linhas pretas que correspondem as trajetérias que
possuem Hi = 100km. As demais cores correspondem aos outros intervalos de variagdo
de Hy, sendo: 100 < H_ = 5000km representado pela cor amarela, 5000 < H. = 10000km
pela cor vermelha e 10000 < H. = 20000km pelo azul. As trgjetérias de colisdo sdo um
limite entre aquelas que atingem o periluna entre L1 e a Lua, ou cruzam o exo-x do
sistema sinddico também entre L1 e a Lua no sentido descendente, e aquelas que tem
periluna apds a Lua em relacdo a um eixo perpendicular ao eixo-x que passa pelo centro
de massa da Lua (veja Figura 4.12.b). Assim, as trgjetorias cujos valores de V, e Hr
correspondem a um ponto acima da faixa cinza alcangam seus perilunas apos a Lug;
enquanto aquelas paraas quais V| e Hy correspondem a um ponto abaixo da faixa cinza
atingem seus perilunas entre aL 1 e a Lua. Notemos que a diferenca no valor de V, entre
uma trajetdria que tem periluna variando entre 10000 e 20000km entre L1 e a Lua, ou
apos a L ua é da ordem de 1m/s, e de H. = 100km de 0,3m/s sem colisdo.

Este resultado mostra a sensibilidade de H. em fungdo de V,. Para melhor interpreté

lo, introduzimos um termo, d, na Equacéo (4.6). Isto €,

V, =-8326500" 10*H, +11105500 +d (4.7)

O valor de d determinara o valor da altitude do periluna da Tragjetéria G e, consequiente-
mente, se 0 periluna ocorrera entrea L1l e a Lua, ou apds a Lua. As Tabelas 4.1 e 4.2
contém os valores de d para os dois casos.

Variagbes em V, a partir da 52 casa decimal acarretam mudancas no valor H; dentro
dos limites estabel ecidos para cada um dos intervalos das Tabelas 4.1 e 4.2.
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FIGURA 4.6 — Gréfico V| x Hr, para 240 = Hy = 240km e vérias atitudes do periluna,

Hy., indicadas pelo codigo de cores.

TABELA 4.1 — Relagdo entre d e H, para perilunaentre L1 e aLua.

dem km/s H. em km
-1,45x10% = d = 1,45x10°* colisdo com aLua
d=-1,46x10" 0e 100
-4,86x10% =d =-1,47x10* 100 e 5000
-7,28x10% = d = -4,86x10™* 5000 e 10000
-1,10x103 = d = -7,28x10™* 10000 e 20000

TABELA 4.2 — Relagdo entre d e H, para periluna apés a Lua.

dem km/s H. em km
d= 1,46x10" 0e100
1,47x10% = d = 4,86x10™* 100 e 5000
4,86x10%=d = 7,28x10* 5000 e 10000
7,28x10%=d=1,10x103 10000 e 20000

A Tabela 4.3 lista algumas propriedades de 10 orbitas do conjunto definido pelo
gréfico da Figura 4.4 e pela expressdo (4.7). Séo elas. Hy, a velocidade da Orbita de
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estacionamento terrestre circular, Vcr, Vi, Cy, HL, Vi, a velocidade da orbita de
estacionamento lunar circular de atitude Hi, VcL, € 0 tempo de voo entre o0 apogeu € 0
periluna datrgjetoria, T,.

TABELA 4.3 — Principais propriedades de 10 trgjetérias definidas pela Figura 4.4 e
Equacéo (4.7)

C; Ht Ver (km/s) V, H. Ve \A Ty
(km) kmis) | km) | (kmis) | (kmis) | (dias)

1,7474 160 7,81200 | 10,96951 100 1,63300 | 2,56980 | 14,272
1,7483 200 7,78800 |10,93567 | 43,0 1,65800 | 2,59986 | 14,274
1,7475 240 7,76400 | 10,90215 141 1,67300 | 2,61978 | 14,276
1,7511 320 7,71700 | 10,83599 67,7 1,64700 | 2,58886 | 14,276
1,7590 700 7,50700 |10,53720| 42,0 1,65900 | 2,60000 | 14,297
1,7660 1000 7,35300 |10,31776| 34,6 1,63400 | 2,60409 | 14,312
1,8473 5000 592000 | 8,27755 91,6 1,63800 | 2,47595 | 14,474
1,9272 | 10000 | 4,93400 | 6,86830 444 1,65750 | 2,56505 | 14,639
2,2040 | 36000 | 3,06600 | 4,17425 98,4 1,63300 | 2,47600 | 15,235
2,3704 | 60000 | 2,45000 | 3,26/83 88,7 1,63800 | 2,44609 | 15,605

Para encerrarmos esta Secdo, mostraremos na Figura 4.7 uma tipica Tragetéria G
definida pela Equagdo (4.7) para Hy = 240km e V, = 10,90215km/s e d = -1,46x10
“km/s, com H_ = 14km e velocidade da sonda no periluna da trajetoria, Vi =
2,61978kn/s.

45Elosentrea Terraealuaeo Espaco Externo

Nesta Secdo, discutiremos algumas caracteristicas das Tragetérias G definidas anterior-
ente. A Primeira delas esta associada aquelas que sio encontradas para-1,10x10° = d =
-1,46 x10*km/s, ou sga, aquelas com periluna entre a L1 e a Lua Estas trgjetdrias
guardam simetria apesar da sensibilidade que a altitude do periluna tem em funcdo de
V). Assim, apés passarem pela Lua, e€las retornam a Terra. Para entendermos esta
propriedade, consideraremos duas tragjetérias listadas na Tabela 4.3, com: Hy = 160km,
V) = 10,95950km/s, H, = 13km, V| = 2,56980km/s e C; = 1,7474, e Hr = 60000km, V, =
3,26783km/s, H_ = 88,7km, V| = 2,44609km/s e C; = 2,3704.
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FIGURA 4.7 — Trgjetéria G tipica definida pela Equacéo (4.7) e pelo grafico da Figura
4.4 cujas condigOes iniciais sGo: Hy = 240km eV, = 10,90215km/s e d =
-1,46x10*km/s, com Hy = 14km e velocidade da sonda no periluna da
trgetoria, Vi = 2,61978km/s. (a) Sistema sinddico, (b) sistema
geocéntrico juntamente com a Orbita da Lua e (¢) ampliagdo mostrando
0 loop com o qual a tragjetdria de transferéncia envolve a érbita da Lua
durante a passagem por ela.

(continua)
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FIGURA 4.7 - Conclusao

Estas duas trgjetorias correspondem aos limites considerados para Hr e Hi, e a partir

delas, é possivel definir o que chamamos de elos entre a Terra e a Lua que podem ser
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visualizados no sistema de coordenadas sinddico. A Figura 4.8.a mostra estes €los €,
como podemos ver, existe um elo Terra-Lua e outro Lua-Terra, praticamente simétrico.
O limite interno do elo Lua-Terra pode ser ampliado se considerarmos trajetorias com
100 = H_. = 20000km como as que estdo definidas na Figura 4.6. Em geral, isto ocorre
porque as trgjetdrias com Hi 3 5000km atingem o periluna acima do eixo-x do sistema
sinédico, caracterizando um Swing-by com decréscimo de energia. Ao final da Secdo,
discutiremos melhor esta caracteristica a partir da andlise deste fendmeno. Desta forma,
praticamente toda regi&o abaixo do eixo-x do sistema sinddico delimitada pela trajetéria
com Hr = 160km e H_ = 13km pode ser considerada como elo de voltaentre a Terrae a
Lua, tal como mostra a Figura 4.7.b, para a qual a trgetdria que define a fronteira
interna dos dois elos possui Hy = 60000km, V, = 3,26100km/s, H_ = 20000km, V| =
2,24809km/s e C; = 2,3794.

A existéncia destes €los é interessante e compensa a sensibilidade inerente as
trajetdrias. Pensando em termos praticos, ndo € preciso acertar o valor exato de V, que
conduzira a atitude do periluna desgjada. Basta colocar a sonda em uma traetoria
pertencente ao elo, pois a propria sensibilidade permite saltar de uma para outra, mais
conveniente, a baixo custo. Nos Capitulos 6 e 7 exploraremos estas possibilidades.

A segunda caracteristica esta associada as trgjetorias que possuem periluna apos a
Lua Isto é aguelas que sio obtidas pela Equacdo (4.7) para d 3 1,46x10“*kms.
Algumas delas, apds a passagem pelo periluna, descrevem um lago ao redor da Lua, ho
sistema sinddico, caracterizando um Swing-by. Durante a evolucdo deste laco, a
trgjetdria cruza o eixo-x do sistema sinddico no sentindo ascendente entrealLuaelLl1l. O
ganho de energia envolvido neste movimento € suficiente para transformar a trajetoria
em uma espiral aberta paraforado Sistema Terra Lua.

A Figura 4.9 mostra as trgjetérias para os sistemas sinodico, letras (a) e (¢), e
geocéntrico, letra (b) e (d), cujas condi¢cBes iniciais sdo: Hr = 160km, V|, =
10,96983km/s (determinada pela Equacao (4.7) parad = 1,46x10*kmy/s), H, = 15km, V.
= 2,61200km/s e C; = 1,7400 (tempo entre o perigeu e o periluna de 14,321 dias). Os
tempos de integracdo sdo de 17 dias para as letras (a) e (b) e de 1000 dias para as letras
(c) e (d). A Figura 4.10 mostra, nos mesmos moldes, a trajetéria encontrada para Hr =
60000km, V, = 3,26990km/s, H_ = 9857km, V| = 1,24400km/s e C; = 2,3580 (tempo
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entre 0 perigeu e o periluna de 15,771 dias). Estas duas trgjetérias representam 0s
limites para escape do Sistema TerraLua. Ou sga, para Hr = 160km e V|, =

10,96983km/s, tém-se trgjetdrias de colisdo com a Lua ou pertencentes ao €lo Terra

LuaTerra Mas se 160 = Hr = 60000km e 1,46x10* = d = 7,28x10*km/s a Equacdo
(4.7) fornece trgjetdrias que apos a passagem pela Lua cruzam o eixo-x do sistema
sinddico no sentido ascendente, entre a Lua e L1, e escapam do Sistema Terra-Lua.

Agora, se 160 = Hr = 60000km e d 3 7,28x10*km/s a Equacdo (4.7) fornece trajetorias
gue possuem periluna com altitude, H;, entre 10000 e 20000km apds a Lua e ndo
ganham energia suficiente para escaparem do Sistema Terra-Lua, tal como mostra a
Figura 4.11. De acordo com o que vimos ao longo desta Secdo e da anterior,

verificamos que as trgjetdrias que tém periluna entre L1 e a Lua, envolvem a Lua com
um laco no sistema geocéntrico. Ja aquelas que possuem periluna apds a Lua,

envolvem-na com um lago no sistema sinddico. Compare as Figuras 4.2 e 4.7 com as
4.9e4.10.

Dado o exposto, € possivel considerar as trajetérias das Figuras 4.9 e 4.10 como 0s
limites de uma rota de escape do sistema Terra-Lua. I1sto estéilustrado na Figura 4.12.a,
em que vemos a rota de escape juntamente com o €lo Terra-Lua em segundo plano. Esta
ilustracéo mostra que a diferenca entre o elo Terra-Lua e a rota de escape surge a partir
do apogeu de suas trgjetorias. Ja a Figura 4.12.b mostra como as duas trajetorias que
definem arota de escape cruzam o eixo-x no sentido ascendente entre a Lua e L1 antes
de escaparem, enquanto as trgjetdrias que alcancam o periluna apdés a Lua e ndo
escapam, cruzam o elXo-x a esguerda da trgjetéria da Figura 4.10 e entre L1 e a Terra
Por fim, a Figura 4.13 mostra o crescimento da distancia radial em funcéo do tempo, ao
longo de 1000 dias, para as duas trajetdrias que definem a rota de escape. Podemos
observar, que a maior taxa de afastamento, 3,1x10’km/ano, é da trgjetéria mais interna
(Hr = 160km, V|, = 10,96983km/s e C; = 1,7400). Esta trgjetéria poderia alcancar a
oOrbita de Marte em 2,4 anos, emboraisto dependa de um direcionamento.

Assim, podemos definir parcialmente o elo Terra-Lua-Terra para quaisquer valores
de Hy entre 160 e 60000km, com V, obtido pelos gréficos das Figuras 4.4 e 4.5 ou pela
Equacso (4.7), com -1,10x103 = d = -1,46x10*km/s. A rota de escape, por sua vez, fica
definida para quaisquer valores de Hy entre 160 e 60000km, com V, obtido pelos

87



gréficos das Figuras 4.4 e 4.5 ou pela Equacdo (4.7), com 1,46x10* = d = 7,28x10°
*km/s.

=174

@
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# (b)

FIGURA 4.8 — () Elos entre a Terra e a Lua para o0 PR3C definidos pelas trgjetorias
com Hr = 160km, V| = 10,95950km/s, H, = 13km, V| = 2,56980km/s e
C; = 1,7474, e Hr = 60000km, V| = 3,26783km/s, H_= 88,7km, V. =
2,44609km/s e C; = 2,3704, e (b) idem, porém considerando a trgjetoria
com Hy = 60000km, V, = 3,26100km/s, H. = 20000km, V_ =
2,24809km/s e C; = 2,3794, ampliando o limite do €lo de volta.
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FIGURA 4.9 — Trgetéria Hr = 160km, V, = 10,96983km/s H_ = 15km, V,_ =
2,61200km/s e C; = 1,7400, vista no sistema sinédico para: (a) 17
dias, (b) 1000 dias. E no sistema geocéntrico para: (c) 17 dias e (d)
1000 dias.
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FIGURA 4.11 — Tragjetéria Hy = 160km, V, = 10,9700km/s H_ = 20000km e C; = 2,315,

vista no sistema sinddico.

A definicdo anterior pode ser complementada a partir da variacdo da energia, )E, das
traetérias em relacdo a Terra apds a passagem pela Lua. Podemos considerar que
durante esta passagem pela Lua ocorre um Swing-by. Para entendermos melhor esta
afirmacdo, consideremos a definicdo geral de Swing-by dada por Prado (2001b). Sgja
um sistema de trés corpos my, m, e mg; sendo m; um corpo massivo fixo a origem de um
sistema de coordenadas Cartesianas; n, um corpo de massa menor que my, um planeta
ou um satélite em Orbita Kepleriana de my, e mz uma particula de massa negligenciavel
gue se move em uma Orbita genérica de my. Entdo, mg realiza um encontro com my e
altera sua Orbita em relacdo a m; em virtude de um ganho ou de uma perda de energia
(entende-se por encontro quando mg cruza a Orbita de m, em relacd a my com uma
distancia em relacdo a mp tal que este domina 0 movimento e mz por certo tempo). De
acordo com estas hip6teses, as Orbitas de m; e mp ndo se alteram durante o fenbmeno. A

Figura 4.14 ilustra este encontro mostrando algumas das quantidades envolvidas. Ela é
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uma reproducdo na integra da Figura 4.6 de Prado (2001b). As quantidades ilustradas

nas Figura 4.14 sdo:

2 ; .
Regido onde a maioria das
Trajetdrias G atigem o apogeu
15 ¢
'] [
Y 05 +
O -
05 1

-1 -05 0] 05 1 15 2

s
de escape - Regido comum ao elo Terra Lua e a rota de escape (a)

A
{ 160km; 19,96953km/s; 1.46x10  kmis)
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008
¥ 0
L1
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FIGURA 4.12 — (a) Rota de escape do Sistema Terra-Lua, superposta ao elo Terra-Lua.
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(b) Trajetérias limitesda rota de escape cruzando 0 eixo-x do sSistema

sinddico no sentido ascendente entreaLuae L1.
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FIGURA 4.13 — Distancia Terra-sonda em funcéo do tempo.

- Vo= velocidade de m; em relagdo amy;
-V, eV,” = velocidades de mz em relagdo a m, antes e depois do encontro

respectivamente;

-d = metade do dngulo de curvatura, angulo entre V, e V,';
- rp = distancia entre m; e mg no instante de maxima aproximagao entre eles;
.Y = Angulo entre adiregdo do periapse e a diregdo que une mp e ma.

Em nosso caso, o corpo m; éaTerra, mp € aluae mz asonda. O ganho de energiada
sonda em relacéo a Terra apos a passagem pela Lua pode ser dado por (Broucke, 1988):

DE =- V.V, sen(d)sn( Y) (4.8)

De acordo com esta Equac&o, podemos concluir, de maneira geral, que:
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Se 0 encontro ocorrer para0 <Y < 180°, entdo sen(Y) > 0 e )E < O (DE é mini-
mo paraY = 90°);

Se 0 encontro ocorrer para 180° < Y < 360° entdo sen(Y) <0e )E > 0 OE é
maximo paraY = 270°);

Se 0 encontro ocorrer paraY = 0°, entdo sen(Y) = 0 e DE = 0 e ndo h4 dteracdo

naenergia

Veo

FIGURA 4.14 — Manobra de Sning-by e algumas de suas quantidades.
FONTE: Prado (20013, p. 82).

Astrgjetorias que definem o elo Terra-Lua-Terra que possuem Hi = 5000km tém, em
geral, encontrocomalLuacom Y @180° ou sga, entre L1 e a Lua, portanto, DE @O0, e
a trgjetdria fica praticamente inalterada em relagdo a Terra (mantém a simetria). Por
exemplo, veja a Figura 4.15 que mostra a energia em relacdo a Terra da Trajetéria G da
Figura 4.7. Mas ha também aquelas trgjetorias pertencentes ao elo Terra-Lua-Terra que
atingem o periluna em ponto acima do eixo-x do sistema sinodico (H. > 5000km), com
90° < Y <180° portanto, perdem energia e tém suas formas alteradas. S&0 estas

tragjetérias que definem a fronteira interna do elo na regido abaixo do eixo-x (Figura
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4.8.b). A Figura 4.16 mostra a energia em relacdo a Terra da trajetéria que define o
limite interno do elo da Figura 4.8.b, cujas condi¢les iniciais sdo: Hr = 60000km, V, =
3,26610km/s e H_ = 20000km. A Figura 4.17 mostra a energia em relacdo a Terra em
funcdo do tempo das trgjetorias das Figuras 4.9 e 4.10, isto €, dos limites da rota de
escape. Podemos observar que suas energias se tornam positivas e praticamente
constantes. Apds 0 Swing-by, a trgjetoria da Figura 4.9 adquire energia da ordem de
0,75 (adimensional). Trajetdrias que atingem o periluna apds a Lua com energia maior
gue 0,75 se dirigem para as proximidades da Terra onde ocorre um novo Swing-by que,
desta vez, imprimem um DE < 0, impedindo que escapem do Sistema Terra-Lua (como
exemplo, podemos considerar a trgjetéria da Figura 4.11). Por esse motivo, a trgjetoria
da Figura 4.9. foi tomada como limite interno da rota de escape. A energia da trgjetéria
da Figura 4.10 oscila em torno de zero, justificando porque a consideramos como limite
externo darota de escape.

Assim, Fechamos a definicdo do elo Terra-Lua-Terra, a partir um vetor de estado
inicial em relagdo a um sistema de coordenadas geocéntrico da forma (X,;V,;%;¥%) =
(Rr+ Hr; 0; 0; V)), onde 160 = Hr = 60000km, V, € dada pela Equacéo (4.7), ou pelas
Figuras 4.4 e 4.5, com d dado pela Tabela 4.1, e DE (em relacdo a Terra) = 0 apds o
Swing-by com aLua. A rota de escape fica definidapor (X,;Y,;%;¥%) = (Rr+ Hr; 0; O;
V), onde 160 = Hr = 60000km, V|, é dada pela Equacéo (4.7), ou pelas Figuras 4.4 e
4.5, com d dado pela Tabela 4.2, mas menor que 7,28x10*km/s, e DE (em relacdo a
Terra) > 0 apos 0 Swing-by com a Lua. Para encerrar a definicéo, lembremo-nos de que
no instante inicial, a Terra, a sonda e a Lua estdo em conjuncéo inferior, ou sgja,
alinhadas nesta ordem.

4.6 Conclusdes

Ao longo do Capitulo, apresentamos os resultados de investigagdes numeéricas conside-
rando o PR3C que exploram caracteristicas peculiares de um grupo de trajetérias
pertencentes a Familia G de Orbitas periddicas diretas ao redor de L1 (Broucke, 1968).
Tais trajetdrias passam a poucas centenas de quildmetros da superficie da Terra e a

poucas dezenas de quilémetros da superficie da Lua. Os resultados das investigactes
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nos permitiram estabelecer relacdes entre a velocidade de injecdo necessaria para
aquisicdo destas trgjetdrias, V|, apartir da altitude da drbita de estacionamento terrestre,
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FIGURA 4.15 - Variagdo da energia Terra-sonda em fungdo do tempo paraatrajetéria

daFigura4.7. O comportamento é o mesmo para 1000 dias.
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FIGURA 4.16 — Variacdo da energia Terra-sonda em funcdo do tempo paraastrge-
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torias que define o limite interno do elo Terra-Lua-Terra da Figura
4.8.b.

kS

P

0s F

Enargia Tera-sonda (adirmensions )

06 |

0 20 Al G0 4] 101

Tempo[das)

Trajetbna da Figura 4.6 Treatiria da Figura 4.10

FIGURA 4.17 — Variagdo da Energia Terra-sonda em funcéo do tempo para as trgjeto-

rias das Figuras 4.9 € 4.10 — os limites da rota de escape.

Ht, para dtitudes do periluna, Hy, variando entre 0 e 20000km. Estas relacOes
correspondem aos gréficos das Figuras 4.4 e 4.5, a expressdo (4.7) e as Tabelas 4.1 e
4.2.

Um estudo mais detalhado destas quantidades, (Hr, Vi, H.) revelou que o valor de H.
€ sensivel a pequenas variagbes em V,. Mudangas da ordem de 1m/s podem aumentar
H_ de algumas dezenas de quilémetros. Mais do que isto, variagbes da mesma ordem
determinam a existéncia de um elo Terra-Lua-Terra e uma rota de escape do Sistema
TerrarLua. As trgjetdrias que definem o €o Terra-Lua-Terra tém perilunas situados
entreall ealua ou acima deste eixo-x do sistema sinddico, mas ainda entre L1 e a
Lua; enquanto os perilunas daguelas que formam a rota de escape estéo situados apos a
Lua. O campo gravitacional da Lua atua sobre estas Ultimas de tal forma que, apés a
passagem pelo periluna, elas cruzam o eixo-x entre a Lua e L1 no sentido ascendente

antes de escaparem do Sistema Terra-Lua em tipico Swing-by. Por outro lado, estes
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resultados mostram como é complexa a dindmica de trajetérias que atravessam a esfera

de influéncia da Lua.
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CAPITULO 5

TRAJETORIAS G E O PROBLEMA DE QUATRO CORPOS

5.1 Introducéo

O PR3C nos permitiu encontrar e investigar algumas caracteristicas associadas ao
conjunto de trgjetdrias que denominamos por Trajetdrias G. Além disso, ele também nos
permitiu definir elos entre a Terra e a Lua que podem viabilizar transferéncias entre
elas. Entretanto, se desgiarmos ampliar o conhecimento sobre a dinamica das tragjetérias
G dentro do Sistema Terra Lua, e ainda estudar os parametros para utiliza-las em mis-
soes reais, faz-se necessaria a adogdo de um sistema dindmico mais complexo e redista.
Este sistema deve levar em conta 0s campos gravitacionais do Sol, da Terrae da Lua, as
interaces mutuas entre eles, as perturbagdes devidas a0 achatamento terrestre e a
pressdo de radiacdo Solar, aém das caracteristicas das orbitas da Terra e da Lua
(excentricidades e inclinagdo). Por isso, a meta deste Capitulo € investigar as Trajetorias
G considerando o problema de quatro corpos Sol-Terra-L ua-sonda descrito no Capitulo
3.

O Capitulo esta organizado da seguinte forma: na proxima Secéo, descreveremos a
metodologia empregada. Na Secdo 5.3, definiremos o conjunto de trgjetorias para o
PAC. A Secéo 5.4 traz uma discussdo mais detalhada sobre as novas caracteristicas
encontradas para as Trgjetorias G. Na Secéo 5.5, investigamos os efeitos da pressdo de

radiacao solar sobre a sonda. A Secéo 5.6 encerra o Capitulo com as conclusdes.

5.2 Metodologia

A metodologia adota aqui, € a mesma utilizada no Capitulo anterior. Isto é, a selecdo
numeérica das trajetorias foi feita, em primeira andlise, a partir da atitude do periluna,
H.. As trgjetérias de colisdo também foram selecionadas uma vez gue elas representam
um limite entre aquelas que escapam do Sistema Terra-Lua e as que definem o elo

Tera-Lua-Terra
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As Equacbes de movimento integradas foram: para o Sol (3.20), (3.21) e (3.22), para
a Terra (3.23), (3.24 e (3.25), para a Lua (3.26), (3,27) e (3.28), e para a sonda as
(3.114), (3.115) e (3.116), sem a aceleracdo devida a pressdo de radiacdo solar, a qual
foi investigada separadamente na Secéo 5.5. As condicdes iniciais da sonda em relacéo

aTerrasdo):
(%Y, 2% %8 =(%,02,0 %,0) (5.1)
Com,
X, =(Ry +H;)cos(q) (5.2)
z, = (Ry + Hy)sen(q) (5.3
% =V, (5.4)

Onde Ry = 6370km € o raio médio da Terrae ? € 0 angulo entre o plano da orbita da
Luaedaecliptica

Quando a excentricidade da Orbita da Terra e a excentricidade e inclinacéo da 6Orbita
da Lua sdo consideradas o niUmero de condicdes iniciais que alimentam as simulagdes
numéricas tornam-se muito grandes. Primeiramente, isto ocorre porgue quando a Terra,
a sonda e a Lua estiverem ainhadas em conjuncdo inferior, como é necessario, a
distancia Terra-Sol pode variar entre 1,47x10°%km e 1,52x108km, e a distancia Terra-Lua
entre 362227km e 404310km, dependendo da posicao que elas estiverem ocupando em
suas respectivas Orbitas neste instante. Por outro lado, como descrito no Apéndice A,
Secéo A.2, a Orbita da Lua possui uma inclinagdo de 5.1454° em relagcdo a ecliptica. E a
alinha dos nodos, que é aintersecdo entre o plano da drbita da Lua e a ecliptica, possui
um movimento de rotacdo no sentido anti-horario com periodo de 18,6 anos. Este fato,
associado a outro, que é a inclinagdo de 23,5° do equador terrestre em relacdo a
ecliptica, faz com que o angulo entre a érbita da Lua e o equador terrestre varie entre
18,36° e 28,64° com periodo de 18,6 anos. Um outro fato que contribui para esta grande

guantidade de condicBes iniciais, também descrito na Secdo A.2, € 0 movimento no
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sentido anti-horério da linha dos apsides da orbita da Lua. O periodo deste movimento é
daordem de 8,9 anos.

Para considerar todas as caracteristicas das Orbitas da Terra e da Lua e mensurar seus
efeitos sobre as Trgjetérias G, variamos a distancia Sol-Terra, ainclinacdo da Lua entre
18,36° e 28,64° em passos de 2°, e 0 argumento O perigeu e a longitude do nodo
ascendente entre 0° e 360° em passos de 30° (o0 que também leva em conta a variagdo da
distancia Terra-Lua). Ao todo, foram feitas simulagbes com 64 diferentes condicoes
iniciais para a Terra e a Lua. Os resultados encontrados foram praticamente 0s mesmos
para todas elas, as diferencas nos valores de V| que definem H_ surgem na terceira casa
decimal, considerando km/s. Por isto, vamos apresentar apenas 0s resultados para o con-
junto de condicdes iniciais que considera para a Lua iLya = 28,64° em relacéo ao
equador, Wiy = 270°e T = 90°.

5.3 Trajetdrias G para o Problema de Quatro Cor pos (P4C)

A Figura 5.1 apresenta o conjunto de Trajetérias G para o PAC. A principio, o grafico V,
X Hr para H. = 100km é quase idéntico ao da Figura 4.4. Mas existem diferencas entre
eles que ndo podem ser visualizadas nestes gréficos V| x Hy para o intervalo considerado
nas Figuras 4.4 e 5.1. Estas diferencas serdo discutidas na proxima Secdo. Por ora,
vamos nos concentrar apenas em definir o conjunto através do gréfico da Figuras 5.1 e
de uma expressdo matemética empirica que fornece o valor de V| em funcéo de Hr e d
para 160 = Hr = 700km de maneira andloga ao Capitulo anterior.

Assim, apartir da Figuras 5.2, que mostra a sensibilidade de H. em termos de V, e Hy
para o intervalo de 240 = Hy = 245km, e levando em conta que a estrutura observada na
Figuras 5.2 € praticamente a mesma por todo o intervalo considerado, (160 = Hy =

60000 km), foi possivel escrever a seguinte expressao:
V, = -8,326500x10*Hr + 11,10100 + d (5.5

Como pode ser observado na Figuras 5.2, os valores de d na Equacdo acima sdo 0s

mes-mos do PR3C listados nas Tabelas 4.1 e 4.2 para trgjetdrias com periluna entre a
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LuaelLl eapbsalua Por outro lado, também se observa na Figura 5.2 que os valores
deV, sdo ligeiramente menores do gque os encontrados para 0 PR3C, justificando assim
a seme-lhanca entre os diagramas das Figuras 4.4 e 5.1. Isto também significa que a
consideracdo de um sistema dindmico mais complexo ndo adtera uma das
caracteristicas do conjunto de Trgjetdrias G, ou sga, os vaores de H_ continuam
guardando a mesma sensibilidade com relagéo a V.

Para terminarmos esta Segdo, exibimos na Tabela 5.1 as propriedades de 10
trgjetdrias encontradas para 0 PAC nos mesmos moldes da Tabela 4.3 (Ela também traz
os valores da inclinagdo, da longitude do nodo ascendente da érbita osculadora lunar
gue contém o periluna e da atitude atingida considerando a presséo de radiacéo solar.

Tais quantidades serdo introduzidas nas proximas Secoes).
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FIGURA 5.1 -V, x Hr, para 160 = Hr = 60000km e H, = 100km para o PAC.
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FIGURA 5.2 -V, x Hr, para240 = Hy = 245km e H_ = 20000km de acordo com o
codigo de cores, para o PAC.

TABELA 5.1 — Principais propriedades de algumas das trgjetérias definidas pela Figura
5.1

Hr Ver \ HL \el Vi Ty I S HLP
km) | km/s) | (kmis) | km) | (ki) | (kmis) | (diay) | ©) | ©) | km)

160 | 7,8120 | 10,96858 | 100 | 1,6330 | 2,5520 | 13,908 | 41,1 | 1169 | 82
200 | 7,7880 | 10,93471 | 47,4 | 1,6580 | 2,5890 | 13,910 | 41,6 | 117,0 | 40
240 | 7,7640 | 10,90115 | 38,6 | 1,67/30 | 2,6050 | 13,912 | 41,7 | 1170 | 25
320 | 7,7170 | 10,83450 | 84,7 | 1,6400 | 2,5700 | 13,915 | 41,5 | 1170 | 82
700 | 7,5070 | 10,53590 | 30,9 | 1,6470 | 2,5840 | 13,935| 41,6 | 1169 | 25
1000 | 7,3530 | 10,31632 | 51,3 | 1,6590 | 2,5850 | 13,950 | 40,2 | 116,7 | 35
5000 | 59200 | 8,27482 | 62 | 1,6340 | 2,5380 | 14,122 | 38,9 | 1158 | 53
10000 | 4,9340 | 6,86485 | 94,5 | 1,6350 | 2,5500 | 14,299 | 38,9 | 114,8 | 87
36000 | 3,0660 | 4,16901 | 70,3 | 1,6530 | 2,4600 | 14,936 | 33,4 | 1109 | 64
60000 | 2,4500 | 3,26201 | 79,8 | 1,6380 | 2,4320 | 15,334 | 29,0 | 108,0 | 70
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54 EloTaraLua-Terraparao P4AC

Apesar da grande semelhanca entre os diagramas V, versus Hr encontrados para o PR3C
e 0 PAC, a evolugdo das trgjetorias € bem diferente para os dois sistemas dinamicos
durante e apods a passagem pela Lua. Esta diferenca pode ser notada através da Figura
5.3 que mostra uma trgjetoria tipica do conjunto definido pela Figura 5.1 e Equagéo
(5.5). Como podemos observar, esta trgjetoria deixa o plano da érbita da Lua durante a
passagem por ela, assim, como todas as outras encontradas para o PAC. Isto significa
gue o plano da érbita osculadora lunar que contém o periluna da Trajetéria G, possui
uma inclinacdo, i, em relacdo ao plano da Orbita da Lua, e longitude do nodo
ascendente, W, diferentes de zero. Como estamos considerando a hipotese de insercéo
da sonda em uma 6rbita lunar circular, o argumento do periluna € indefinido. Para a
orbitadaFigura5.3, i = 42,24°e W = 116,84°.

Da Tabela 5.1, verificamos que para 160 = Hy = 5000km a inclinagdo da orbita
osculadora que contém o periluna varia entre 41° e 42° e a longitude do nodo ascendente
entre 116° e 117°. Para 5000 < Hy = 60000km a inclinagdo decresce suavemente até 29°
e 0 mesmo ocorre com a longitude do nodo ascendente que cai até 108°. Os valores da
inclinacdo que estdo na Tabela 5.1 ndo levam em conta que o plano do equador da Lua
possui uma inclinacéo de 6,5° em relacdo ao plano de sua Orbita.

A instabilidade inerente ao conjunto de trajetérias abre a possibilidade de insercdo de
sondas em Orbitas lunares com inclinagdes superiores 42° ou inferiores a 29°, a partir da
aplicacéo de um impulso diretor de meio caminho como veremos no préximo Capitulo.

Este ganho nainclinagdo das Trgjetdrias G pode ser entendido levando em conta que,
devido ainclinacdo da orbita da Lua (5,1454° em relacdo a ecliptica), a forca de atracéo
do Sol sobre a sonda apontard para fora deste plano, exceto nos instantes em que a
Trajetoria G cruza a ecliptica. Consequentemente, a resultante das forcas sobre a sonda
também estar& direcionada para fora do plano da érbita da Lua. A Figura 5.4 mostra a
evolugdo no tempo da inclinacdo da drbita osculadora lunar da sonda e as magnitudes
das aceleracOes devidas as forcas de atracdo do Sol, da Terra, e da Lua. Nela, podemos
observar que ainclinacdo da Orbita osculadora apresenta um forte crescimento a medida
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FIGURA 5.3 — Trajetéria G tipica encontrada para o PAC, com Hr = 240km, V, =
10,9015km/s, H_ = 38,6km, V| = 2,589%km/s, i = 41,66°, W= 117°e T,
= 13,913 dias vista em sistema de coordenadas geocéntricas. (a) vista

espacia e (b) vistano plano xz.
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gue se aproxima da Lua. Apds a passagem pela esfera de influéncia da Lua, no intervalo
considerado, ainclinagéo diminui suavemente. Se compararmos 0 exposto na Figura 5.4
com os resultados discutidos ao longo deste Capitulo e o do anterior, podemos concluir
gue a interacdo com o0 Sol € responsavel por retirar a sonda do plano da érbita da Lua
inicialmente, mas é a interagdo com o campo gravitaciona da Lua que causa o ganho de
inclinagdo antes do encontro (quando a sonda atinge seu periluna) e, também, a

estabilizacdo de seu valor, tal como observado pela Figura5.4.
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FIGURA 5.4 — Inclinacdo da orbita osculadora lunar da sonda e magnitudes das
aceleragdes devidas as interagBes do Sol, da Terra e da Lua, para a

trajetéria da Figura 5.3 para um intervalo de 30 dias.

Para encerrarmos esta Secéo, resta-nos verificar se os elos entre a Terra e a Lua
continuam existindo. Para isso, vamos considerar duas trgjetorias cujas condicbes sdo
Ht = 160km, V, = 10,96859km/s, H_ = 8km, V| = 2,608km/s, T, = 13,908 dias, i = 41,1°,
W= 116,9° e d = -1,46x10 *kmV/s, e Hy = 60000km, V; = 3,26194km/s, H, = 102km, V, =
2,419kmVs, T, = 15,607 dias, i = 28,6°, W= 108° e d = -1,10x10*knmV/s. Da mesma forma
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gue no Capitulo anterior, aqui também foi possivel identificar um elo Terra-Lua-Terra
cujos limites externo e interno séo definidos por estas duas trajetorias respectivamente.
A Figura 5.5.a mostra este elo, no qual podemos observar que a perna Terra-Lua esta
praticamente toda contida no plano da oOrbita da Lua, com excecéo da parte que esta
dentro da esfera da influéncia lunar, e que a perna Lua-Terra, agora, estd fora deste
plano, delimitando assm uma regido do espaco cuja forma lembra a de uma fatia de
gueijo cortada radialmente. A Figura 5.5.b mostra 0 mesmo elo, porem com o limite
interno ampliado e definido pela trgjetoria de condig¢les iniciais: Hr = 60000km, V| =
3,2599km/s, H. = 20000km, V| = 2,608km/s, T, = 1,069 dias, i =29,9°, W= 106,5° e d =
-1,16x10"3km/s,

Anaogamente ao verificado para o PR3C, também foi possivel encontrar os limites
de umarota de escape. Duas condicdes iniciais definem estarota, sdo elas. Hy = 160km,
V, = 10,968887km/s, H_ = 10km, V| = 2,561km/s, T, = 13,908 dias, i = 41,2°, W =
116,9° e d = -1,46x10*kmV/s, e Hr = 60000km, V; = 3,26450km/s, H, = 14233km, V, =
1,079kmVs, T, = 13,908 dias, i = 28,4°, W= 108,1° e d = -1,10x10°kmV/s. A Figura 5.6.a
mostra esta rota superposta ao €lo Terra-Lua da Figura 5.5.a; e a Figura 5.6.b € uma
ampliacdo mostrando os limites da rota de escape, projetados no plano xy, estdo com-
preendidos entre L1 e a Lua, cruzando o plano xy do sistema sinddico no sentido
ascendente.

Considerando a dinamica do Swing-by para o Problema de Quatro Corpos, ndo temos
mais 0 caso Y = 180°, j& que as trgjetdrias deixam o plano da orbita da Lua. Porém,
continuamos ater 90° =Y = 180°. No caso tridimensional, Y continua a ser o angulo
entre a direcdo do periapse e 0 eixo-x do sistema sinddico, 0 qua esté inteiramente no
plano da érbita da Lua, contudo a direcdo do periapse ndo pertence mais a este plano,
portanto, Y ndo pode mais ser igual a 180°. Desta forma, toda trgjetoria do €lo Terra
Lua-Terratém um DE < 0, o que justifica a perda de simetria das trgjetdrias encontradas
para o PAC. As trgjetorias com periluna apos a Lua continuam possuindo 180° < Y <
360° e, portanto, DE > 0. Os limites minimo e maximo da energia para as orbitas que
escapam apds 0 Swing-by podem ser vistos na Figura 5.7 que mostra a energia Terra

sonda em fungdo do tempo para as trgjetdrias que delimitam o a rota de escape (suas
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condicles iniciais estdo no paragrafo anterior). Estes valores sdo aproximadamente 0 e
0,60. Verificamos uma diferenca no comportamento da energia comparada como o
observado para o PR3C. Como mostra a Figura 5.7.b, elas ndo permanecem constantes,
pelo contrario, crescem apods 200 dias. Conseqlientemente, as velocidades com as quais
astrgjetdrias se afastam da Terra, cerca de 5,84x10%°km/s, é maior que a encontrada para
0 PR3C. Esta velocidade pode ser estimada a partir da Figura 5.8 que mostra a variacéo

da distancia Terra-sonda em fungdo do tempo.

(b)

FIGURA 5.5 — Elos Terra-Lua-Terra vistos no sistema sinédico para Problema de Qua-
tro Corpos. (a) apenas paratrgjetérias com 0 < H_ = 100km e (b) esten-
dido, considerando H. = 20000km.
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FIGURA 5.6 — ProjecBes no plano xy do sistema sinddico: (a) rota de escape do Sistema

Terra-Lua superposta a0 €lo TerraLua e (b) ampliacdo mostrando a
regido entre L1 e aLua com as trgjetdrias cruzando o plano xy no sentido
ascendente.
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FIGURA 5.7 — Variagcdo da energia Terra-sonda em funcéo do tempo para as trajetérias
gue definem os limites da rota de escape: (a) para 100 dias e (b) para
1000 dias. Linha vermelha (Hr = 160km, V|, = 10,968887km/s) e linha
verde (Hr = 60000km, V| = 3,2450km/s).
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FIGURA 5.8 — Distancia Terra-sonda em funcdo do tempo para as trgjetdrias que
definem os limites da rota de escape: Hr = 160km para linha
vermelha e Hr = 60000km para linha verde.

O élo TerraLua para o PAC fica entdo definido a partir de um vetor de estado inicial
daforma (X,;¥,:%;¥%) = (Rr + Hr; 0; O; V), onde 160 = Hr = 60000km, V, é dada
pela Equacdo (5.7), ou Figura 5.1, com d dado pela Tabela 4.1, e DE < 0 apds 0 Swing-
by com a Lua. E arota de escape por (X,;Y,; %;¥%) = (Rr + Hy; O; O; V;), onde 160 =

Ht = 60000kkm, V, é dada pela Equacdo (5.5), ou Figura 5.1, com d dado pela Tabela
4.2, e energia da sonda em relacdo a Terra apos o Swing-by entre 0 e 0,60
(adimensional).

5.5 Efeitos da Pressdo de Radiagdo Solar
Na Secéo 3.7 do Capitulo 3, descrevemos a origem da pressdo de radiagdo solar e vimos

gue ela exerce uma aceleracéo perturbadora sobre o0s veiculos espaciais a uma unidade

astrondmica, dada por:
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. .2
e, . 0 .
A, = pOEBae%f gﬂ: » (5.6)
M rTerra g

Osvaloresde Py, E e B e darazéo A«/M e 0 que cada um deles representa também
estdo descritos na Secéo 3.7.

De acordo com este modelo, um veiculo espacia em movimento no sistema Terra
Lua esta sujeito a uma aceleracdo devida a pressdo de radiacdo solar que depende
basicamente do coeficiente de reflexibilidade, B e darazéo A«/M, ou do produto B
(Ase/M), ja que Py € constante e E pode ser considerado como constante. Assim,
investigamos os efeitos da pressdo de radiacdo sobre as trgjetorias do conjunto definido
na Secdo 5.3. Os resultados indicaram, de maneira geral, que valores de B(Ag/M) =
0,02nPkg?! a ela ndo afeta as Trgjetdrias G. Ou melhor, as Trgetérias G sujeitas a
pressio de radiagio solar com B(Aee/M) = 0,02nPkg? continuam possuindo atitude do
periluna H, = 100km. Para valores superiores a 0,02nfkg* ocorrem colisdes com a Lua
A Ultima coluna da Tabela 5.1 mostra a dtitude do periluna, H.", das 10 tragetérias
listadas para B(A«e/M) = 0,02k g™

Em termos préticos, o produto B(A«e/M) = 0,02ntkg’ leva a uma aceleracdo
perturbadora de 9,4x10°m/s?, agindo sobre a sonda a0 longo de 13 a 16 dias, gerando
assm, um impulso | f0,0113kgms®. Este resultado mostra que apenas aceleracdes
perturbadoras superiores a 10®m/s? atuando sobre a sonda ao longo de duas semanas a
levaria a uma colisdo com a Lua. 1sto era esperado, uma vez que se trata de um conjunto
de trgjetdrias sensiveis a pequenas variacdes na vel ocidade.

Na prética, se considerarmos, por exemplo, B = 2, nds teremos A«e/M = 0,02nf/kg, 0
que corresponde a uma &rea efetivamente exposta a radiacdo solar de 10nT para cada
1ton de massa, e ainda, refletindo toda a radiacéo incidente. Por outro lado, é claro que
esta proporcao pode ser aumentada se 0 revestimento externo da area exposta a radiacéo

solar for capaz de absorver uma parte da radiagcdo para gerar energia, por exemplo.
5.6 Conclusdes sobre o Capitulo

Os resultados expostos ao longo do Capitulo nos permitem concluir que o PAC ndo

destréi os elos entre a Terra e a Lua e 0 espaco exterior. Entretanto, as consideragdes do
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campo gravitaciona do Sol e dainclinagdo da érbita da Lua determinam uma resultante
de forcas sobre a sonda direcionada para fora deste plano independente da posicéo
relativa entre a Terra e a Lua. Desta maneira, as Trgetérias G passam a ter uma
evolucdo espacial diferente durante e apds a passagem pela Lua devido ao ganho de
inclinacdo. Consequentemente, a forma do elo Lua-Terra também muda. Assim, como
as trgjetorias pertencentes a rota de escape do Sistema Terra-Lua terdo evolugdo no
espaco tridimensional. Esta nova caracteristica observada para o PAC, que é bem
proximo do ambiente real, juntamente com a sensibilidade inerente as trajetérias abre
caminho para utilizé-las na insercdo de sondas em érbitas lunares de grande inclinagao.
O sexto Capitulo discute esta possibilidade.

Com relacdo a presséo de radiacdo solar, vimos que ela influencia a evolucéo da
trgjetdria, mas ndo € um fator decisivo e capaz de inviabilizar uma possivel missdo de
transferéncia via Trajetorias G.

Para encerrarmos este Capitulo, precisamos discutir sobre a grande quantidade de
configuracOes iniciais, isto €, ao posicionamento relativo da Terra e da Lua em relacéo
a0 Sol devido as consideragtes das excentricidades de suas Orbitas. A configuracéo
inicial adotada em nossas investigacdes numeéricas com o PAC, considera, en t = 0, 0
Sol, a Terra, a sonda e a Lua alinhados nesta ordem, e com a Terra e a Lua ocupando os
pericentros de suas Orbitas. Para garantir que as caracteristicas das tragjetérias reportadas
neste Capitulo ndo sdo exclusivas desta configuracdo, simulamos outras 64 configura-
¢Oes iniciais. Em todas elas, observamos ganho de inclinagéo durante a passagem pela
Lua e subseguiente formacéo do elo Terra-Lua-Terra e da rota de escape, praticamente
com a mesma forma e tamanho dos mostrados na Se¢édo 5.4. Contudo, foi verificado que
para aguelas configuracGes em que o Sol, a Terra, a sonda e a Lua se encontram sobre a
ecliptica em t = 0, o ganho de inclinagdo durante a passagem pela Lua € de
aproximadamente 10°, mas, mesmo assim, 0s €los e a rota de escape ndo deixam de
exigtir. Nas demais configuragdes, o ganho de inclinagéo fica entre 29 e 429, tal como a
considerada neste Capitulo.

Também observamos que as véias configuragbes iniciais simuladas requerem
velocidades de aquisicéo para as Trajetdrias G, V|, diferentes. Mas diferencas, em km/s,

aparecem apenas na terceira ou quarta casas decimais, 0 que garante, para quaisquer
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configuracOes a definicdo de trajetérias idénticas ao conjunto definido na Secdo 5.3.
Este fato era esperado de certa forma, pois, se confrontarmos os conjuntos de tragjetorias
definidos nas Segdes 4.4, para 0 PR3C, e 5.3, para 0 PAC, fica claro que a posi¢éo da
Luaem relacdo a Terra, quando sua excentricidade € considerada, gera apenas peguenas
diferencas na velocidade de injecdo, V,; apesar disto, as relactes gréficas e a expressdes
matematicas que define os dois conjuntos sdo quase idénticas. Ou sgja, a excentricidade
da orbita da Lua ndo destr6i o conjunto de Trajetdrias G, nem os €los entre a Terrae a
Lua e arota de escape para 0 espaco exterior. Em virtude disto, os elos Terra-Lua-Terra
encontrados para as 64 simulagdes realizadas sGo similares em forma e tamanho. Desta
maneira, eventuais erros no lancamento de uma sonda a partir de uma orbita terrestre
poderdo ser corrigidos a meio caminho. De maneira gera, quanto mais afastada da
Terra, menor € 0 DVcorretor para redirecionar as Trajetérias G até a orbita lunar fina

desgjada.
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CAPITULO 6

TRANSFERENCIAS TERRA-LUA

6.1 Introducéo

Nos Capitulos anteriores, apresentamos um conjunto de trgjetdrias que definem elos
entre a Terra e a Lua. Agora, exploraremos duas possibilidades de transferéncias entre
Orbitas de estacionamento terrestres e lunares que podem ser levadas a cabo pelas
Trajetorias G. Também iremos comparar 0s custos destas manobras com os obtidos para
efetuar as mesmas manobras pelos métodos convencionais de Hohmann e Patched-
conics descritos no Apéndice C. O primeiro tipo de manobra que iremos estudar
corresponde a uma transferéncia direta entre uma érbita de estacionamento terrestre e
outra lunar, ambas de baixas atitudes com aplicacdo de dois impulsos. O segundo tipo
corresponde a uma transferéncia direcionada em que um DV diretor de meio caminho é
aplicado a sonda direcionando-a para inser¢céo em orbitas lunares de grandes inclinagdes
e também de baixas atitudes.

Este Capitulo tem a seguinte organizacdo: na préxima Secdo, abordaremos o
primeiro tipo de manobra, a transferéncia direta, descrevendo a metodologia empregada
e 0s resultados encontrados. Na Secéo 6.3, apresentaremos a transferéncia direcionada
descrevendo o método empregado e os resultados de sua aplicagéo para uma das Orbitas

daTabelab5.1. A Secéo 6.4 € dedicada as discussdes e conclusdes sobre o Capitulo.

6.2 Transferéncia Direta

Nesta manobra, o objetivo é transferir uma sonda de uma Orbita terrestre para uma
oOrbita lunar com aplicacdo de apenas dois impulsos. Para andlise desta transferéncia
adotamos como sistemas dindmicos 0 PR3C e o PAC. Nossa primeira hipétese consiste
em considerar que as Orbitas de estacionamento terrestres e lunares sgjam circulares.
Ent&o, as magnitudes dos DV’ s requeridos para a manobra séo obtidos de acordo com os

Seguintes passos:
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1.) Dada a dtitude da o¢rbita terrestre da sonda, calcula-se a velocidade da oérbita,

- rnl'erra
Ve = /m (6.1)

Onde prerra (M1 parao PR3C ou o para o P4C) = GMryerra € 0 parametro de

Ve, por:

massa da Terrae Ry 0 seu raio médio.

2.) Com o vaor de Hr na expresséo (4.7) para o PR3C e (5.5) para o PAC, cacula
se o valor da magnitude da velocidade de injecdo para aquisicdo datrajetoria, V.
Aqui, estaremos considerando apenas trajetorias que possuam H, = 100km.

3.) Comovador deV,, calcula-se amagnitude do DV; requerido para o primeiro im-
pulso, o impulso de injecdo que colocara a sonda na Tragjetéria G de transfe-
réncia, por:

DVi =V, - Vet (6.2

Nota: O primeiro impulso deve ser aplicado com a Terra, a sonda e a Lua alinhadas

nesta ordem (conjuncéo inferior). Isto significa que o intervalo de tempo, DT, para

aplicagdo do primeiro impulso ocorre a cada periodo da odrbita de estacionamento

terrestre acrescido de um intervalo, Dt, correspondente ao deslocamento da Lua durante

o0 periodo da Orbita de estacionamento. Ou sgja, enquanto a sonda descreve um periodo

orbital completo, Ts, a Lua percorre um arco L sobre sua Orbita que equivale a um

s~ e s

aLuaem orbita circular, com Tiua = 2,66x10°rad™. Dai, o intervao de tempo Dt pode

ser estimado por:

Lua

Dt = 5w T2 (6.3)
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Sendo,

(R +Hy)’ 64

rnl'erra

o
I
=1

Temos, portanto:

3 3
DT =20 /M sow, (PrtH) (65)
Merra Mrerra

4.) Velocidade da oOrbita de estacionamento circular lunar;

—_— ua
Vg = /—“L 6.6
¢ YR+H, (60)

Onde Y ya (M2 para o PR3C ou 3 para o PAC) = GM| y, € 0 parametro de massa

daLuae R = 1738km o seu raio médio.

5.) Quando asondaatingir seu periluna, com altitude H, e velocidade V|, calcula-se
o valor da magnitude do DV, requerido para inserir a sonda em Oorbita lunar.
Como V, foi obtida pelas Equagdes (4.7) ou (5.5), com d = 1,46x10*km/s, 0 <
H. = 100km, necessariamente, mas seu valor, bem como o de V|, sdo obtidos
numericamente. As Tabelas 4.3 e 5.1 mostram alguns valores de H, e V| para
algumas tragjetérias encontradas para o PR3C e o PAC, respectivamente. Entdo,

de posse destes valores, e de V¢, temos:
DV2 = V|_ - VC|_ (67)
Ao atingir o periluna, a sonda estara entre aLua e L1, sobre 0 eixo-x do sstema

de coordenadas sinédico e V| € perpendicular a direcdo do vetor posicdo Lua

sonda.
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6.) Finamente, a magnitude do DVyota €

DVrota = DV; + DV; (6.8)

A Tabela 6.1 listaos DV's requeridos para a transferéncia direta via Tragjetorias G
considerando o0 PR3C e os DV's para realizar as manobras equivalentes pelos métodos
de Hohmann (DVy) e Patched-conics (DVpc), para as 10 trgjetdrias da Tabela 4.3.
Anaogamente, a Tabela 6.2 lista os DV’ s requeridos para a transferéncia via Tragjetorias
G, listadas na Tabela 5.1, para o PAC e os respectivos DV's via Hohmann e Patched-
conics. Porém, para o PAC, a orbita lunar final possuirda umainclinagéo entre 29° e 42°.

De acordo com os dados das Tabelas 6.1 e 6.2, para Hr = 1000km, 0S DVrotal'S
requeridos pelas Trajetérias G sdo cerca de 3% maiores que 0S DVota Via Hohmann e
cerca de 2% menores que DVrota Via Patched-conics. Mas como vimos no Apéndice C,
0S DVrota Via Hohmann e Patched-conics sdo calculados a partir da dindmica de dois
Corpos e, por esse motivo, requerem DV's adicionais para concluir a manobra e que
podem encarecé-la em até 10% (Prado, 2001a). Destes, 5% sdo para compensar 0S erros
dos propulsores no lancamento. Os outros 5% sdo para compensar as perturbactes dos
campos gravitacionais do Sol, Terra e da Lua durante a manobra. Para as Trajetérias G,
isto ndo seria necessrio, ja que os DV's encontrados foram calculados considerando
sistemas dinamicos mais complexos baseados nos PR3C e PAC que levam em conta os
campos gravitacionais da terrestre, lunar e do Sol durante toda a transferéncia, aém das
caracteristicas das Orbitas da Terra e da Lua. Desta forma, podemos concluir que as
Trajetorias G representam uma boa aternativa e podem oferecer uma economia entre
3% e 7% em relacdo aos métodos convencionais. E, apesar de possuirem um tempo de
vbo entre 8 e 9 dias maior do que os destes métodos, elas podem ser Gteis em um grande
nimero de missdes de sondas autométicas e, até mesmo, em algumas missoes tripuladas
face & economia oferecida.

Osvaoresdos DV's para transferéncias via Tragetérias G da Tabela 6.2 foram
encontrados para a mesma configuragdo inicial adotada no Capitulo 5. Estando o Sol, a

Terra, a sonda e a Lua alinhados nesta ordem, com a Terra e a Lua ocupando os
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pericentros de suas 6rbitas. Porém, como as diferencas entre os valores de V, para todas
as configuracdes possiveis ocorrem apenas has terceira ou quarta casas decimais,

considerando km/s, as diferencas nos valores dos DV’ s também estardo nestas casas.

TABELA 6.1 — Altitudes das 6rbitas de estacionamento terrestres e lunares, e os DV's

via Trgjetérias G, Hohmann e Patched-conics, respectivamente, para o

PR3C.

Hr (km) | HL(km) | DVi(km/s) | DVo(km/s) | DVrota(kmis) | DVu(kmis) | DVpg(kmis)
160 100 3,157 0,917 4,074 3,940 4,156
200 43,0 3,147 0,932 4,079 3,956 4,170
240 14,1 3,138 0,947 4,085 3,960 4,166
320 67,7 3,119 0,911 4,040 3,916 4,137
700 41,9 3,030 0,920 3,950 3,844 4,297

1000 34,3 2,964 0,921 3,885 3,786 4,452
5000 91,6 2,357 0,891 3,248 3,190 5,863
10000 44,4 1,934 0,917 2,851 2,827 6,830
36000 98,8 1,107 0,828 1,935 2,115 6,838
60000 88,7 0,818 0,803 1,621 1,919 9,250

TABELA 6.2 — Altitudes das 6rbitas de estacionamento terrestres e lunares, e os DV's

via Trgjetdrias G, Hohmann e Patched-conics, respectivamente, para o

PAC.

Hr (km) [Hi(km) [ DVi(km/s) | DVa(km/s) | DVrowm(kmis) | DViu(kmis) | DVpc(kmis)
160 | 100 | 3,156 0,919 4,075 3,940 4,156
200 | 430 | 3,146 0,931 4,077 3,956 4,170
240 | 141 | 3,137 0,945 4,083 3,960 4,166
320 | 677 | 3117 0,920 4,038 3,016 4,137
700 | 419 | 3,029 0,925 3,954 3,844 4,297
1000 | 343 | 2,963 0,921 3,884 3,786 4,452
5000 | 916 | 2,355 0,888 3,243 3,190 5,863
10000 | 444 | 1,931 0,915 2,846 2,827 6,830
36000 | 988 | 1,103 0,825 1,028 2,115 6,838
60000 | 887 | 0811 0,794 1,605 1,919 9,250

6.3 Transferéncia Direcionada

Nesta Secdo, consideraremos uma transferéncia via Trajetérias G em que um DV de

meio caminho € aplicado a sonda a fim de direciona-la para inser¢éo em orbitas lunares
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com inclinagdes maiores que 42° ou menores que 29°, mas ainda com baixas atitudes.
Isto sera feito explorando a sensibilidade inerente as Trgetérias G e o ganho de
inclinac8o que ocorre durante a passagem pela Lua Por isso, s6O faz sentido
considerarmos aqui 0 PAC Sol-Terra-Lua-sonda como sistema dinamico e as trgjetérias
da Tabela 5.1. Nas SubsegOes a seguir, descreveremos a metodologia empregada para
construir uma transferéncia direcionada a partir de das Trajetérias G, e aplicacdo do
método e 0s seus respectivos resultados para uma das Orbitas da Tabela 5.1. Contudo, 0
método € geral e pode ser aplicado a qualquer trgetdria cujas condigcdes iniciais

satisfagam a expressdo (5.5) ou arelagdo gréficada Figura5.1.

6.3.1 Metodologia da Transferéncia Direcionada

A idéia bésica explorada & dada uma Tragjetoria G cujas condic¢fes iniciais no sistema

de coordenadas Cartesianas geocéntricas segjam:

(XY, 2% %8 =(%,0,2,0,V,,0) (6.9)

Onde,
Xo = (Rr + Hr)cos(iLua) (6.10)
20 = (Rr + Hr)sen(iLua) (6.11)

com Hr eV, satisfazendo a Equagao (5.5) e 18,36° = i ya = 28,64° em relagdo ao equador
terrestre. A partir destas condi¢des iniciais, um algoritmo busca por um ponto, entre o
perigeu e o periluna da Tragjetria G, mais adequado para aplicacdo de um DV que ir4
direcionar a sonda para a Orbita lunar desgjada, com i 3 42° ou i = 29°. Estamos
considerando, por ora, que o ponto mais adequado € aquele que exigira o menor DV
diretor. Nossos experimentos numéricos mostram que este ponto corresponde ao apogeu
da Trajetdria G, o0 que se justifica pelo fato de nele a sonda possuir a menor velocidade

dapernaTerra-Lua
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Uma vez determinado o ponto de aplicacdo do DV diretor, ao qual doravante
chamaremos de DViretor, 0 dgoritmo aplicara um nimero N de DVgiretor S @ SOnda e
integrara a trajetoria para cada um deles até que ela atinja o periluna. Nele, o algoritmo

calculara os elementos orbitais osculadores da oOrbita lunar circular, e os custos de
insercdo. Estes dados, juntamente com oS N DVgiretor' S € SUaS componentes so armaze-
nados. Desta maneira, seremos capazes de determinar 0 DVgiretor que conduzira a sonda
até a oOrbita lunar desggada. Os N DVgiretor S S80 Obtidos definindo-se, computacio-
nalmente, trés interval os de variagdo, um para cada componente do DViretor. 1StO €, para

um sistema de coordenadas Cartesianas geocéntricas, temos:

~

DVdiretor = DVX T + DVyJ + DVZ k (612)

Ent&o, definem-se limites de variagdo para as componentes DVy, DVy e DV,

Dva|N = DVX = D\/XMAX (6.13)
DVyM|N = DVX = D\/yMAX (6.14)
DVzM|N = DVX = DVZ|\/|A>< (6.15)

Em seguida, define-se um passo de varredura para cada um destes intervalos, os
quais nés denotaremos por PDVy, PDVy e PDV, Assim, também se pode definir o
ndmero de componentes ny, ny e n; de cada um dos intervalos dados pelas Equactes

(6.13) a (6.15), respectivamente, por:

n = DVuax = DV (6.16)
g PDV, '

n. = DVyMAX - D‘/yMlN (6.17)
’ PDV, '
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— DVZMAX - DVleN |

PDV, |

z

(6.18)

Finalmente, o nimero N de DVgiretor' S @plicado e, conseqlientemente, 0 nimero de

trajetérias integradas € dado por:

N = nayn,

(6.19)

Com este procedimento, o algoritmo € capaz de fornecer N possiveis orbitas lunares

com inclinagdo entre O e 180°, longitude do nodo ascendente entre O e 360° e um

numero variado de altitudes. Mas é possivel selecionar os valoresde i, We H, de acordo

com a missdo. A Figura 6.1 ilustra o procedimento descrito, mostrando a trajetoria de

transferéncia antes e depois da aplicacdo do DViretor-

Trajetoria G

Orbita da Lua

final

\

Peri-+

luna

Orbita lunar
final

e

=

Com direcionamento
forms o

Sem direcionamento

V= Yelocidade no apogeu

V= Velocidade da trajetoria
direcionada

FIGURA 6.1 — Geometria basica da transferéncia direcionada via Trajetérias G (Figura
ilustrativa e fora de escala).
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Nas Subsegdes a seguir, vamos descrever a aplicacdo deste método a uma das
trgeto-rias listadas na Tabela 5.1.

6.3.2 Transferéncia Direcionada para Ht = 240km

Seguindo a abordagem da Secdo anterior, e considerando a odrbita de estacionamento
terrestre circular de atitude Hr =240km e d = 1,46x10*km/s, obtemos pela Equacio
(5.5), Vi = 10,90115km/s. Estes valores substituidos nas expressoes (6.9), (6.10) e
(6.11), fornecem a condicéo inicia da Trajetéria G capaz de levar a sonda diretamente a
uma Orbita lunar de altitude H_. = 10km, i = 41,1° e W = 116,9°, requerendo dois
impulsos e um DVrota = 4,070kmy/s.

Uma vez aimentado com as condicdes iniciais desta trgjetéria, o algoritmo encontra
Seu apogeu, onde 0 raio Ry e suas componentes, suas velocidade Va e componente, e 0
tempo de passagem por este ponto, Ta, S80:

Ra = 546306,8km (6.20)
Xa= - 479700,0km (6.21)
ya = - 10987,0km (6.22)
Zp = - 261186,5km (6.23)
Va=0,151km/s (6.24)
Vya = 0,013km/s (6.25)
Vya = - 0,150km/s (6.26)
V,a = 0,010km/s (6.27)
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As Figuras 6.2 e 6.3 mostram os resultados de dois experimentos numéricos realiza-
dos considerando esta trgjetoria. No primeiro deles, Figura 6.2, as componentes do
DV giretor Variaram entre -0,200km/s e +0,200km/s em passos de 0,004km/s. Ou sgja, a
partir do apogeu da Trajetéria G foram integradas outra 10° trgjetdrias, das quais
selecionamos aguelas com 20 = H = 10000km. Os limites de variacdo das componentes
foram estabelecidos empiricamente da seguinte maneira: realizamos experimentos
anteriores a este e consideramos intervalos de variagéo das componentes bem maiores,
mas selecionando também, apenas trajetérias com 20 = H_ = 10000km. Os resultados
foram os mesmos, e todos mostraram, como pode ser visto na Figura 6.2.a, que para este
intervalo de H, a variagd do DVrea € da ordem de 0,340km/s. Este é aproximada-
mente igual a magnitude maxima do DViretor para suas trés componentes variando entre
-0,200km/s e +0,200km/s. Ou sgja:

(DVgireo)max = [ (* 0,200)% + (" 0,200)? + (" 0,200)% 1Y2 @0,340km/s  (6.29)

Isto significa que qualquer valor para as componentes que levem a um DVjretor Mmaior
gue 0,340km/s, conduzira a sonda a atitudes maiores que 10000km.

No segundo experimento, as componentes do DV giretor Variaram entre -0,060km/s e
+0,0600km/s € 20 = H_ = 120km. Ele foi realizado, para que pudéssemos verificar com
maior precisdo quais os menores valores para magnitude do DViretor fOrnecidos pelo
método para drbitas lunares de baixas altitudes e grandes inclinagoes.

Agora, passemos a andlise da Figura 6.2. Ela contém 2 diagramas que mostram a

variagdo da magnitude do DVtoa da manobra em fungdo de Hp e i. As seguintes

observacdes podem ser feitas com relagéo a estes diagramas:

1.) No diagrama DVgiretor X H. da Figura 6.2.a, podemos verificar quais sdo 0s

valores dos DVotar Minimo e méximo para cada valor de H.. A diferenca entre

eles corresponde a largura vertical da distribuicdo de pontos do diagrama para

um dado H., e é aproximadamente igual a magnitude maxima de DVgiretor QUe

conduzira a trajetéria aquele valor de H. em seu periluna com inclinacdo da
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Orbita lunar osculadora variando entre 0 e 180°, exceto para 84,86° = i = 95,14°,
como discutiremos a seguir. Isto pode ser entendido levando em conta que o
DV1otal COrresponde a soma:

DVrota = DV1 + DViretor + DV2 (6.30)

ou, como DV; = 3,138km/s e DV, é dado em funcéo de V, (calculada numerica-

& m
DVTotaI = 3’128 + DVdiretor + L + [ —
R +H,

Assim, paraum Hy fixo, DVrotg ita variar em funcéo apenas do DViretor, j& que

mente), temos:

I--1-O

(6.31)

Q

V| éinerente atrgjetdria, embora também dependa de H, .

2.) A principio, poderiamos pensar que um DVgiretor = O COrresponderia ao menor
DVtota. Mas a Figura 6.2.b, na qual temos DVrotal X 1, Mmostra que com 0 DVrotal
minimo € possivel atingir qualquer inclinacdo entre 0 e 180°, exceto para 84,86°
=i = 95,14° Isto quer dizer que um DVgiretor ? O € capaz de redirecionar a
trgetéria e ainda diminuir a sua velocidade na aproximacdo com a Lua.

Com relacdo a descontinuidade observada na distribuicdo de pontos deste
diagrama, nota-se que sua largura € igua ao dobro da inclinacdo do plano da
oOrbita da Lua em relacdo a ecliptica. No préximo Capitulo, veremos um
resultado que nos permitira interpretar este fato como ago além de uma
coincidéncia. Mas por ora, podemos entendé-lo levando em conta que as
Trajetdrias G tém origem nas Orbitas periddicas da Familia G e das quase-
periddicas que oscilam em torno delas. Isto que dizer que elas derivam de um
conjunto de trajetorias cuja simetria impde limites & inclinagdo da trajetéria em

relacéo ao plano da orbita da Lua. Em outras palavras, uma vez que a inclinacéo
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da orhita osculadora que contém o periluna da trgjetéria de transferéncia dada

por:
i= cos‘l(j;aéig (6.32)
ehg
com,
h, = xg- y® (6.33)
h=ryv,sen(g) =(R +H_)V sen(g) (6.34)

Onde h é o momento angular especifico da trajetéria, h, é a sua componente na
direcdo z, rp e vp as magnitudes dos vetores posi¢ao e da velocidade da sonda no
perilung, e ? é o angulo entre suas direcdes. Para que tenha i em torno de 90°, h,
na Equacdo (5.30), deve ser aproximadamente zero, isto &

h, = X y&» 0 (6:34)

Mas, isto ndo ocorre para o conjunto de trajetorias definidas nos Capitulos 4 e 5,
pois no instante em que a sonda atinge seu periluna, ela deve estar entre a Terra
e Lua, ou entre L1 e a Lua, mesmo que fora do plano da érbita da Lua (no caso
do PAC), uma vez que sdo derivadas das Orbitas da Familia G. Para o PR3C, o
periluna pode ser atingido no terceiro e quarto quadrantes do sistema de coorde-
nadas Cartesianas geocéntricas. Para o PAC isto ocorre no terceiro ou sétimo
octantes, mas em qualgquer um destes casos, 0 produto x&- yx¥& € sempre diferen-

te de zero, mesmo que o periluna fosse alcangcado em um ponto cujo vetor de
estado sgjado tipo (x,0,z,0, %0) . Portanto, ndo é possivel para este conjunto de
trgjetorias uma inclinagdo em torno de 90°. Entretanto, levando em conta aincli-

nacéo de 6,5° entre 0 equador da Lua e o plano de sua Orbita, verificamos que
uma inclinacdo de 96,5°, em relacdo a Orbita da Lua, que é perfeitamente
possivel, corresponde a uma inclinagdo de 90° em relacdo ao equador lunar,
portanto, a uma orbita polar.
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Da Figura 6.2.b, verificamos que qualquer inclinagdo entre O e 180° pode ser
alcancada, exceto 84,86° = i = 95,14° com DVyota @4,065km/s. Portanto, o que
determinara ainclinacéo da Orbita osculadora seréo as componentes do DViretor-

As simulagbes também mostraram ndo haver restricdes ao valor de W da oérbita

lunar osculadora que contém o periluna.

3.) A forma e a densidade da distribuicdo de pontos dos diagramas dependem do
intervalo de variag&o das componentes do DViretor, d0 passo de varredura do seu
intervalo de variacdo, dos valores de H_ selecionados e da Trgetoria G
considerada no experimento. Isto pode ser observado comparando letra por letra

os diagramas das Figuras 6.2 € 6.3.

Com relagéo ao diagramas da Figura 6.3, tém-se a mesma andlise que acabamos de
fazer, no entanto, ele fornece com maior precisdéo 0 DVroa para 20 = Hy = 120km.
Através destes diagramas, € possivel determinar qual as magnitudes do DVroia de uma
eventual manobra por completo. Por exemplo, se escolhermos uma transferéncia para
uma orbita lunar de inclinagdo igua a 95,14°, deixando em aberto o valor de W e de H.

(20 = H_ = 120km ), 0 menor DVtota € da ordem de 4,068kmy/s.

6.4 Conclusdes sobre o Capitulo

O objetivo deste Capitulo foi mostrar como as trajetorias definidas nos Capitulos 4 e 5
podem ser utilizadas em transferéncia entre as orbitas de estacionamento terrestres e
lunares, ambas de baixas altitudes, inclusive, permitindo a insercdo de sondas em
oOrbitas com grandes inclinagdes.

Na Secdo 5.2, abordamos uma manobra de transferéncia direta entre Orbitas terrestres
e lunares, com aplicacdo de apenas dois impulsos; o primeiro aplicado a sonda ainda na
oOrbita terrestre, quando ela se encontra entre a Terra e a Lua, parainjeté-la na Trajetdria
G. O segundo impulso é aplicado quando a sonda alcanca seu periluna, neste ponto, ela

também se encontra entre aLua e a Terra, mais precisamente, entrea Luae L1. N0ossos
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FIGURA 6.2 — Diagramas: (a) DVtotal X Hi € (b) DV1ota X i, para 20 = H_ = 10000km.
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FIGURA 6.3 — Diagramas. (@) DVtotal X HL € (D) DV1ota X i, para 20 = H_ = 120km.
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resultados mostram que o custo total da manobra é cerca de 3% maior que a manobra
equivalente do tipo Hohmann, e cerca de 2% menor do gque a equivalente Patched-

conics. Desta comparacdo, duas diferencas devem ser salientadas. A primeira delas diz
respeito ao sistema dinamico considerado pelas transferéncias tipo Hohmann e Patched-

conics, 0 problema de dois corpos Terra-sonda e Lua-sonda (vegja Apéndice C), e o
sistema por nos considerados, o PR3C e o PAC Sol-Terra-Lua-sonda, este ultimo, muito
préximo do rea. Levando em conta simulagdes numéricas de transferéncias preditas
pelos métodos de Hohmann e Patched-conics, as perturbacdes dos campos gravitacio-

nais do Sol, da Terra e da Lua, quando consideradas ao longo de toda a manobra,

provocam desvios nestas trajetérias superiores a 30000km durante a aproximagdo com a
Lua, 0 que, com certeza, ira requerer impulsos adicionais para concluir a manobra,

podendo encarecé-las em 5% ou mais. Impulsos adicionais ndo seriam necessarios para
corrigir estas perturbacdes para as Tragjetérias G. A segunda diferenca diz respeito ao
ganho de inclinagd durante a passagem pela Lua na transferéncia via Trgetéria G,

guando o PAC é considerado, permitindo, na transferéncia direta, inserir sondas em
oOrbitas lunares com inclinagBes entre 29° e 42°. As transferéncias tipo Hohmann e
Patched-conics ndo apresentam ganho de inclinacdo, na verdade, sGo apenas métodos
gue permitem uma estimativa prima dos custos da manobra, embora isto ndo reduza a
importancia de cada uma delas quando se trata do plangamento de uma misséo de
transferéncia Terra-Lua.

A instabilidade e 0 ganho de inclinagdo inerente as Trajetérias G foram explorados
na Secdo 6.3 no que denominamos por transferéncia direcionada, na qual um DVgiretor €
aplicado a sonda quando ela atinge 0 apogeu da trgjetdria direcionando-a de maneira
gue a o6rbita osculadora lunar que contém o seu periluna possua uma inclinacdo inferior
a 29°, ou superior a 42°, inclusive 6Orbitas com inclinactes proximas a 90° em relacéo ao
plano da Orbita da Lua. Os resultados da Secdo 5.3 mostram que 0 DViretor Minimo para
0 experimento € 0 mesmo para qualquer inclinagdo em relagdo ao plano da oOrbita da
Lua. A possibilidade de inser¢céo em uma orbita lunar de grande inclinagéo, superior a
75°, com DVrota @daixo de 4,100km/s elimina a necessidade de manobras de transferén-

cias de plano, que sdo caras, como pode ser visto no Apéndice C.
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Um ultimo ponto de comparacdo entre as transferéncias via Trgjetorias G e os méto-
dos convencionais (tipo Hohmann e Patched-conics) é com relacéo ao tempo de voo.
Para as Trajetérias G, ele fica entre 13 e 16 dias, de 8 a 10 dias a mais do que o tempo
de voo para dos métodos convencionais. Mas frente a uma possivel reducéo entre 5 a
10% na magnitude do DVrota, as Trajetérias G representam uma aternativa viavel para
transferéncias entre a Terra e a Lua. Por outro lado, se compararmos os tempos de véo e
0s custos das transferéncias via Trgjetdrias G com os daguelas que se baseiam no
fendbmeno de captura gravitacional verificamos que tais transferéncias, investigadas na
grande maioria dos trabalhos constantes na literatura com o PR3C, requerem DVrotal
cerca de 5% menores que os dos métodos convencionais, mas tempos de véo da ordem
de meses, reforcando, assim, o caréter alternativo das Traetérias G, para missdes no

Sistema Terra-Lua.
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CAPITULO 7

TRANSFERENCIAS DIRECIONADAS TERRA-TERRA

7.1 Introducao

Nos Capitulos 4 e 5, verificamos a existéncia de trés caracteristicas muito interessantes
do conjunto de Trajetérias G — sensibilidade a peguenas variacdes na velocidade, ganho
de inclinagéo durante a passagem pela Lua e formagdo de elos entre a Terra e a Lua
Nosso objetivo neste novo Capitulo é explorar estas trés propriedades em manobras de
transferéncias entre duas orbitas terrestres de diferentes altitudes e inclinagdes. Todavia,
os resultados mostrados e discutidos aqui tém a na finalidade apenas de exemplificar
como um veiculo espacia pode utilizar os €los TerraLua-Terra para este tipo de
missdo, reforcando, assim, o caréter aternativo das Trgetorias G. Por todo este
Capitulo, estaremos considerando o P4C Sol-Terra-L ua-sonda como sistema dinamico.
A fim de nos certificarmos que esta manobra pode ser levada a cabo pelas Tragjetérias
G, consideraremos uma delas, cujas condicdes iniciais tém Hy = 240km e V| =
10,90115km/s (a mesma dos experimentos do Capitulo anterior). A evolucdo desta
trajetéria no sistema de coordenadas Cartesianas geocéntricas para 60 dias pode ser
vista na Figura 7.1. A Figura 7.2, por sua vez, mostra a variagdo da inclinacdo da
trajetdria em relagdo ao equador terrestre e da distancia Terra-sonda. Observando estas
Figuras, notamos que apds a passagem pela Lua, a veiculo permanece em uma Orbita
terrestre com inclinagdo da ordem de 58° (a inclinacdo inicial era de 28,45°) e periodo
de aproximadamente 19 dias. Contudo, 0 perigeu desta oOrbita fica em torno de
70000km. Estas caracteristicas ndo sdo exclusivas da trajetéria mostrada na Figura 7.1,
pelo contrério, caracteristicas semelhantes estdo presentes em toras as Trgjetorias G. A
idéia basica a ser desenvolvida é muito parecida com a descrita no Capitulo anterior
para a transferéncia direcionada Terra-Lua. Ou sgja, buscaremos pelo(s) ponto(s) da
trgjeto-ria mais adequado(s) para aplicacdo de um DVgiretor que conduzird o veiculo ou

satélite a uma Orbita mais proxima da Terra e com inclinagdo diferente de 58°.
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Um estudo semelhante a este foi feito por Torres (2004), mas com o objetivo de
desenvolver um veiculo a Terra, apos a passagem pela Lua, para uma érbita de mesma
altitude da inicial, porém com inclinagcdo diferente, e usando a dindmica da manobra
Patched-conics.

O desenvolvimento deste Capitulo tem a seguinte ordem: na Secdo 7.2, descre-
veremos a metodol ogia empregada. Na Secao 7.3, mostramos e discutimos os resultados
da utilizacdo dos elos definidos pelas Trajetérias G para uma transferéncia entre duas
oOrbitas terrestres de diferentes atitudes e inclinagdes. Na Secéo 7.4, vamos comparar oS
resultados da Secéo 7.3 com o méodo de Hohmann para mudanca de plano descrito no

Apéndice C. Na Segdo 7.5, encerramos com as conclusdes sobre o Capitulo.

15 ¢ Orbita da Lua

TS
FIGURA 7.1 —Trgjetoria G para Hr = 240km e V| = 10,90115km/s ao longo de 60 dias.

7.2 Metodologia

A metodologia que vamos empregar neste Capitulo € semelhante aguela discutida no
Capitulo anterior, e consistem em encontrar um ou mais pontos da Trajetéria G em que
um pequeno DVyretor aplicado ao veiculo o conduzira até a odrbita desgada. A
experiéncia acumulada no Capitulo anterior mostra que um destes pontos € 0 apogeu da
trajetdria, 0 qual ocorre quando a distancia Terra-veiculo € da ordem de 540000km e

com tempo de voo entre 8 e 10 dias. Contudo, apés a passagem pela Lua e ganho de in-
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clinagdo um “segundo” apogeu em torno de 590000km da Terra ocorre para um tempo
de voo entre 20 e 22 dias. Vea, por exemplo, as Figuras 7.1 e 7.2.b. S80 nestes pontos
gue o veiculo possui as menores velocidades em relacdo a Terra, antes e depois da

passagem pela Lua, respectivamente, tal como mostra a Figura 7.3.

ch

Walociada da sondafTema (km's)

a 10 20 an 40 a0 i}

Tempa (dias)

FIGURA 7.3 — Variagdo da magnitude da vel ocidade em fungdo do temo em relacdo a
TerraparatrgjetoriadaFigura 7.1.

Em termos praticos computacionais, 0s pontos em questdo sdo identificados por um
algoritmo construido especialmente para esta tarefa. Uma vez identificados, o algoritmo
aplicard um nimero N de DVgiretor' S @0 Veiculo ou satélite e integrara cada uma das N
trgjetdrias até que elas atinjam o primeiro perigeu apos a aplicagdo do DVgiretor- Neste
ponto, o algoritmo ainda calculara todos os elementos orbitais da oOrbita osculadora
terrestre circular que contém o perigeu da trgjetéria de transferéncia e os custos de
insercéo. Todos estes dados juntamente como 0S N DViretor' S € SUaS componentes sdo
armazenados e, assim, teremos condi¢cbes de determinar qual DVgiretor COnduzira o

veiculo a drbita desgjada. A maneira com a qua foram definidos 0 DVgiretor € SUBS
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componentes sd0 as mesmas descritas ha Secdo 6.3.1 e ela pode fornecer um nimero N
de possiveis orbitas terrestres com inclinacdo entre 0 e 180° e longitude do nodo
ascendente entre 0 e 360°, para diversas atitudes. Mas € possivel selecionar aguelas de
interesse, de acordo com a misséo.

Nas SegOes a seguir, vamos descrever a aplicacdo desta metodologia para mesma
trajetéria da Figura 7.1, ou sgja, consideraremos o problema de transferir um veiculo de
uma orbita terrestre circular de baixa altitude (LEO — Low Earth Orbit), Hr = 240km e
inclinacdo inicial, em relacdo ao equador da Terra, ip = 28,45° para uma Orbita fina de
atitude, H, com 240km = H = 66370km, e inclinacéo fina, i, tal que 0 =i = 180°.

7.3 Direcionamento para Terra

Nas duas proximas Subsecles, descreveremos dois experimentos numéricos com a
intencdo de exemplificar a metodologia apresentada na Segdo anterior como uma Possi-
bilidade de utilizac&o do elo Terra-Lua-Terra. Embora estejamos mostrando a aplicacéo
dos procedimentos para uma Unica trgjetoria, eles sdo perfeitamente aplicaveis a
qualquer Tragetoria G definida pela Equacdo (5.5) ou pelo gréfico da Figura 5.1. Por
outro lado, a posicéo relativa inicia entre o Sol e a Terra ndo impede a aplicacéo do
procedimento, porém a Terra, 0 veiculo e a Lua devem estar alinhadas nesta ordem no

instante de aquisicao da Trajetéria G pelo veiculo.

7.3.1 Direcionamento a partir do Primeiro Apogeu

O procedimento € semelhante aos das Subsegtes 6.3.1 e 6.3.2, ou sgja, a partir de uma
condicdo inicial um algoritmo de busca ird procurar pelo apogeu da trgjetéria de
transferéncia anterior a passagem pelaLua e, nele, aplicar N DViretor' S para direcionar a

veiculo para uma orbita terrestre com inclinacdo e altitude diferentes da inicial. Esta

condic&o inicial, no sistema de coordenadas Cartesianas geocéntricas, tem a forma:

(XY,2%%8 =(%,07%,0%,0) (7.1)
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com

%o = (Rr + Hr)cos(iLua) = 5811,7km (7.2)
20 = (Rr + Hy)sen(iLua) = 3148,9km (7.3)
% =V, =10,90115km/s (7.4)

Onde Hr = 240km e i, ya = 28,45° é ainclinacdo da 6rbita da Lua em relagdo ao equador
terrestre. Estes valores ja garantem o retorno do veiculo a Terra. Mais uma vez, estare-
mos apresentando os resultados para uma configuracdo particular, em que o sol, a Terra
e a Lua estdo alinhados, com a Terra e a Lua ocupando os pericentros de suas orbitas.
Mas nos realizamos outras 18 simulagfes variando as posi¢des da Terra em relacdo ao
Sol e da Lua em relagdo a Terra para nos certificarmos de que os resultados

apresentados possuem carater geral. Assim, apds encontrar 0 apogeu antes da passagem

do veiculo pelaLua, o algoritmo aplicara N DVgiretor' S, dados por:

DViretor = DVKT + DVyj + DV, R (7.5)

A magnitude da posi¢do e da velocidade do primeiro apogeu, e suas respectivas com-
ponentes sdo as mesmas das Equacdes (6.20) a (6.28) da Subsecdo 6.3.1. Aqui terminam
as semelhancas e comegam as diferencas em relacéo a Secéo 6.3, pois nosso objetivo
agora consiste em inserir o veiculo ndo em uma orbita lunar, mas sim, direcioné&-la de
volta a Terra com altitude e inclinagdo da Orbita osculadora terrestre que contém seu
perigeu diferente da que ela teria caso 0 DVyiretor N@0 fosse aplicado. Os intervalos

escolhidos foram:

-0,200kmV/s = DVy = +0,200km/s (7.6)
-0,200kmV's = DV, = +0,200K1T/s (7.7)
-0,200kmV/s = DV, = +0,200km/s (7.8)
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Os passos de varredura escol hidos para cobrir estes intervalos foram PDVy = PDVy, =
PDV, = 0,005km/s. Logo, ny = ny = n, = 80, e 0 nimero de DVgiretor'S €, CONSEqliENnte-
mente, de trajetorias integradas a partir do primeiro apogeu € N = ny ny n, = 512000. Na
sequiéncia, o algoritmo continua seu trabalho calculando para cada umadas N trajetérias
todos os elementos orbitais osculadores da oOrbita terrestre circular final, que contém o
primeiro perigeu, 0s custos de insercdo, as magnitudes dos DVgiretor' S € SUBS COMponen-
tes, e, é claro, a velocidade da Tragjetoria G, direcionada, ao atingir seu perigeu V1. O
tempo desta transferéncia é da ordem de 35 dias, como pode ser observado na Figura
7.2.b.

A Figura 7.4 exibe os resultados deste experimento numérico nos mesmos moldes
dos experimentos mostrados no Capitulo anterior. Na Secéo 7.4, confrontaremos estes
resultados com os da manobra de mudanca de plano e altitude de Hohmann, apresentada
no Apéndice C.

A andlise dos diagramas da Figura 7.4 segue as mesmas diretrizes da Figura 6.2 do

Capitulo anterior. Isto &

1.) Na Figura 7.4.a, determina-se quais o0s valores de DVqota Minimo e maximo a

partir da largura vertical da distribuicdo de pontos para um dado valor da érbita

osculadora terrestre final H.

2.) NaFigura 7.4.b, verificamos novamente uma descontinuidade na distribuicdo de
pontos que exclui érbitas com inclinacéo entre 70 e 117°. Ou sga, ha um gap
cuja largura corresponde ao dobro da inclinagéo do plano do equador da Terra
em relacdo a ecliptica. Assim, levando em conta que isto também foi observado
para as transferéncias direcionadas Terra-Lua e para varios outros experimentos,

podemos concluir:
? A partir de uma Trgjetoria G ndo € possivel atingir inclinagdes em torno de

Terra maiores que 90 + e e menores que 90 — ¢ onde e = 235° é a

inclinagdo entre o equador terrestre em relacdo a ecliptica.
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? N&o é possivel atingir, a partir de uma Tragjetoria G, inclinagdes em torno da
Lua maiores que 90 + i ya € menores que 90 — i ya, ONde i ya = 5,1454° é a

inclinagdo do plano da 6rbita da Lua em relagéo a ecliptica

Ana ogamente as simulagdes do Capitulo anterior, ndo h& restrigdes para a longitude do
nodo ascendente em relacdo a Terra. Asssm como a forma e a densidade de distribuicdo
de pontos dos diagramas dependem dos interval os escolhidos para a variagdo das com-
ponentes dos DViretor' S, d0S passos de varredura, do intervalo considerado para H e da

Trajetoria G considerada no experimento.

7.3.2 Direcionamento a partir do Segundo Apogeu

Observando a Figura 7.1, podemos verificar que apos a passagem pela Lua a trajetéria
cujas condicdes iniciais sdo dadas pelas Equacdes (7.1) a (7.4), permanece em uma
oOrbita ao redor da Terra com inclinacdo da ordem de 58°. Em suma, isto significa que
haver4d um novo apogeu para esta trajetéria, entre 20 e 22 dias, ao qual chamaremos
como segundo apogeu.

A nossa meta agora é mostrar os resultados de um experimento numérico similar ao
da Subsegdo anterior, mas aplicando 0 DVgiretor NO Segundo apogeu da trajetéria para
conduzi-la a uma orbita terrestre de atitude 240 = H = 66370km e inclinacggo 0 = i =
180°. O procedimento adotado aqui difere daguele que estd na Subsecdo anterior apenas
na busca do segundo apogeu feita pelo algoritmo. Uma vez encontrado, a sequiéncia de
passos € a mesma, ou sgjam, aplicam-se N DViretor' S, CUjaS componentes variam entre -
0,200km/s e + 0,200km/s, e este intervalo € varrido, para as trés componentes, em
passos PDVy = PDVy = PDV, = 0,005km/s. Portanto, o experimento consiste na
integracdo de 512000 trgjetdrias. Os valores das magnitudes da posi¢do e da velocidade
do 2° apogeu e de suas respectivas componentes sdo:

Ra = 488187,8km (7.9)
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FIGURA 7.4 — Diagramas (8) DVrota X H € (D) DVrotar X i, para DVgiretor @plicado no
primeiro apogeu da Tragjetoria G.
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Xa= - 231641,6km (7.10)

ya = - 251312,8km (7.11)
Zn = - 478657,7km (7.12)
Va = 0,435km/s (7.13)
Vya = 0,389Km/s (7.14)
Vya = - 0,153km/s (7.15)
Vo = -0,119km/s (7.16)

A Figura 7.5 exibe os resultados deste experimento numérico nos mesmos moldes da
Subsecdo anterior. Isto é, ela mostra os diagramas DVota X H € DVrotar X i. Na préxima
Secdo, vamos comparar estes resultados com os do método convencional de Hohmann

para transferéncia entre duas Orbitas circulares de diferentes altitudes e inclinages. A
andlise dos diagramas da Figura 7.5 € andloga as dos anteriores.

7.4 Comparacéo com o Método de Hohmann

No Apéndice C, descrevemos um método de transferéncia entre duas Orbitas terrestres
circulares de diferentes inclinagdes e atitudes derivado da transferéncia de Hohmann. A
finalidade desta Secéo é comparar 0s custos da transferéncia realizada por este método
com os da transferéncia direcionada Terra-Terra via Trgetéria G, dentro do escopo
gera deste Capitulo que consiste em mostrar que os elos Terra-Lua-Terra representam
uma alternativa também para este tipo de manobra.

Comecemos entdo o trabalho de comparagdo contemplando os resultados da transfe-
réncia direcionada com aplicacdo do DVgiretor NO primeiro apogeu. De acordo com os

diagramas DVrota X | da Figura 7.4.b, podemos observar que € possivel atingir por meio
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de uma Trajetéria G, com DVtoar = 4,100km/s, uma Orbita de inclinagdo 63,5° em
relacdo a0 equador terrestre. Por outro lado, analisando o diagrama da Figura 7.4.a,
verificamos que com um DVyea = 4,100km/s a altitude da odrbita terrestre final pode
variar entre 45000 e 60000km. Assim, em suma, podemos concluir que partindo de uma
orbita circular inicia de altitude 240km e com inclinacdo em relacdo ao equador
terrestre de 28,45° € possivel atingir uma orbita circular com altitudes entre 45000 e
60000km e inclinacdo de 63,5° Oi = 35°). Altitude final dependera dos valores das
componentes do DViretor-

A titulo de exemplo, para concluirmos esta primeira andlise comparativa, colocamos
na Tabela 7.1 os DV's requeridos para efetuar duas manobras via método de Hohmann
para mudanca de plano, partindo de uma orbita inicial de atitude 240km e chegando a
oOrbitas finais, também circulares, com atitudes de 45000 e 60000km e inclinagdes

finais de 63,5° (Di = 359).

TABELA 7.1 — DV's, tempo de v6o e angulo de partida étimo para transferéncia via

Hohmann para mudanca de plano.

Hr(km) | H(km) | DVi(km/s) | DVo(knV/s) | DVroa(kmis) | Tv () | a1 (graus)

240 45000 2,591 1,829 4,419 6,820 2,050
240 60000 2,718 1,680 4,400 9,630 1,600

A principio, 0 DVtota Via Trgjetoria G € 8% menor que 0 DVroa Via Hohmann;
requerendo um DV = 3,138km/s, 20% maior, € DViretor + DV2 (0,969km/s), 60% menor.
Considerando que a massa de combustivel gasta em uma manobra é dada por:

m=m, expglmg (7.17)

V.
9 o
Onde m € a massa de combustivel queimado, mp a massa inicia do veiculo (estrutura

mais combustivel), | é arazdo de queima e g a aceleracdo loca da gravidade. A massa

de combustivel necessério para a manobravia Tragjetéria G € 5% menor.
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Agora, passemos a andlise dos resultados da transferéncia direcionada a partir do 2°
apogeu. No diagrama DVota X | da Figura 7.5.b verificamos que a inclinagcdo méxima
da orbita final é de 34° em relacdo ao equador terrestre, 0 que corresponde a um ganho
de inclinagéo de apenas 5.5°, em comparacdo com a oOrbita inicial de 28,45°. O DVrotal
minimo para esta manobra é de 4.100km/s e as altitudes das ¢rbitas finais alcangam
valores entre 50000 e 60000km. O método de Hohmann para mudanca de plano fornece
DV1ota da mesma ordem, assim, podemos concluir que a transferéncia via Trajetoria G
com DVyiretor aplicado a0 2° apogeu ndo oferece vantagens sobre a transferéncia
convencional a principio. Isto pode ser entendido a partir da Figura 7.3 na qual observa-
mos que a velocidade do veiculo no segundo apogeu € maior que do primeiro, portanto,

0S DViretor' S requeridos para direcioné-la seréo bem maiores.

7.5 Conclusdes sobre o Capitulo

Os resultados numéricos descritos neste Capitulo mostram que as Tragjetdrias G podem
ser utilizadas para transferéncia entre duas orbitas terrestres de diferentes inclinacfes e
atitudes. Dos dois procedimentos adotados, 0 primeiro, que consiste em direcionar a
Trajetéria G aplicando um DVgiretor NO @p0Ogeu anterior a passagem pela Lua apresentou
uma economia da ordem de 5% da massa de combustivel em relacdo ao método de
Hohmann para mudanca de plano, embora a transferéncia demore em torno de 35 dias.
JA 0 segundo procedimento adotado que direciona o veiculo a partir do 2° apogeu,
alcancado apds a passagem pela Lua, ndo apresentou nenhuma economia aparente, uma
vez que 0s DVroa encontrado sdo da mesma ordem dos obtidos pelo método de
Hohmann.

Assim, podemos concluir que estes resultados, principalmente os da Secéo 7.3.1,
corroboram com o caréter alternativo do conjunto de trajetérias definido no Capitulo 5

no que diz respeito a transferéncias no Sistema Terra-Lua.
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CAPITULO 8

ORBITASESTAVEISAO REDOR DA LUA

8.1 Introducéo

Winter e Vieira Neto (2002) investigaram um conjunto de trajetérias estaveis diretas ao
redor da Lua cuja estabilidade esta relacionada com a Familia H2 de orbitas periddicas
diretas ao redor da Lua (Broucke, 1968) e as érbitas quase-periddicas que oscilam em
torno delas. Os sistemas dinamicos considerados por eles foram 0 PR3C e o problema
de quatro corpos Sol-Terra-L ua-particula, caso plano, com a Terra em oérbita circular em
torno do Sol com raio de 1,5x10%km, e a Lua em oérbita circular em torno da Terra com
384400km. Eles determinaram numericamente a localizagdo e o tamanho de uma regido
de estabilidade ao redor da Lua. O critério adotado para definir esta regido considera
como estavel toda trajetdria que permanece em Orbita da Lua com energia de dois
corpos Lua-particula negativa durante todo o periodo de integracéo, neste caso, 1000
dias. Estas trgjetérias podem ser Uteis para manter em érbita da Lua, a baixo custo,
espaconaves em diversos tipos de missdes em prol das futuras bases lunares como, por
exemplo, satélites de comunicagdes, sondas de exploracdo do solo e subsolo lunar,
naves em missdes de logistica e, ainda, como Orbitas de estacionamento a espera por
manobras de alunissagem e rendezvous.

De maneira geral, considerando o PR3C, a curva de velocidade zero associada ao
ponto de equilibrio lagrangeano L1 define uma espécie de fronteira para uma regido em
torno da Lua. Esta regido representa um limite para érbitas diretas ao redor da Lua. Tal
limite, também pode ser definido em termos da constante de Jacobi para L1, Cj(L1) =
3,18834 para o Sistema Terra-Lua. A Figura 8.1 exibe a curva de velocidade para C; =
Cj(L1), e também para C; = 3,18000 < Cj(L1) e C; = 3,17116 = Cj(L2). Escape da
regido ao redor da Lua ou captura por outras regides ndo € possivel para trgjetérias com
C;>Cj(L1), uma vez que elas estdo confinadas a pequena regido “branca’ em torno da
Lua, delimita pela curva de velocidade zero, tal como mostra a Figura 8.1.a. Ja as

trgjetorias com C; < Cj(L1) podem escapar da regido que envolve a Lua através de L1,
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orbitar a Terra por algum tempo e, entdo, voltar a esfera de influéncia da Lua através de
L1 novamente, pois a curva de velocidade zero para Cj(L2) < C; < Cj(L1) possuem uma
abertura que liga a pequena regido ao redor da Lua a regido maior em torno da Terra,
como mostra a Figura 8.1.b. Para aquelas trajetérias com Cj = Cj(L2), Figura 8.1.c, 0
escape da peguena regido que envolve a Lua € possivel tanto através de L1 quanto
através de L2. As trgjetdrias encontradas por Winter e Vieira Neto (2002) tém C; <
Cj(L1), mesmo assim, elas permanecem ao redor da Lua por periodos superiores ha 10*
sem escapar.

Os resultados apresentados neste Capitulo correspondem a uma continuagéo do tra-
balho de Winter e Vieira Neto (2002) considerando um sistema dindmico mais
complexo e realista baseado problema de quatro corpos Sol-Terra-Lua-sonda, o PAC.
Em suma, € o mesmo sistema dindmico descrito na Secdo 3.8 do Capitulo 3 e
considerado nos trés dltimos Capitulos. A excentricidade da orbita da Terra, a
excentricidade e ainclinagdo da Orbita da Lua foram introduzidas ao sistema através das
condi¢des iniciais. Inclusive, verificamos os efeitos de cada uma destas caracteristicas
separadamente e em um conjunto sobre 0 tamanho e a localizagéo da regido de estabi-
lidade encontrada por Winter e Vieira Neto para o PR3C e o problema de quatro corpos
caso plano e circular.

Este Capitulo esta organizado da seguinte maneira: na proxima Secéo, descreve-
remos algumas das principais propriedades das érbitas da Familia H2. Na Secéo 8.3,
descreveremos a metodol ogia aplicada, bem como, o critério de estabilidade adotado em
nosso estudo. Na Secéo 8.4, mostraremos os efeitos sobre o tamanho e a localizacéo da
regido de estabilidade devido a excentricidade da Terra, a excentricidade e inclinagdo da
oOrbita da Lua e da pressdo de radiacéo solar sobre a sonda. Ja na Secéo 8.5, analisamos
as propriedades das trgjetorias pertencentes a regido encontrada considerando o sistema

dindmico mais complexo ereaista. A Secdo 8.6 traz as conclusdes sobre o Capitulo.

8.2 FamiliasH1 e H2 e suas Principais Propriedades

O PR3C associado ao Sistema Terra-Lua prevé a existéncia de dois tipos de érbitas

periédicas diretas ao redor daLua. Estas Orbitas foram descritas por Broucke (1968) e
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chamadas de Familias H1 e H2. As drbitas destas duas familias s&0 muito similares e
apresentam claramente, em alguns casos, simetrias entre suas Orbitas em relacdo a um
eixo-y' perpendicular ao eixo-x do sistema sinddico que passa pelo centro de massa da
Lua. Esta caracteristica pode ser vista na Figura 8.2 que mostra duas orbitas, uma de

cadafamilia, e a simetria que existe entre elas em relacéo ao eixo-y'.

010
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) ) U CyS SO PP £ T —
~iy i : ] =
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— &
-0, :
0,25 0,40 0,95 1,00 1,05 1,10

FIGURA 8.2 — Orbitas periddicas das Familias H1 e H2 vistas no sisema de

coordenadas sinédico.

De acordo com Broucke (1968), ha um limite natural bem definido para o inicio da
Familia H1, mas 0 mesmo ndo ocorre em relacdo ao seu fim. E no que diz respeito a
Familia H2, ndo ha limites bem definidos para seu inicio e fim. No entanto, E.
Strongren em seu trabalho Connaissance actuelle des Orbites dans Le Probléme des
Trois Corps (Publications and Minor Comunications of Copenhagem, publication 100,
Copenhagem University, Astronomical Observatory, 1935), a classe g, assm chamada
por ele, contém estas duas familias, mesmo possuindo evolucdes diferentes.

Ainda segundo Broucke (1968), de maneira geral, estas duas familias tém origem em
pequenas Orbitas circulares ao redor da Lua. A medida que a distdncia Lua-particula

aumenta, as formas destas Orbitas assumem uma complicada evolucdo e se tornam
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instaveis. Exemplos da evolugdo espacial de outras orbitas das Familias H1 e H2 podem
ser vistos nas Figuras 8.3 e 8.4, respectivamente.

Aqui, vamos propor uma divisdo entre as Familias H1 e H2 baseada nas condi¢des
iniciais de suas Orbitas e em nossa pretensdo de investigar aregido de trajetérias estavels
associadas a elas em termos da excentricidade e do semi-eixo maior das érbitas oscula-
doras lunares iniciais, tal como fizeram Winter e Vieira Neto (2002), considerando
como trgjetéria estével toda aquela que permanece ao redor da Lua por um periodo
minimo de 1000 dias com energia de dois corpos Lua-sonda negativa'. Contudo, este
critério é, de certa forma, restritivo, pois ele ndo é capaz de selecionar, por exemplo,
Orbitas periddicas como as que estéo nas Figuras. 8.3 e 8.4, uma vez que as energias de
suas Orbitas osculadoras tornam-se positivas a medida que a distancia radia Lua-sonda
aumenta. Porém, ele é capaz de mostrar a regido de estabilidade de nosso interesse.

Em termos praticos, esta divisdo consiste em considerar dois pontos, P1 e P2, sobre o
eixo-x do sistema sinddico. P1 € um ponto qualquer entre a Lua e L2, e P2 um ponto
gualquer entre L1 e a Lua. De acordo com as Orhitas periodicas da Familia H1 listadas
por Broucke (1968), P1 corresponde ao periluna destas Orbitas, enquanto P2 ao periluna
das Orbitas da Familia H2. Desta forma, considerando o PR3C, as ¢rbitas da Familia H1

tém condicdes iniciais do tipo:
(XY, %9 = (%,0,0, %) 81)

com Xo entreaLuae L2. Jaas condi¢Bes iniciais da Familia H2 sdo da forma:

(XY, &% =(X,,0,0,- %) (8.2)

com Xp entrealLuaell.

Assim, considerando tal divisdo, o critério de estabilidade descrito anteriormente e 0
PR3C, as regides de estabilidade associadas as orbitas periddicas das Familias H1 e H2,
e as Orbitas quase-periodicas que oscilam em torno delas podem ser vistas nos diagra-

mas das Figuras 8.5 e 8.6, respectivamente, em termos da excentricidade versus o semi-

TEste critério sera definido detal hadamente na préxima Segao.
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eixo maior da orbita osculadora lunar inicial e do tempo de captura que corresponde
exatamente a0 periodo que a sonda permanece ao redor da Lua com energia de dois
corpos Lua-sonda negativa. Cada diagrama foi obtido a partir de uma grade de 10*
condigdes inicials, 0 que corresponde a De = 0,01 e Da = 100km. Os demais elementos
orbitais das orbitas osculadores iniciais sdo: paraaFamiliaH1, i =0° T = 90°, W = 270°
e J (tempo da primeira passagem pelo periluna) = 0 e paraa FamiliaH2, i = 0°, T = 90°,
W=90°e J = 0. O codigo de cores mostrado na Figura 8.5 serve para todos 0s
diagramas e x a deste Capitulo.

Cada ponto dos diagramas corresponde a uma condi¢éo da 6rbita osculadora lunar
inicial. A cor associada a cada ponto revela o tempo de captura da trgjetéria estavel ou
se ela colidird com a Lua. Os interval os escol hidos para expressar este tempo foram de O
a 10 dias, 10 a 100 dias, de 100 a 500 dias e de 500 até 1000 dias. As éreas brancas
dentro das regifes coloridas sdo as condi¢des iniciais que permanecem capturadas por,
no minimo, 1000 dias de integracdo. Uma grande area branca aparece do lado esquerdo
de cada um dos diagramas; os pontos destas regides também correspondem a orbitas
estaveis, de acordo com o critério adotado, mas ndo estdo associadas as Familias H1 e
H2. Astrgjetorias desta regido possuem C; > Cj(L1).

Como podemos observar, a regido de estabilidade associada a Familia H1 (Figura
8.5) € menor que a encontrada para regido associada a Familia H2. (Figura 8.6). Por este

motivo, vamos concentrar Nossas investigagoes sobre a regido mostrada na Figura 8.6.

8.3 Metodologia e Critério de Estabilidade

Como dissemos, o passo inicial deste trabalho foi dado por Winter e Vieira Neto (2002)

localizando a regido de Orbitas estaveis para 0 PR3C e problema de quatro corpos, caso

plano e circular. Nossa meta aqui € investigar numericamente as evolucdes do tamanho

e da localizag&o daregido quando a excentricidade da Orbita da Terra, a excentricidade e
inclinacdo da drbita da Lua e a pressdo de radiacdo solar sobre a sonda sdo

consideradas. Investigamos os efeitos de cada uma delas separadamente e em conjunto.

As Equacbes de movimento integradas foram da (3.20) a (3.28) para 0 Sol, a Terra, a
Luae(3.114) a(3.116) para a sonda.
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FIGURA 8.6 — Diagrama e x a em termos do tempo de captura, indicado pelo codigo de
cores, definido aregido de drbitas estaveis associada a Familia H2.
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Ta como nos Capitulos anteriores, aqui também h& um ndimero muito grande de
configuracfes iniciais diferentes. Por este motivo, nés simulamos 32 configuragdes
iniciais para cada um dos experimentos numeéricos relatados na proxima Secdo, mas
todas apresentaram praticamente 0s mesmos resultados.

Para classificarmos uma érbita como estavel, adotamos o mesmo procedimento que
VieiraNeto e Winter (2001), que consiste em monitorar a energia orbital de dois corpos
Lua-sonda, isto é, da orbita osculadora lunar da sonda, durante toda a integragéo. De

modo geral, aenergiaorbital de dois corpos € definida por:

(8.3)

Onde V é a magnitude da velocidade e r é a disténcia radial do corpo central a sonda,
ambas medidas em um sistema de coordenadas fixo no centro de massa do corpo
central, e 4 € 0 par@metro de massa deste corpo. Nos sistemas dindmicos considerados,
essa energia ndo permanece constante devido as interacBes com 0s campos gravita
cionais da Terra e do Sol. Entretanto, através do seu monitoramento, é possivel ter uma
idéia clara da influéncia do campo gravitacional da Lua sobre a trgetéria. Uma
mudancga no sinal da energia Lua-sonda, de negativo para positivo, pode indicar, por
exemplo, que a Orbita osculadora da sonda mudou de uma Orbita fechada para uma
aberta em relagdo a Lua. Neste Capitulo, e também no préximo, consideraremos com
estével toda Orbita que permanece ao redor da Lua com energia L ua-sonda negativa por
um periodo de integracdo de 1000 dias, tempo que nos parece adequado para fins
préticos.

A técnica utilizada por Winter e Vieira Neto (2002) para encontrar as regides de
estabilidade associadas a Familia H2 considerando o PR3C e o problema de quatro
corpos Sol-Terra-Lua-particula, caso plano e circular, foi a que acabamos de descrever.
Esta mesma técnica foi utilizada para obter os diagramas das Figuras. 8.5 e 8.6 e 0s
demais diagramas deste tipo que apresentaremos na sequiéncia deste Capitulo.

Nas Figuras 8.7 e 8.8, mostramos as reproducdes dos diagramas e x a de Winter e

VieiraNeto (2002) parao PR3C e problemade quatro corpos, respectivamente. O dia-
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grama da Figura 8.7 € 0 mesmo do mostrado na Figura 8.6, porém ampliado, portanto,
possui as mesmas propriedades ja descritas. Notemos, no entanto, que o diagrama da
Figura 8.8, obtido para um sistema dinamico mais complexo que leva em conta o campo
gravitacional do Sol e as interagcbes mutuas entre ele a Terra e a Lua, apresenta uma
reducéo de 1/3 no tamanho da regido de estabilidade encontrada para o PR3C, além
disso, aregido é divida em duas partes de, praticamente, mesmo tamanho.

Antes de encerrarmos esta Se¢ao, gostariamos de chamar a atencéo para as distribui-
¢Oes de pontos dos diagramas das Figuras 8.7 e 8.8. Elas sdo frutos do critério de
estabili-dade e do intervalo de classificagdo do tempo de captura das trgjetorias
adotados. Mas elas também trazem outras informagdes t&o interessantes quanto a
existéncia da regido de estabilidade. No Capitulo 10, vamos investigar estas

informagdes sob outro ponto de vista.

8.4 Evolucdo da Regi&o de Estabilidade

Nesta Secdo, estudaremos a evolugdo das regides definidas pelas Figuras 8.7 e 8.8
guando as caracteristicas das orbitas da Terra e da Lua so introduzidas ao problema de
quatro corpos Sol-Terra-Lua-sonda. Assim, nas proximas SecOes, investigaremos 0s
efeitos da excentricidade da Orbita da Terra, da excentricidade e inclinacéo da oOrbita da
Lua, separadamente, e em conjunto, e ainda, os efeitos da pressdo de radiacéo solar

sobre a sonda

8.4.1 Efeitos da Excentricidade da Orbitada Terra

Neste caso, a excentricidade da ¢rbita da Terra, erera = € = 0,0167, foi introduzida no
problema de quatro corpos via condicéo inicial. A Lua foi mantida em érbita circular da
Terra, com raio de 384400km e inclinacdo em relagdo a ecliptica igua a zero. A
distancia Sol-Terra varia, portanto, entre 1,44x10° e 1,44x10°%km e devido a este fato,
simulamos 32 configuragOes iniciais diferentes entre o Sol e a Terra para nos
certificarmos que os resultados aqui apresentados ndo correspondem a um caso

particular. Os diagramas encontrados para todas estas simulagbes sdo muito semelhantes
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contendo apenas algumas pequenas diferencas pontuais. Por isso, vamos mostrar aqui
apenas o diagrama encontrado quando a Terra ocupa o pericentro de sua Orbita e com o
Sol a Terra, a sonda e a Lua alinhados nesta ordem em t = 0. Tal diagrama € mostrado
na Figura 8.9, e ao compara-lo com o da Figura 8.8, obtido para o problema de quatro
corpos caso plano e circular, percebemos que eles também sdo muito semelhantes,
possuindo apenas diferencas pontuais. 1sto nos permite concluir que a excentricidade da
Terra ndo provoca modificages significativas no tamanho e na localizagdo da regido de
estabilidade.
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FIGURA 8.9 — Diagrama e x a em termos do tempo de captura encontrado para o PAC
levando em conta a excentricidade da o6rbita da Terra, com a Lua em
Orbitacircular. Da = 50km e De = 0,08.

8.4.2 Efeitos da Excentricidade da Orbita da Lua
A excentricidade da orbita da Lua, e 3 = & = 0,0547, também foi introduzida via

condic¢Bes iniciais ao Problema de quatro corpos. A Terrafoi mantida em orbita circular
em torno do Sol. Neste caso, a distancia Terra-Lua varia entre 362204,6 e 404233,1km.
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Mais uma vez, efetuamos 32 simulagdes considerando posi¢des iniciais relativas entre a
Terra e Lua diferentes para nos certificarmos que os resultados gque iremos apresentar
ndo correspondem a uma situacdo particular. Os diagramas encontrados para cada uma
das ssimulagbes sdo muito semelhantes contendo apenas pequenas diferencas pontuais.
Isto ocorre porque durante os 1000 dias de integracéo a Lua descreve 45 periodos
orbitais. Desta forma, os feitos da excentricidade acabam sendo os mesmos para quais-
guer configuragdes iniciais. Por isso, apresentaremos na Figura 8.10 apenas o diagrama
encontrado quando a Lua ocupa o perigeu de sua Orbita. Em comparagdo com 0s casos
ja discutidos, notamos que a excentricidade da 6rbita da Lua exerce influéncia sobre o
tamanho da regiéo de estabilidade, reduzindo a pouco mais da metade o tamanho da
area encontrada para o problema de quatro corpos, caso plano e circular, e com a
excentricidade da Terra, mostrados nas Figuras 8.8 e 8.9, respectivamente. A estrutura
geral da distribuicdo de pontos, isto é das condi¢cbes da Orbita osculadora inicia
também sofre modificagdes: reduzindo o tamanho da é&rea branca situada a esquerda do
diagrama e aumentando o nimero de trgetérias que escapam da Lua para todos os

interval os considerados. A localizagdo da regido permanece inalterada.

8.4.3 Efeitos da Inclinagdo da Orbita da Lua

Para este caso, a Terra foi mantida em érbita circular em torno do Sol, e a Lua em orbita
circular em torno da Terra, mas com inclinacdo de 5.1454° em relacdo a ecliptica
Simulamos 32 configuragdes iniciais diferentes para garantir a generalidade do resul-

tado apresentado. Os diagramas encontrados nestas simulacfes também sdo muito
semelhantes. A Figura 8.11 mostra o diagrama encontrado para a configuragéo inicial
em gue a Lua ocupa o ponto mais afastado do plano da ecliptica. Comparando com os
resultados anteriores, podemos verificar que a inclinagdo a Lua ndo atera a forma e o
tamanho de regido de estabilidade encontrada para os problemas de quatro corpos caso e

circular, e com a Terra em 6rbita excéntrica.
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levando em conta a excentricidade da orbita da Lua, com a Terra em

orbitacircular. Da = 50km e De = 0,08.
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8.4.4 Problema de Quatro Corpos Completo (P4C sem a pressédo de Radiacao
Solar)

Agora, acrescentamos ao problema de quatro corpos a excentricidade da érbita da Terra
e a excentricidade e inclinagdo da orbita da Lua com objetivo de investigar os efeitos
causados por todas elas juntas sobre o tamanho e alocalizacdo da regido de estabilidade.
Novamente, a fim de garantirmos a generalidade dos resultados, simulamos 32 configu-
ragdes iniciais com posicionamentos relativos entre o Sol, a Terra e a Lua diferentes.
Mais uma vez, todas as simulagOes apresentaram resultados muito semelhantes. A
Figura 8.2 mostra o diagrama encontrado para a configuracéo inicial em que a Terra a
Lua ocupam os pericentros de suas Orbitas. Como podemos verificar, este diagrama
apresenta uma estrutura de distribuicdo de pontos muito parecida com a encontrada para
0 problema de quatro corpos quando apenas a excentricidade da orbita da Lua foi
considerada. Entdo, se compararmos este resultado e os das Figuras 8.8 a 8.11, com o
obtido para 0 PR3C, Figura 8.7, podemos concluir que o campo gravitaciona do Sol ea
excentricidade da orbita da Lua sdo os fatores preponderantes na reducédo do tamanho da
regido de estabilidade.
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FIGURA 8.12 — Diagrama e x a em termos do tempo de captura encontrado para o PAC.
(completo) Da = 50km e De = 0,08.
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8.4.5 Problema de Quatro Corpos Completo (P4C com a pressao de Radiacao
Solar)

Para estudarmos os efeitos da pressdo de radiacdo solar sobre a sonda, adotamos o
modelo descrito no Capitulo 3 e integramos, para a sonda, as Equacdes de movimento
(3.114), (3.115) e (3.116). As propriedades das ¢rbitas da Terra e da Lua também foram
consideradas, portanto, nosso ponto de partida € o resultado mostrado na Figura 8.12. O
model o adotado cuja aceleragdo perturbadora é dada por:

Fg (8.4)

Este modelo exige um valor diferente de zero para massa da sonda, Ms. Os demais
parametros desta Equacdo sdo: a pressdo de radiagdo solar a uma unidade astrondmica,
Po = 4,6x10N/n?, o coeficiente de eclipse, E = 0 ou 1, o coeficiente de reflexibilidade,
0 = B = 2. Adotamos os mesmos valores considerados na Se¢éo 5.5, ou sgja, E=1, B=
2, Agte = 147 e M, = 307kg. Estes valores fornecem uma aceleracso perturbadora da
ordem de 4,2x10 'm/s’.

Para melhor visualizarmos os efeitos da pressdo de radiagdo solar sobre a sonda,
vamos mostrar na Figura 7.13, a regido de estabilidade encontrada para o PAC sem a
presséo de radiacdo solar, discutido na Subsec&o anterior, e a regido encontrada para o
PAC com a pressdo de radiagdo, ampliadas. Assm como o0s demais, estes diagramas
também foram obtidos integrando uma grade de 10* condices iniciais, sendo 25500 = a
= 28500km e 0,20 = e = 0,60, com Da=30kmeDe=0,04ei=0, T =90°e W= 90°.

Em virtude do valor adotado para B, a magnitude da aceleracdo perturbadora pode
ser considerada superestimada, mesmo assim, ela ndo foi capaz de afetar significativa
mente o tamanho da regido de estabilidade. Estes dois diagramas séo muito similarese a
reducdo do tamanho da regido de estabilidade é muito pequena. Ainda € possivel
observar, especialmente na fronteira da regido que a presséo de radiacéo solar reduz o
tempo de permanéncia de algumas trajetorias e provoca a colisdo com a Lua em outras.

Para as trgjetdrias que permanecem estaveis por um periodo maior que 1000 dias, a
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pressdo de radiacdo provoca variages na excentricidade e no periodo da érbita lunar da

sonda.
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FIGURA 8.13 — Diagramae x a em termos do tempo de captura encontrado para o PAC:
(a) sem a presséo de radiacdo solar e (b) com a presséo de radiacéo.

Da = 30km e De = 0,04.
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8.5 Evolucdo das Trajetorias

Para mostrarmos a evolucdo das trajetérias estaveis estudadas, nds escolhemos como
exemplo uma que permanece estavel em todos os sistemas dindmicos considerados. As
condi¢es iniciais da orbita osculadora lunar datragjetéria escolhida sdo: a = 27300km, e
=0,4200,i=0° T =90°, W=90°e J = 0. As Figuras 8.14 e 8.15 mostram a evolucéo
desta trgjetdria por 1000 dias no sistema sinddico, para o PR3C e o PAC, respectiva-
mente. A principa diferenca observada entre as trgjetorias destas Figuras € 0 aumento
na amplitude de oscilacdo da distancia radial Lua-sonda verificado para o P4AC; fato que
acarreta em um aumento do periodo orbital da orbita osculadora e é devido a pertur-
bacdo do campo gravitacional do Sol.

Como vimos na Secdo anterior, a pressdo de radiagdo solar provoca uma pegquena
reducéo no tamanho da regido de estabilidade. A fim de visualizar os efeitos da presséo
de radiacdo sobre as Orbitas que permanecem estaveis, integramos pares de trajetérias
com a mesma condicdo inicial, uma sob acdo da pressdo de radiacdo e outra sem.
Durante estes experimentos, monitoramos a evolucdo no tempo dos elementos orbitais
da orbita osculadora lunar das duas trajetérias. Os principais efeitos observados forma
pequenas variagcbes na excentricidade e no periodo orbital. Entretanto, em termos
préticos, a estabilidade ndo foi afetada e os limites de variagdes da distancia L ua-sonda
S80 0S mesmos para as duas trajetdrias. Assim, podemos concluir que, embora provoque
reducdo no tamanho da regido de estabilidade das trgjetorias, a aceleracdo devido a
pressdo de radiacéo solar ndo compromete a estabilidade das trgjetorias, mesmo quando
consideramos um valor superestimado para ela.

Agora, vamos analisar as evolucgdes temporal de trés elementos orbitais osculadores
das trgjetérias das Figuras 8.14 e 8.15. S0 eles. semi-eixo maior, excentricidade e
inclinacdo. A Figura 8.16 mostra além da evolucdo no tempo destas trés quantidades, a
evolucdo da distancia radial Lua-sonda. As variagdes do semi-eixo, da distncia Lua
sonda e da excentricidade nos permitem ter idéia de como variam o tamanho e a forma
destas trgjetdrias. Ja a variagéo da inclinacdo nos permite medir o quanto as trgjetorias

se afastam ou oscilam em torno do plano da érbita da Lua. Com relacdo aos outros ele-
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FIGURA 8.14 — Tragjetoria estédvel para o PR3C cujas condi¢des iniciais sdo: a= 27300
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FIGURA 8.15 — Trgjetoria estavel para o PAC cujas condicles iniciais sdo: a = 27300
km, e=0,4200,i =0° T =90°, W=90°eJ =0.
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mentos orbitais osculadores (T e W), ndo faz muito sentido analisar suas evolucdes no
tempo a priori, uma vez que as trajetérias ndo sdo Keplerianas. Na Figura 8.16, os
guadros da coluna da esquerda sdo os elementos orbitais encontrados para o0 PR3C, e 0s
da coluna da direita séo para o P4C. Como podemos observar, ha um claro aumento na
amplitude de oscilagcdo e na complexidade da evolucdo destas quantidades face as
variacBes gque ocorrem no periodo orbital para o PAC, introduzindo, desta forma, mais
freqiiéncias a0 movimento. Este aumento no periodo orbital € claramente observado na
evolucdo do semi-eixo maior, da excentricidade e da disténcia radial Lua-sonda. Os
gréficos das duas primeiras linhas e da Ultima exibem a variacéo no tempo destras trés
guantidades para 100 dias, mas o comportamento € o mesmo para os 1000 de
integracdo. Dando sequiéncia a andlise dos gréficos da Figura 8.16, temos a evolugéo da
inclinagdo osculadora por 1000 dias. Obviamente, para 0 PR3C, ela permanece igua a
zero, mas para 0 PAC ela apresenta uma variagdo muito pequena, abaixo de 1°. Isto

ocorre porgue ainclinagdo osculadora € dada por:
. _h,
cos(i) = - (8.5)

Onde h é o momento angular especifico e hy, hy e h, sdo suas componentes, dadas por:

hx = y&' Z& (86)
h, = x& 28 8.7)
h, = Xg- y& (88)

h:ﬁ/hxz+h)2,+hz2 (8.9

Assim, como a forca de atracdo do Sol sobre a sonda é bem menor que a da Lua,
dentro de sua esfera de influéncia (veja Figura 5.4), os valores de ze &sdo aproximada-
mente zero (lembrando que eles sGo medidos em ralagdo a um sistema de coordenadas

lunicéntricas cuja plano fundamental, xy, coincide com o plano da orbita da Lua).
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Portando, hy @0 e hy @0, logo, h @h,, mas ligeiramente maior. Consegiientemente,
cos(i) @1, porém, pouco menor, assim, i @0, mas ndo nula e nem negativa ao longo dos

1000 dias, como mostra o gréfico da coluna da direita da 32 linha, pagina 181.

8.6 Conclusdes sobre o Capitulo

Os resultados descritos neste Capitulo podem ser colocados na seguinte ordem: 1.)
Existéncia de uma regido de trgjetérias estaveis ao redor da Lua associada as orbitas
periddicas da Familia H2 e as Orbitas quase-periddicas que oscilam em torno delas,
preditas pelo PR3C e o problema de quatro corpos Sol-Terra-Lua-sonda caso plano e
circular. 2.) O tamanho da regido diminui a 1/5 do encontrado para o PR3C quando é
considera um sistema dindmico mais complexo e proximo do real, o PAC que leva em
consideracdo as caracteristicas das Orbitas da Terra e da Lua. Sendo o campo gravitacio-
nal do Sol e a excentricidade da orbita da Lua os principais responsaveis por esta
reducdo. 3.) A pressdo de radiacdo solar sobre a sonda provoca uma peguena
diminuicdo no tamanho de regido de estabilidade, causando reducdo no tempo de
captura das trgjetorias cujas condigdes iniciais correspondem a pontos da fronteira da
regido. Contudo, embora provoque variagfes na excentricidade e no periodo orbital das
trgetorias estévels, a pressdo de radiacdo ndo chega a afetar significativamente a
estabilidade de tais trgjetérias. 4.) No que diz respeito a evolucéo espacial das trgjetérias
estéveis, verificase um aumento nas amplitudes de oscilagcdo dos elementos orbitais e,
conseqlente aumento na complexidade do movimento quando um sistema dinamico
mais complexo é considerado. Porém, constata-se a partir dos resultados da Figura 8.16
gue as trgjetdrias cujas condi¢les iniciais permanecem dentro da regido de estabilidade
encontrada para o PAC sao muito estaveis.

Em suma, podemos entéo dizer que a pesar da diminuicdo no tamanho da regido de
oOrbitas estaveis para 0 PAC, ela mantém sua localizacdo e ainda continua com um
tamanho significativo oferecendo um conjunto bem definido de trgjetérias estéavels ao
redor da Lua com distancia média Lua-sonda variando entre 13000 e 45000km, e que

relinem condi¢des necessérias para manter ao redor da Lua por periodos de 1000 dias ou
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mais, veiculos espaciais destinados a um grande nimero de missdes em prol das futuras
bases lunares.

Mais uma vez, os resultados deixam claro que o PR3C é essencia para determinar
propriedades intrinsecas do Sistema Terra-Lua, porém, ele ndo € idea para descrever o
movimento de espagonaves dentro da esfera de influéncia lunar, principalmente, devido
a interacd com o campo gravitacional do Sol e da Terra. Este fato demonstra a

importancia de estudos mais detalhados sobre a dindmica das Orbitas lunares.
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CAPITULO 9

ORBITASESTAVEISAO REDOR DA LUA I

9.1 Introducao

As trgjetorias derivadas das érbitas periddicas da Familia H2 e das quase-periddicas que
oscilam em torno delas, e que definem a regido de estabilidade, possuem inclinacbes de
inicials iguais a zero. Isto €, suas Orbitas osculadoras lunares iniciais tém inclinagbes
iguais a zero em relacdo ao plano da drbita da Lua. Neste Capitulo, vamos investigar a
evolugdo do tamanho e da localizacgo desta regido para inclinagdes diferentes de zero.

O Capitulo tem a seguinte organizacdo: a proxima Secdo descreve a metodologia
aplicada, a Secdo 9.3 traz os resultados da evolucdo do tamanho e da localizagdo da
regido de estabilidade para a inclinacdo inicial da sonda variando entre O e 50°. Na
Secdo 9.4, mostramos algumas trajetorias e discutimos suas caracteristicas. A Secédo 9.5

apresenta as conclusdes sobre o Capitulo.

9.2 Metodologia

Os elementos orbitais da Orbita osculadora lunar inicial das trajetorias pertencentes a
regido de estabilidade estudada no Capitulo anterior sdo: i = 0°, T =90°, W=90°e J =
0, 0,2600 = a = 28500km e 0,3500 = e = 0,4500. Manteremos constantes os valores de
T, We J evariaremos i entre 0 e 180° em passos de 5° em relagdo ao plano
fundamental, xy, que coincide com o plano da 6rbita da Lua e cuja origem estd em seu
centro de massa. Este plano, por sua vez, tem uma inclinagdo praticamente constante de
5,1454° em relacdo a ecliptica A Figura 9.1 ilustra as posicdes relativas entre a
ecliptica, o plano da Orbita da Lua e o plano da orbita osculadora lunar inicial da sonda.
O sistema dindmico considerado neste Capitulo foi o problema de quatro corpos Sol-
Terra-Lua-sonda completo, o PAC. Isto significa que 0 nosso ponto de partida sGo os
diagramas das Figuras 8.12 ou 8.13.a. Portanto, o procedimento para representar a

regido de estabilidade é o mesmo descrito na Secdo anterior. A Unica diferenca esta na
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introducéo, i ? 0, nas condi¢des iniciais da sonda. Em suma, estaremos acompanhando a
evolucdo do tamanho e na localizac8o da regido de estabilidade através de diagramas do
tipo excentricidade versus semi-eixo maior da Orbita osculadora inicia lunar da sonda,

exatamente com fizemos no Capitulo anterior.

Flano da arbita
osclladora inicial
da sonda

+Z

Plano da orbita
daLua

Ecliptica

5,1454°

FIGURA 9.1 — Posicionamento relativo entre a ecliptica, o plano da orbita da Lua e da
oOrbita osculadora lunar inicia da sonda (de uma trajetéria da regido de
estabilidade). Figurailustrativa e fora de escala.

9.3 Evolucéo da Regiao de Estabilidade

A Figura 9.2 mostra em diagramas esta evolucdo para i = 10°, 20°, 25°, 30°, 35°, 40°, 45°
e 50% cada um deles com 10* condicBes iniciais. Esta seqiiéncia de diagramas,
distribuida ao longo das paginas 185 a 188, mostra que a regido de estabilidade reduz de
tamanho paulatinamente a medida que i aumenta até 30°. Para i = 35°, uma nova regido
de estabilidade surge e sobrevive até i = 40°. Notemos também que parai = 20°, a regido
se dedloca para a direita e para baixo, ou sgja, as trajetérias se afastam da Lua e as
oOrbitas osculadora iniciais tém menor excentricidade.

De acordo com a evolucdo da distribuicdo de pontos dos diagramas para i = 25°,
podemos constatar que a regido encontrada para 35° = i = 40° ndo é um legado apenas

daregido original. Elase formaa partir da unido entre a pequena area branca situada no
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FIGURA 9.2 — Diagramas e x a em termos do tempo de captura para: (a) i =10°, (b) i =
20°,(c) i =25°% (d) i =30° (e) i =35° (f) i =40° (g) i =45°e(h) i = 50°.

Considere o mesmo codigo de cores da Figura 8.5.
(conclusdo)
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centro dos diagramas encontrados para i = 25° com trgjetérias estaveis localizadas na
fronteira da grande &rea branca situada do lado esquerdo dos diagramas. Como veremos
na proxima Segdo, as trgjetdrias desta nova regido possuem evolugdes espaciais
diferentes das pertencentes aquelas em que i = 25°.

Parai > 45° a regido de estabilidade desaparece completamente e a estrutura da
distribuicdo de pontos muda a medida que a inclinacdo aumenta. Para 110 = i = 180°,
uma regido de Orbitas estaveis retrogradas surgi do lado esquerdo superior do diagrama,
mas Ndo a investigamos.

9.4 Evolucdo das Trajetérias

Para entendermos a evolucéo das trgjetorias com inclinagéo da Orbita osculadora lunar
inicial maior que zero vamos considerar duas delas para as quais i = 20° e 40°.
Comecemos pela primeira, cujas condi¢les iniciais sdo: a = 28000km, e = 0,4400, i =
20°, T =90° WO0°e J = 0. A evolucéo desta trajetéria para 1000 dias no sistema
sinédico é mostrada na Figura 9.3, enquanto as variagdes no tempo de seus elementos
orbitais osculadores para 0 sistema selenocéntrico estdo na Figura 9.4. A segunda
trgjetdriatem as seguintes condi¢des iniciais. a = 30500km, e =0,1800, i =40°, T = 90°,
WOI0° e J = 0. Sua evolugdo espacial para 1000 dias no sistema sinddico e a evolugéo
no tempo de seus elementos orbitais no sistema selenocéntrico estdo nas Figuras 9.5 e
9.6, respectivamente. Obviamente, estas condi¢Oes iniciais correspondem a pontos
dentro das areas brancas que definem as regides de estabilidade parai = 20° ei = 40°.
Analisando primeiramente as Figuras. 9.3 e 9.4, verificamos que a trgjetoriacom i =
20°, no que diz respeito a evolucdo espacial, € mais espessa (“grossa’) que as
encontradas parai = 0°. Este fato era espera, pois quanto maior a inclinagdo do plano da
oOrbita osculadorainicial lunar da sonda, mais inclinada em relacdo ao plano da 6rbita da
Lua estara a forca de atracdo do Sol e conseqlientemente, a resultante das forgas sobre a
sonda. Portanto, maiores serdo os valores de oscilagdo de ze z Assim, teremos a
inclinacéo osculadora com maior amplitude. As variagdes no tempo do semi-eixo maior
e da distancia radial Lua-sonda, sdo semelhantes as das trgjetdrias cujas inclinagdes

inicials s8o iguais a zero
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Agora, analisando as Figuras 9.5 e 9.6, constatamos que a trgjetoria com inclinacdo
osculadora inicial de 40° apresenta uma evolucéo espacial na qual os valores de ze z
oscilam com maior amplitude. Além disso, as Figuras 9.2.e e 9.2.f mostram que as
regites de estabilidade encontradas para inclinagdes iniciais maiores que 30° relinem
trajetérias com menores excentricidades e maiores semi-eixos. A combinagdo destas
mudancgas acarreta evolucdes no tempo deferentes para estas duas quantidades e
também para a distancia Lua-sonda, quando comparadas com aguelas verificadas para
inclinagdes menores que 30°. Estas evolugdes podem ser vistas na Figura 9.6, a qua
também mostra uma redugdo no periodo orbital osculador.

Chegamos entéo ao final da Secdo, em que verificamos que inclinagfes iniciais
osculadoras diferentes de zero ateram as evoluges no tempo dos elementos orbitais
osculadores e da distancia radia Lua-sonda. No entanto, para inclinagdes iniciais de até
40°, temos regides de trajetorias estévels bem definidas e que podem ser utilizadas por
uma vasta gama de missdes em prol da exploragdo lunar. Fica claro também, a partir
dos resultados discutidos nesta Secdo, bem como ao longo de todo o Capitulo, e ainda
do anterior, que a dindmica das trgjetorias dentro da esfera de influéncia da Lua é

bastante complexa.

9.5 Conclusdes sobre o Capitulo

As investigacdes relatadas ao longo deste Capitulo mostram que a regido de tragjetorias
estaveis estudadas sobrevive para sistemas dindmicos mais complexos e com
inclinacBes osculadoras iniciais de até 40°, aproximadamente. Apesar das trajetérias
com inclinagdes iniciais maiores que 30° apresentarem evolugdo espacial e no tempo de
seus elementos orbitais diferentes daquelas com i < 30°, elas continuam estaveis,
corroborando com o caréter alternativo destas trajetdrias que podem manter em orbita

da Lua veiculos espaciais por periodo de 1000 dias ou mais.
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CAPITULO 10

ROTAS DE ESCAPE E CAPTURA ATRAVESDE L1E L2

10.1 Introducéo

A meta deste Capitulo é levantar a existéncia de outros €los entre a Terra, a Lua e 0
espaco exterior a partir de trgjetérias que envolvem a regido de estabilidade estudada no
Capitulo 8.

Os diagramas excentricidade versus semi-eixo maior apresentados nas Secbes 8.3 e
8.4, ndo definem apenas regides de trgetdrias estaveis ao redor da Lua: eles também
guardam outras informacdes de interesse. Por exemplo, se acompanharmos a evolucéo
espacial das trgjetorias com tempo de captura entre 10 e 500 dias n6s podemos verificar
aexisténcia de rotas de escape e capturapela Luaatravésde L1 e L2.

Os resultados que apresentaremos aqui tém carater geral e de busca pelas proprie-
dades destas rotas. Por isso, estaremos considerando apenas 0 PR3C para descrevé-las.
A investigacdo de suas propriedades com sistemas dindmicos mais complexos tera
continuidade em um préximo trabal ho.

O Capitulo tem a seguinte ordem de apresentacéo: a Secdo 10.2 apresenta a método-
logia empregada. A Secéo 10.3 descreve a forma com a qual as rotas foram definidas.
Na Secdo 10.4, é feita uma andlise do custo de aquisicéo destas rotas, e a Secdo 10.5

traz as conclusdes sobre o Capitulo.

10.2 Metodologia

A sequéncia de passos adotados nesta investigacdo foi empirica, sendo que o primeiro
deles constituiu em observar a evolugdo espacial de trgjetdrias cujas condi¢les iniciais
corresponde a pontos no diagrama da Figura 8.7 com tempo de capturara entre 10 e 500
dias. Em seguida, dividimos estas trajetérias a partir dos valores de suas constantes de

Jacobi. De acordo com os fatos observados;
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1.) Considerando o diagrama da Figura 10.1, temos trés linhas simbolizando curvas
de velocidade zero para C; = Cj(L1) = 3,18834 (linha amarela), C; = 3,18665
(linha vermelha) e C; = 3,17116 (linha azul). As tragjetdrias cujas condicdes
iniciais (a, €) correspondem a pontos entre as linhas amarela e vermelha podem
escapar por L1, mas ndo por L2. Contudo, ndo observamos para nenhuma delas,
captura pela apos o escape durante os 1000 dias de integracdo considerados. A
Figura 10.2 mostra a evolugdo espacial e a distancia Lua-sonda em funcdo do
tempo para uma trgjetoria em que os valores de a = 286000km, e = 0,2400e C; =
3,18545 correspondem a um ponto exatamente entre as linhas amarela e

vermel ha.

ro
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FIGURA 10.1 — Diagrama e x a em termos do tempo de captura. Considere o cédigo de
coresdaFigura8.5

2.) As trajetorias com (a, €) acima da linha vermelha, mas fora da regido de
estabilidade, também possuem C; < Cj(L1), logo elas podem escapar por L1,
porém, diferentemente daguelas que com (g, €) abaixo da linha vermelha, elas

voltam a esfera de influéncia da lunar, através de L1, onde séo recapturadas pela
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Lua Além disso, se C; for inferior a 3,17116, elas podem escapar por L1 elL2. A
Figura 10.3 mostra uma das trajetérias para a qual @, €) estd acima da linha
vermelha e cujos valores sdo: a = 26170km, e = 0,7222 e Cj = 3,1705.

A partir destas observagdes, demos inicio as investigagdes de algumas das proprie-
dades destas trgjetorias.

10.3 Definicao das Rotas

10.3.1 Rotasde Escape e Captura AtravésdeL 1

Dentro do conjunto de trajetérias com @, €) entre as linhas vermelha e azul, temos
25500 = a = 30000km e 0,1200 = e = 0,8000. Entdo selecionamos 15 trgjetdrias ao
longo deste intervalo e acompanhamos a evolucéo de cada uma delas por 1000 dias. A
titulo de exemplo, consideremos a trgjetoria da Figura 10.3 paraqual a = 26170km, e =
0,7222,i=0° T = W=90°e C; = 3,1705. Esta trajetéria escapa da Lua aos 92 dias,
ficando ao redor da Terra limitada pela curva de velocidade zero dada pelo seu valor de
C;. Aos 346 dias ela volta a esfera de influéncia da lunar, onde é captura por 22 dias.
Durante este periodo, ela chega a atingir 4451km acima da superficie da Lua O
segundo escape ocorre aos 368 dias através de L2. A evolugdo espacial de uma parte das
trajetdrias do conjunto definido pelos pontos acima da linha vermelha do diagrama da
Figura 10.1 é semelhante a que acabamos de descrever, diferindo nos dias que ocorrem
0 escape e a captura pela Lua. Isto significa que praticamente todas €l as apds escaparem
da Lua sdo recapturadas por ela em algum tempo posterior.

Na Tabela 10.1, temos as principais propriedades das 15 trgjetorias escolhidas ao
longo do intervalo descrito no parégrafo anterior. Integramos cada delas por 5 dias apds
0 primeiro escape e por 10 dias antes da primeira captura, veja Figura 10.4. Claramente,
podemos identificar duas rotas, uma de escape (Figura 10.4.8) e outra de captura (Figura
10.4.b). A rota de captura pode conduzir uma sonda até uma orbita lunar de baixa

altitude sem a necessidade da aplicagdo de nenhum impulso.
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TABELA 10.1 — Principais propriedades de algumas trajetdrias definidas pela Figura

10.1.
Traetoria | a (km) e Escape (dias) Captura (dias) Ci
1 25450 | 0,5540 160 e 625 580 3,17131
2 25505 | 0,7710 108,4 480 3,17130
3 26170 | 0,7222 92 e 368* 346 3,17050
4 26820 | 0,3750 90 160 3,18360
5 27290 | 0,6240 100 e 200* 180 3,17004
6 27450 | 0,6000 210 e 540 530 e 720 3,17049
7 27885 | 0,2530 148 1090 3,18262
8 28000 | 0,2300 100 e 790 760 e 858 3,18360
9 28005 | 0,5260 190 e 640 510 3,17128
10 28480 | 0,4770 103 1342 3,17137
11 29005 | 0,4140 298,6 620 3,17174
2 29005 | 0,3720 157,8 330 3,17140
13 29740 | 0,1550 161 e 1600 1545, 1660 € 1838 | 3,17821
14 29800 | 0,2000 | 250, 340,630e810 | 320,600,640e820 | 3,17652
15 29985 | 0,3440 250 e 980* 910 3,17058

* QOcorre colisdo com a Lua

10.3.2 Rotasde Escape e Captura atravésde L 2

Qualquer trajetériacom C; = 3,17116 pode escapar atravésde L1 e L2. Ent&o, este valor
pode ser considerado para distinguir aguelas que escapam por L2. Algumas delas, em
geral, localizadas na fronteira com a regido de estabilidade também poderdo pertencer
asrotas de escape através de L 1. Este € 0 caso datrgjetoria da Figura 10.3.

Dentro da esfera de influéncia da Lua, as trajetérias que sdo capturadas por L1 e
aquelas que escapam através de L2 formam “canais’ que superpde possibilitando, desta
forma, saltar de um para o outro exigindo pequenos DV’s. A Figura 10.5 ilustra este
fato.

10.4 Discussao sobra a Aquisi¢cao das Rotas

Uma vez na rota de captura interna, Figura 10.4.a, definida dentro da regido delimitada
pela curva de velocidade zero, uma sonda é conduzida até a esfera de influéncia lunar
através de L 1. Ent&o ela € captura e permanece ao redor da Lua por algum tempo, ja que

este processo € temporario, como vimos no Capitulo 2. Para que a captura se torne per-
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manente, um pegqueno DV deve ser aplicado a sonda. Em nossas simulagdes consi-

derando as 15 trgjetérias da Tabela 10.1 os valores das magnitudes destes DV’'s néo
ultrapassam 0,100km/s. Também efetuamos simulagdes com o objetivo de estimar o
custo de aquisicéo destas rotas de forma convencional. Ou sgja, utilizando uma elipse de
transferéncia entre uma orbita de estacionamento terrestre e a rota de captura em varios
pontos dentro da regido delimitada pela curvas de velocidades zero. Os DVrtotal'S
encontrados paras as diversas situagdes simuladas foram maiores que os requeridos para
uma transferéncia via Hohmann. Entretanto, isto ndo quer dizer que a utilizagdo destas
rota esteja descartada, porém, ela depende da investigacdo de métodos ndo convenci-

onais mais econdmicos.

Por outro lado, ha uma possibilidade para utilizacdo da rota de escape (que se
transformara em rota de captura) através de L2 cujo principio bésico ja foi descrito em
vérios trabalhos da literatura (Belbruno, 1987, 1990, 1994; Belbruno e Carrico 2000;
Belbruno e Miller 19907 1990b, 1993; Miller e Belbruno, 1991; Krish e Belbruno 1992;
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Yamakawa, 1992; Koon et a, 2000 e 2001a e 2001b e Masdemont, 2004). A idéa
basica € enviar uma sonda para regifes distantes da Terra por meio de uma elipse onde
as velocidades do apogeu sdo baixas. Nestas regifes, € possivel redirecionar a sonda
aplicando um pequeno DV para trgjetdrias bem conhecidas que a levardo até a Lua
Estas trgjetérias sdo aquelas que escapam por L2 integradas para tras no tempo. A
Figura 10.6 mostra o DV, aplicado a sonda em uma oérbita de estacionamento terrestre
de altitude 240km necessario parainjecaéo na elipse e a velocidade do apogeu, ambas em
funcdo da distncia Terra-sonda, e o tempo de voo até o apogeu. Notemos que os DV1's
regueridos para enviar a sonda para grandes distancias séo praticamente constantes e da
ordem de 3,200km/s. Comportamentos semelhantes tém as velocidades no apogeu que
ficam abaixo de 0,050km/s.

A Figura 10.7 exibe alguns exemplos deste tipo de manobra em que a aquisicéo da
trgetoria final que conduzira a sonda até a captura pela Lua é feita apds uma manobra
de redirecionamento a partir do apogeu. Os tempos de manobra como estas séo longos,
no entanto, técnicas de targeting e otimizacdo de trajetdrias podem reduzi-los, e ainda
proporcionar transferéncias mais econdémicas. Por isso, € nossa intencédo dar seqiiéncia a

este trabalho considerando tais técnicas.

10.5 Conclusdes sobre o Capitulo

A meta deste Capitulo foi mostrar a existéncia de rotas de escape e captura para a Lua
sem, no entanto, nos preocupamos em explicar a dindmica de cada um delas detalha-
damente. As rotas foram definidas a partir das trgjetérias que envolvem a regido de
estabilidade encontrada para 0 PR3C e associada as Orbitas da Familia H2. Pudemos
identificar dentro da regido interna as curvas de velocidade zero uma rota de escape e
outra de captura através de L 1. Nossas simulagdes mostraram que a rota de captura pode
levar uma sonda até a esfera de influéncia lunar onde ela € capturada pela Lua por
algum tempo sem a necessidade de impulsos de insercdo. A captura pode se tornar
permanente com aplicacdo de DV's inferiores a 0,100km/s. Porém, os custos de

aquisicdo destas rotas internas por métodos convencionais sdo altos.
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O diagramae x a, da Figura 10.1, também contém trgjetdrias que escapam através de
L2. A aquisicdo destas trgjetérias a grandes distancias da Terra representa uma opgao
parareduzir custos viabilizando uma transferénciaentre a Terrae a Lua.

Os resultados agqui apresentados sdo 0 inicio de uma pesguisa que merece continui-
dade para melhor explorar as propriedades destas rotas com sistemas dindmicos mais
complexos e técnicas de targeting e otimizacdo de trgetorias. Além disso, fica claro que
pelo mostrado ao longo deste Capitulo a importancia destas trgjetorias através dos

pontos L1 e L2 e dentro da esfera de influéncia da Lua.

196



CAPITULO 11

CONCLUSOES FINAIS

11.1 introducéo

O objetivo deste trabalho foi investigar duas familias de érbitas periddicas no Sistema
Terra-Lua preditas pelo PR3C e, entdo, buscar por conjuntos de trgjetérias alternativas,
derivadas das Orbitas destas familias, capazes de realizar missdes de transferéncia entre
Orbitas terrestres e lunares, e manter ao redor da Lua, a baixo custo, espaconaves por
longos periodos em um grande nimero de missdes. Com efeito, o trabalho pode ser
dividido em duas partes, sendo que a primeira foi desenvolvida ao longo dos Capitulos
4,5, 6 e 7 e voltada ao estudo do conjunto de trgjetérias derivadas da Familia G de
Orbitas periddicas diretas ao redor de L1. A segunda parte foi desenvolvida ao longo dos
Capitulos 8, 9 e 10 e dedicada ao conjunto das trajetérias derivadas da Familia H2 de
Orbitas periddicas diretas ao redor da Lua.

Ao final dos Capitulos 4 a 10, colocamos as conclusdes sobre cada um deles. Neste
ultimo Capitulo, vamos recapitular as principais conclusdes de forma sucinta, mas

ressaltando-as como contribui¢des deste trabal ho.

11.2 Conclusdes Gerais sobrea Primeira Parte (Trajetorias G)

Podemos colocar as principais conclusdes e contribui¢bes sobre a primeira parte deste

trabalho na seguinte ordem:

1.) Obtencéo e descricdo das principais propriedades de elos ligando a Terra a Lua,
e ambas a0 espaco exterior para o0 PR3C e o PAC (Capitulos 4 e 5). Ao
considerarmos o0 PAC como sistema dindmico nos deparamos com uma
guantidade muito grande de configuragcbes iniciais para aimentar nossas
simulagbes numeéricas. N&o obstante, simulagbes numeéricas considerando

diversas configuragdes mostraram que os elos continuam existindo. O trabalho
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com 4 ou mais corpos em Mecéanica Celeste é recente e ainda pouco divulgado
na literatura. Assim, podemos destacar as investigacdes numéricas com o PAC

como uma contribuicéo deste trabal ho.

2.) Uma vez definidos os elos Terra-Lua-Terra, desenvolvemos estudos sobre a
utilizacdo de suas trajetorias em transferéncias diretas entre Orbitas terrestres e
lunares e também transferéncias direcionadas visando a colocagdo de sondas em
oOrbitas lunares de baixas altitudes e grandes inclinagdes. De maneira geral, os
custos das manobras consideradas séo ligeiramente maiores, cerca de 3%, que 0
método convenciona via elipse de energia minima (tipo Hohmann), e cerca de
2% menores que o méodo Patched-conics. Todavia, 0s custos das Trgjetérias G
levam em conta sistemas dindmicos mais complexos e redlistas que os
considerados nas transferéncias tipo Hohmann e Patched-conics, as quais se
utilizam da dindmica de dois corpos. Desta forma, as transferéncias via
Trgetorias G dispensam correcbes devido as perturbacdes dos campos
gravitacionais do Sol, da Terra e da Lua. Assim, uma transferéncia via Trgetoria
G pode apresentar custos entre 5 e 7% menores que 0s métodos convencionais.
Por outro lado, elas ainda oferecem a possibilidade de inser¢do em Orbitas
lunares de grandes inclinagdes e baixas atitudes evitando manobras de

transferéncia de plano convencionais demasiadamente caras.
11.3 Conclusdes Ger ais sobre a Segunda Parte (Orbitas Estaveis ao Redor da L ua)
As conclusdes e contribui¢es da segunda parte tém a seguinte ordem:
1.) Estudos de regides de orbitas estéavels ao redor da Lua para o PAC identificando
guais os fatores que determinam a evolucdo no tamanho e na localizagdo da

regiao de estabilidade (Capitulo 8).

2.) Estudo da evolucdo da regido de estabilidade considerando inclinagctes

diferentes de zero em relacdo ao plano da drbita da Lua (Capitulo 9). Ta estudo
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mostrou que até inclinagdes da ordem de 40° existe uma regido de Orbitas
estaveis ao redor da Lua. Tanto este estudo quanto o do item anterior mostraram
um conjunto de trajetérias capazes de manter veiculos espaciais em grande

ndmero de missdes ao redor da L ua a baixos custos.

3.) Por fim, iniciamos um trabalho de busca por rotas de escape e captura da Lua,
atravésde L1 e L2, a partir de trajetérias cujo tempo de permanéncia ao redor da
Lua com energia de dois corpos negativa gira entre 10 e 500 dias. Embora
incipiente, este trabalho mostrou claramente a possibilidade de se conduzir
sondas a orbitas lunares sem a necessidade da aplicacdo de impulsos de inser¢éo,

aproveitando o fenémeno de captura gravitacional.

11.4 Trabalhos Futuros

Os resultados ao longo desta tese mostraram a existéncia de rotas entrea TerraealLuae
entre elas e 0 espago exterior. Algumas propriedades inerentes aos diversos tipos de
trgetdrias estudadas podem viabilizar um grande nimero de missdes de transferéncias
entre a Terra e aLua e, até mesmo, interplanetérias, embora esta Ultima opgdo ndo tenha
sido objeto de nossas pesquisas diretas.

Temos em mente que uma das principais preocupacdes da Astronautica dos Nnossos
dias e dos vindouros é a reducéo dos custos das viagens através do espaco. Assim, dadas
as peculiaridades dos conjuntos de trgjetérias agui estudadas, como sensibilidade a
pequenas variagdes na velocidade, achamos que 0 emprego de técnicas de targeting e de
otimizacdo de trgjetdrias podem ampliar as possibilidades de utilizacdo destas traje-
torias.

Por outro lado, ao longo de toda esta tese, nos deparamos com a dinamica complexa
das trgetérias estudadas quando em transito pela esfera de influéncia da Lua. Por
exemplo, o fato de uma trgetoria passar entre L1 e a Lua no sentido ascendente ou
descendente determinar uma evolugéo espacial, a partir deste ponto, bem diferente uma

da outra, tal como discutido nos Capitulos 4, 5 e 10. Estes fatos apontam para a neces-
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sidade de um estudo mais detalhado sobre a dindmica dentro da esfera de influéncia

lunar. Por isso, nossa meta é dar continuidade a estas investigagoes.
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APENDICE A
SISTEMA TERRA-LUA

Neste Apéndice, iremos definir o Sistema Terra-Lua e algumas de suas principais carac-

teristicas.
A.l1 Sistema Terra-Lua

Estaremos chamando de Sistema Terra-Lua a regido delimitada pela esfera de influéncia
da Terra. Esta € a regido do espaco que concentramos nossas pesguisas. Forma mente,
define-se como esfera de influéncia, gravitosfera, esfera de atividade ou esfera de acéo
a0 espaco compreendido por uma superficie quase esférica centrada no planeta dentro
da qual atorca de atragdo gravitaciona do planeta se impde sobre a dos corpos celestes
vizinhos. Dentro da esfera de influéncia €, por muitas vezes, conveniente e possivel
considerar a trgjetdria de uma particula como planetocéntrica e as interagbes com 0s
outros corpos como perturbacdes. Todavia, esta hipotese ndo pode ser assumida irrestri-
tamente quando se trata do movimento de veiculos espaciais no Sistema Terra-Lua, tal
como mostram os resultados dos Capitulos 5 e 9, principalmente. Um desenvolvimento
matemético mais extenso para definir a esfera de influéncia pode ser encontrado em
Roy (1988), por ora, vamos adotar a expressdo para determinar o raio da esfera de
influéncia demonstrada por Tisserand para definirmos a gravitosfera da Terra. Mas, que
fique claro, adotaremos esta definicdo apenas para fixar a porcdo do espaco que
chamamaos de Sistema Terra-Lua ao longo deste trabal ho.

Partindo de um caso geral, consideremos um planeta de massa, Mp, e uma estrela de
massa, Ms, a expresséo de Tisserand nos da gque o raio da esfera de influéncia do

planeta, Re, vale:

2/5
M, ¢
RE=g—P r (A1)
S

QI-I-O
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Onderp € 0 raio médio da orbita do planeta. Agora, admitindo que o planeta sgjaa Terra
eaestrelao Sol, temos: Mp = Mrara = 5,9742x10%°kg € Ms = Mgy = 1,98911x10°%g e

rp » 1,5x10%km. Assim, encontramos para o raio da esfera de influéncia da Terra:
Re = 927128km (A.2)

De ora em diante, sempre que nos referirmos ao Sistema Terra-Lua estaremos conside-
rando uma espera de raio 927128km com centro na Terra.

De maneira alternativa, porém ndo usual, poderiamos ter considerado Mp igua a
soma das massas da Terra e da Lua (6,047683x10%) e, entdo, definirmos uma esfera de
influéncia para 0 Sistema Terra-Lua. Neste caso, encontrariamos Re = 931672,6km, e 0
centro da esfera de influéncia seria o centro de massa comum do sistema binério Terra-
Lua, Situado a 4670km do centro da Terra sobre a reta que as une. Como podemos
observar, na prética, definir aregido que investigamos a partir da esfera de influéncia da
Terra ou do conjunto Terra-Lua acarreta em uma diferenca pouco relevante, pelo menos
para 0S N0SsoS pPropositos.

Por outro lado, € importante termos em mente que, assim como foi possivel definir a
esfera de influéncia da Terra, cujo raio € de 927128km, também € possivel definir uma
esfera de influéncia da Lua a partir da Equacdo (A.1). Para isso, consideramos Mp =
Miua = 7,3483x10°?kg € Ms = Mrera = 5,9742x10°*kg e rp » 384400km o raio médio da

Orbita da Lua, e encontramos para o raio de sua esfera de influéncia:
ReLua = 66183km (A.3)

Como podemos verificar pelo valor do raio médio da érbita da Lua e de Re s, a esfera
de influéncia da L ua esta totalmente dentro da esfera de influéncia da Terra.

Tal com dito anteriormente, dentro da esfera de influéncia da Lua seu campo
gravitacional deveria ser preponderante sobre uma particula ou veiculo espacial e as
interacbes com os demais corpos Celestes, principalmente o Sol e a Terra, serem
consideradas como perturbacfes. Entretanto, devido a razéo entre as massas da Terra e

dalLua, » 81,3; e as distancias deste dois corpos ao Sol, as perturbacdes devidas aos
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campos gravitacionais do Sol e da Terra ndo podem e ndo devem ser negligenciadas
guando se trata do movimento de um veiculo espacial nas proximidades da Lua (vegja
Capitulos 5 e 9), assim como podem, muitas vezes, serem negligenciados 0s campos
gravitacionais do Sol e da Lua quando se estuda o movimento de um veiculo espacia
em Orbita da Terra. No Apéndice C, apresentaremos os métodos de transferéncia Terra-
Lua de Hohmann e Patched-conics, e, este fato, serd essencial para entendermos porque
s80 necessarios DV corretores para concluir estas manobras.

Segundo Roy (1988), podemos classificar as trajetérias de veiculos espaciais no

Sistema Terra-Lua, a grosso modo, por:

Orbitas terrestres;

Orbitas lunares (perturbadas);

Transferéncias entre Orbitas terrestres e lunares e vice-versa;

Aterrissagens e Alunissagens;

Trajetorias de sondas planetérias que buscam ganhar energia realizando Swing-by

com aTerrae/ou aLua

Um bom exemplo da combinagdo dos quatro primeiros tipos de trgjetérias foram as
missdes do projeto Apollo, desenvolvidas pela NASA, e as missdes do projeto Luna da
antiga Unido Soviética. Por outro lado, as principais for¢as que atuam sobre veiculos

espaciais no Sistema Terra-Lua sdo:

Aos propulsores do proprio veiculo;
Campo gravitacional terrestre;
Arrasto atmosférico;

Campo gravitacional da Lug;
Campo gravitaciona do Sol;

Pressdo de radiacéo solar.

A ordem acima parece indicar uma escala decrescente de influéncia sobre o veiculo

espacia, mas, na verdade, é dificil expressar a importancia relativa de cada uma delas,
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mesmo porque, isto dependeria da missdo do veiculo. No entanto, dado o interesse de
nosso trabalho, nds consideraremos apenas as interacdes do veiculo com 0s campos
gravitacionais da Terra, da Lua e do Sol, e em alguns casos, com a pressao de radiacéo

solar e com as forcas devidas aos seus propul sores.

A.2 Descricdo das Principais Caracteristicas do Sistema Terra-Lua

O Sistema TerraLua possui muitas outras caracteristicas intrinsecas relativas ao
movimento da Terra e da Lua. Algumas destas propriedades foram consideradas em
nosso trabalho, outras puderam ser negligenciadas pelo fato de estarmos estudando
trgjetdrias por um tempo curto. Discutiremos algumas destas propriedades nesta Secéo.
Uma andlise mais detalhada dos movimentos da Terra e da Lua mostra que elas se
movem no sentido anti-horério em torno do centro de massa comum. A distancia média
entre a Terra e a Lua é da ordem de 384400km e a massa da Lua é aproximadamente
1/83,3 da massa da Terra, 0 que deixa o centro de massa a cerca de 4670km do centro
da Terra, caracterizando um sistema binario (quase um sistema de “duplo-planetas’). O
centro de massa do Sistema Terra-Lua, por sua vez, move-se em torno do Sol com

periodo de um ano (365,24219 dias). A FiguraA.l ilustra o Sistema binério Terra-Lua.

Terra

mﬂ:antro de massa i)

O

¥

384400km

FIGURA A.1 - Sistemabinério Terra-Lua (Figurafora de escala).
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O periodo de rotacéo da Terra e da Lua em torno do centro de massa comum €, na
atualidade, de aproximadamente 27,32 dias. Como resultado, a longitude de um corpo
celeste como 0 Sol ou um planeta préximo exibe flutuagdes também de periodo 27,32
dias pelo fato de nos os observarmos da Terra e ndo do centro de massa do Sistema
Terra-Lua. Estas flutuagBes correspondem a maneira mais precisa de se calcular a massa
destes corpos. Contudo, o periodo da orbita da Lua ndo € constante, ele aumenta a
medida que a Lua se afasta da Terra. De acordo com a teoria de G. H. Darwin, a Lua
esteve muito proxima da Terra em eras passadas, e este afastamento pode ser explicado
pelo fato do bulbo (preponderancia) da maré oceanica gerada pela Lua ser arrastada
para leste (sentido anti-horario) devido a rotagdo da Terra. Isto muda o centro de
gravidade do Sistema de posicdo, imprimindo assim uma aceleracdo a Lua na diregdo de
seu movimento orbital causando um aumento na sua velocidade. Consegiientemente, a
trgjetoria da Lua é, na verdade, uma espiral para fora muito suave. A Figura A.2 ilustra

a aceleracdo perturbadora sobre a Lua devido a maré oceénica.

Centro de massa
deslocado
Lua

Dceano

FIGURA A.2 — Aceleracao perturbadora sobre a L ua causada pel o deslocamento da ma-

ré oceanica. Figurafora de escala.

Um fato interessante relacionado a0 movimento da Lua é que a forca de atragdo do
Sol sobre ela é cerca de duas vezes maior que a da Terra, 10ogo, o centro de forcgas sobre
a Lua aponta para as proximidades do centro de massa do Sol, e, desta forma, ha mais

uma importante perturbacdo sobre seu movimento ao redor da Terra.
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Agora, considerando um sistema de coordenadas Cartesianas geocéntricas (X1, X2, X3)
como mostra a Figura A.3, o movimento da Lua pode ser descrito pelos seus € ementos

orbitais (dados obtidos junto ao site http://sse.jpl.nasa.gov/planets/moon):

1) Semi-eixo maior, a,ya = 383268,368km;

2.) Excentricidade, e 43 = 0,0549;

3.) Inclinacdo em relacdo a ecliptica (plano da érbitada Terra), i ya = 5,1454°%,

4.) Longitude do nodo ascendente, W_ua, € variave;

5.) Argumento do periapsis, Ty ua, Variavel;

6.) Ascensdo reta da época, a |y, Varidvel, € o angulo entre o eixo-x; e a projegdo do
raio vetor da Lua, em um tempo qualquer, sobre o plano xix» do sistema de

coordenadas geocéntricas.

Y }(3

dire¢&o do

x”f
fﬂf__aﬁhﬁ“ﬂx\FencenUo

Eguadaor
terrestra

FIUGRA A.3 — Elementos orbitais da Lua no sistema de coordenadas Cartesianas

geocéntricas (Figura fora de escald).

Osvaloresde Wi ya, Tl € aLw N80 permanecem constantes ao longo do tempo

principalmente devido aos efeitos do campo gravitacional do Sol. A linha dos nodos, a
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intersecdo entre os planos das Orbitas da Lua e da Terra, move-se no sentido anti-

horario, fazendo uma revolucdo completa a cada 18,6 anos. Por sua vez, o angulo entre
0 equador terrestre e a ecliptica é praticamente constante e igual a 23,5° exceto por uma
variacdo muito pequena devido ao movimento de precesséo do eixo de rotacéo da Terra,
de periodo 26000 anos. Assim, devido a0 movimento de rotagdo da linha dos nodos da
oOrbita da Lua sobre a ecliptica, a inclinagdo do plano de sua oOrbita varia em relacéo ao
equador terrestre entre 18,36° e 28,64° com periodo de 18,6 anos, aproximadamente. Por
outro lado, a direcdo dos apsis da Lua, isto €, 0 segmento de reta que une 0 apogeu e 0
perigeu de sua 6rbita também possui um movimento de rotagdo no sentido horario com
periodo de 8,9 anos aproximadamente. Outro exemplo de efeito devido ao campo
gravitacional do sol estéd no periodo necessério para que a Lua dé uma volta completa ao
redor da Terra, este é de 27,32 dias em relacdo as estrelas fixas, mas devido a
perturbacdo do Sol, ele pode variar em até £ 7h. Isto atera 0 movimento médio da Lua.
Também devido a0 Sol, a excentricidade da Lua, cujo valor médio é de 0,0549; sofre
peguenas variacOes de periodo igual a 31,8 dias. Este efeito € chamado evecgdo, e foi
descoberto por Hiparco ha mais de 2000 anos atréas.

Um outro aspecto interessante do movimento da Lua € a chamada libracéo lunar. O
periodo de revolugdo da Lua em torno da Terra é igual ao periodo de rotagdo em torno
do proprio eixo, por isso, ela mantém sempre a mesma face voltada para Terra. Se o
eixo Sul-Norte da Lua fosse perpendicular ao plano de sua 6rbita, veriamos a metade de
sua superficie exatamente, contudo, nés vemos, a todo tempo, cerca de 59% de sua face

voltada para a Terra por causa da librac&o lunar, devido, principa mente, a duas coisas:

1.) Libragdo geométrica na latitude; ocorre porque o equador lunar esta inclinado de
6,5° em relacdo ao plano de sua drbita. Na primeira metade do més, o pélo Norte
da Lua estainclinado em direcéo a Terra, e na outra metade do més é o pdlo Sul
gue se inclina em nossa direcdo. 1sto nos permite ver um pouco mais aém de

cada polo a cada periodo lunar.

2.) Vibracdo geométrica na latitude da oOrbita; € devida a excentricidade da orbita da

Lua. A rotacdo em torno do seu proprio eixo é uniforme, mas sua velocidade
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angular ao centro da orbita ndo, j& que ela se move mais rapido proximo do
perigeu e mais lentamente no apogeu. Isto nos permite ver em torno de 7,75° em

volta de cada um dos lados da L ua

Serviram como referéncias para o desenvolvimento desta Secéo: Jeffrey (2000), Bate
et al (1971) e Roy (1988).
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APENDICE B

SISTEMAS DE COORDENADAS

B.1 Introducéo

Nosso trabalho requer a investigacdo de trgjetdrias e de seus elementos orbitais em
relacéo a Terra, a Lua e ao Sol. Também se fez necessario estudar trgjetérias e algumas
de suas propriedades no sistema de coordenadas baricéntricas girante, ou sistema
sinédico, Terra-Lua, definido no terceiro Capitulo. Por outro lado, as Equacbes de
movimento dos corpos celestes e sondas envolvidas em nossa pesquisa foram escritas
no sistema de coordenadas heliocéntricas. Por isso, nas trés primeiras segdes deste
Apéndice, definiremos os sistemas de coordenas com origens fixas no Sol
(heliocéntrico), na Terra (geocéntrico) e Lua (lunicéntrico ou selenocéntrico). Na Secéo
A.4, descreveremos as relacbes mateméticas de transformacdo entre as coordenadas

destes trés sistemas e o sinddico.

B.2 Sistema de Coor denadas Cartesianas Heliocéntricas (X1p, Yip, Zip)

Este sistema tem origem fixa no centro de massa do Sol. Os eixos xip € yip definem o
plano fundamental do sistema que também coincide com o plano da orbita da Terra,
chamado de plano da ecliptica ou, simplesmente, ecliptica. A Figura B.1 ilustra o
sistema de coordenadas heliocéntricas. A intersecéo entre os planos da Orbita da Terra
(ecliptica) e do equador terrestre define, no primeiro dia de primavera no hemisfério
Sul, a direcdo positiva do eixo-xip (como veremos na préoxima Secdo, o plano do
equador terrestre esta inclinado de 23,5° em relacdo a ecliptica). Esta é conhecida como
direcéo do equindcio vernal e aponta para constelacdo de Aires, simbolizada pela letra
grega, j, sendo comum encontrar em muitas literaturas, xip © j. No primeiro dia de
primavera no hemisfério Sul (outono no hemisfério Norte), em todos os pontos sobre a

Terra, 0 dia e a noite tém a mesma duracdo. Entretanto, o eixo de rotagdo da Terra oscila
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levemente, mudando de direcéo ao longo dos anos devido a0 movimento de precessdo
da Terra (eixo Sul-Norte) de periodo 26000 anos aproximadamente. Devido a ele, o
sistema de coordenadas heliocéntricas ndo pode ser considerado como perfeitamente
inercial para um observador da Terra, sendo, em alguns casos, necessario especificar a
posicdo de um corpo baseado na direcdo do equindcio verna da época. Apesar disto,
vamos admiti-lo como inercial nos intervalos de tempo considerados neste trabalho,

pois estes sG0 muito menores que o periodo do movimento de precesséo.

7
1P Primeiro dia

de outono

Frimeiro dia
de iInverno

CF

Frimeiro dia
Frimeiro dia de verdo
Xip= T de primavera

Direcao do Equindcio y 5
Vernal Estagdes para o Hemisferio Sul

FIGURA B.1 — Sistema de coordenadas Cartesianas heliocéntricas e as estagdes do ano

para o hemisfério Sul (Figura fora de escala).

A posicao de um corpo neste sistema fica bem definida quando se conhece suas
coordenadas Xx1p, Yip € zp, Mas também pode ser facilmente definida a partir de uma
disténcia medida sobre a direcéo radial Sol-corpo e dois angulos (Figura B.1). Por ora,
chamaremos estes angulos de ascensdo reta, Wip, medido a partir do eixo-x; no sentido
anti-horério, variando entre 0 e 360° e inclinagdo, i;p, medida a partir do plano
fundamental x1px2p, também no sentido anti-horério variando entre 0 e 180°. A distancia
radial chamaremos de Rip. Na verdade, ao considerarmos estas coordenadas estamos

associando um sistema de coordenadas esféricas ao sistema heliocéntrico (exceto pela
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variacdo de i1p, que em um sistema de coordenadas esféricas convencional varia entre
-90° e +90°). As relagbes mateméticas entre as coordenadas Kip, Vip, zp) € (Rip, i1p,

Wlp) S30:

Xp = Rp CO(i;p) COS(Wp ) (B.1)
Yip = Rp cos(isp )sen(Wip) (B.2)
Zp = Rpsen(is) (B.3)

Rib =X +¥ip +Zpp (B4

ComO= Rp=4,0= ilp: 180°e 0= Wip= 360°.

B.3 Sistema de Coor denadas Cartesianas Geocéntricas Equatoriais (Xzp, Yop, 22p)

Este sistema de coordenadas tem sua origem no centro de massa da Terra. O exo-Xop
aponta para direcéo do equindcio vernal j, e, juntamente com o eixo-y,p, definem o
plano do equador terrestre. Este plano, por sua vez, possui uma inclinagdo, e = 23,5°,
praticamente constante em relagdo a ecliptica, fato que determina a existéncia das
guatro estagbes do ano (veja Figura B.1). O eixo-zp € perpendicular ao plano X; xo e
aponta para o polo Norte celestial coincidindo com o eixo de rotacdo da Terra
Entretanto, o sistema geocéntrico equatorial ndo gira junto com a Terra, ou sgja, ele é
estatico em relacdo as estrelas fixas. (exceto pela precessdo dos equinécios). A Figura
B.2 mostra este sistema de coordenadas.

A posicdo de um corpo no sistema de coordenadas Cartesianas geocéntricas
equatorial fica bem definida conhecendo-se os valores de suas coordenadas §op, Yop,
Zp), OU, tal como no sistema heliocéntrico, associando um sistema de coordenadas

esféricas (Rop, i2p, Wop). As relacdes mateméticas entre estas coordenadas s8o:
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Xap = Ryp COS(ip) COS(W,p) (B.5)

Yop = Rop COS(ip)SEN(W,5) (B.6)
Zyp = Rypsen(iy ) (B.7)
Rlp = X0p + Yp + Z3p (B.9)

Com0=Rp=4,0= izp: 180°e 0= Wop= 360°.
Z4, FPolo Morte Celestial
4

P(}{QP-YQP-ZEP]'

Equadaor
terrestre

»Yap

e S g o e e e e

KoazT
2F Equindcio Vernal

FIGURA B.2 — Sistema de coordenadas Cartesianas Geocéntricas equatoriais.

B.4 Sistema de Coordenadas Cartesianas L unicéntricas ou Selenocéntricas (Xsp,

Yap, Z3p)

A origem deste sistema é fixa no centro de massa da Lua e 0 eixo-xsp também coincide
com adirecdo vernal . Os eixos xsp € ysp definem o plano fundamental do sistema e
também do equador lunar. O eixo-zsp € perpendicular a este plano coincidindo com o
eixo de rotacdo da Lua. A Figura B.3 ilustra este sistema. O plano de equador da Lua

possui uma inclinacdo de 6,5° em relagdo ao plano de sua 6rbita, e este por sua vez tem
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uma inclinagdo constante de i ya = 5,1454° em relacéo a ecliptica. 1sto deve ser levado
em conta quando se desgja simular trajetorias reais.

Analogamente aos demais sistemas, a posi¢cao de um corpo no sistema lunicéntrico
fica bem definida conhecendo-se os valores de suas coordenadas (Xsp, Ysp, zp) OU (Rsp,

isp, Wap). As relacBes mateméticas entre elas sao:

Xgp = Ryp COS(i3p) COS(Wip) (B.9)
Ysp = Ryp COS(ip) seN(W;p) (B.10)
Zyp = Rypsen(iy) (B.11)

Rip = Xap + Yo + Zp (B.12)

ComO0=Rsp=4,0=i3p=180°e 0=Wsp= 360°

=1 Equindcio Vernal

FIGURA B.3 — Sistema de coordenadas Cartesianas lunicéntricas equatorial ou Seleno-

céntricas.
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B.5 Equacdes de Transfor magao entr e os Sistemas de Coor denadas

Em nossas investigagcBes numéricas, trabalhamos com dois sistemas dindmicos. 0s
problemas restritos de trés corpos Terra-Lua-sonda, PR3C, e problema de quatro corpos
completo, PAC. Em aguns casos, foram consideradas as inclinagbes dos planos
equatoriais da Terra e da Lua. Para estabelecer as relagbes mateméticas do nosso
Interesse, precisamos levar em conta que as Equacdes de movimento para qualguer um
dos dois sistemas dindmicos considerados forma escritas no sistema de coordenadas
heliocéntricas. Desta forma, as coordenadas da Terra, da Lua e da sonda séo fornecidas
pelos algoritmos, para um tempo qualquer, no sistema heliocéntrico. Assim, sgjam as
coordenadas da Terra (X12, Y12, z12), as da Lua (X13, Yi3, z13) € dasonda (X14, Y14, 214) Neste

sistema, temos;

1.) As coordenadas da Lua no sistema geocéntrico (X23, Y3, Z23):

a) Caso plano: considera o PR3C e problema de quatro corpos sem levar em conta
ainclinacdo do equador terrestre, e = 23,5° e do plano da érbitada Lua, iiya =
5,1454°, ambas em relacdo a ecliptica,

Xog = Xi3 - X5 (B.13)
Y3 = Y1z~ Y12 (B.14)
Z,=2,- 7, (B.15)
R, =2, +Y, +2,, (B.16)

b) Caso tridimensional: ainclinagdo da Lua, i ya = 5,1454° e e = 23,5° ambas em
relacdo a ecliptica, sdo consideradas. No entanto, as linhas dos periapsis e a

nodal da érbita da Lua tém movimentos de rotacdo com periodos de 5,6 e 18.6
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anos, respectivamente (vegja Apéndice A). Estes dois movimentos causam

variacles nas inclinacdo da orbita da Lua em relacdo ao equador terrestre, o3, tal

que: 18,36° = i3 = 28,64° Este fato, ndo chega a influenciar nossas investi-

gacdes, pois consideramos tempos bem menores que os periodos destes

movimentos. As Equagdes de transformagdo para o sistema geocéntrico séo,

Xoz =Xz~ X

Yoz = (y13 - y12) COS(i23) - (213 - 212)S€n(i23)

Zys = (Y3 - Y12)90N(ixs) + (25 - Z,) CO(i55)

2.) Coordenadas da sonda no sistema geocéntrico (X24, Yo4, 24):

a) Caso plano, considera as Orbitas da Terra e da Lua co-planares,

Xog = Xig = Xpp

You = Y1ia = Y12

Zyy =4y - Ly

2 52 2 2
R24 - Z24 + y24 + Z24

Obs.: Aqui, 24 N80 tem necessariamente que ser zero.

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

b) Caso tridimensional, considera a inclinacéo do equador terrestre em relacdo a

ecliptica, e = 23,5°,
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Xoa = Xia = Xqp (B.24)

Yos =(Yia - Vi) COS(E)- (2, - Z,)sen(e) (B.29)

Z,, = (Y14 - Yi2)EN(€) *+ (2, - Z,)cC05€) (B.26)

3.) As coordenadas da sonda no sistema lunecéntrico ou selenocéntrico Xsa, Ysa,

Z34):

a) Caso plano:

Xaq = Xpg = Xi3 (B.27)
Yas = Y14~ Yas (B.28)
2, =2,- Z, (B.29)
Ry =25, +Viu+Z, (B.30)

b) Caso tridimensional, ainclinacdo da Lua em relacdo a ecliptica e ainclinacéo de

6,5° do equador lunar em relacdo ao plano da sua érbita séo levadas em conta,

X3q = X34 = Xig (B.31)
Yas = (Yog = Yig) COS(i , +6,5°) - (24, - Z5)8en(iy,, +6.5°) (B.32)
Zy, = (y14 - y13)sen(i tia T 6’50) + (214 - 213) COS(i tia T 6’50) (B-33)
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Se desconsiderarmos a inclinagdo do equador lunar, basta retirar dos argumentos das

fungdes seno e co-seno o termo 6,5° das Equacdes acima.

4.) Coordenadas da sonda no sistema baricéntrico girante ou Sin0dico (Xp, Yo, Zm):

a) Caso plano,

A partir das coordenadas da sonda em relagdo a Terra,

Xoq = (Xpq +M,) COS(NL) + y,,sen(Nt)

Yoa = (Xpq + M )sEN(Nt) - y,,co8(nt)

2,,=2,=0

Rb4 = X§4 +y|§4

A partir das coordenadas da sonda em relagdo a Lua:

Xb4 = X34 COS(nt) + y34£1( nt) + mTerra

Yos = X34sen(nt) - y34cos( nt)

Zyy =234 =0

b) Caso tridimensional,

A partir das coordenadas da sonda em relagdo a Terra,
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(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)



Xoa = [(Xgq + M) COS(NE) + y,,8en(nt)] cos(a ) + z,,5en(a)

Yoa =[(%q + M )sen(nt) - y,,cos(nt)]cos(b) - z,,sen(b)

z,, = - X%, N(i, - 65°) +z,8n(i,, - 65°)

— 2 2 2
Rb4 _Xb4 +yb4+zb4

A partir das coordenadas da sonda em relacdo a Lua,

Xos = [X3, COS(Nt) + y,sen(Nt)] cos(a) + z,z,sen(a) + My,

Yoa = [- Xs8en(Nt) + y,,cos(nt)]cos(b) +z,,sen(b)

Zpy =+ X34w(i|_ua - 6150) + 234$1(iLua - 6750)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)

(B.47)

Com a = i gacos(nt), b = i sen(nt), n € o movimento médio da orbita da Lua,

definidopor n=TLua/ 2 et é otempo e TLya € 0 periodo da Lua. Estes angulos

representam as variactes das inclinagdes dos eixos X, € yp do sistema sinddico em

relacéo a ecliptica.

As velocidades da sonda nos sistemas geocéntrico, lunicéntrico e sinédico, podem

ser facilmente obtidas derivando as expressdes anteriores.

224



APENDICE C

TRANSFERENCIAS TERRA-LUA CONVENCIONAIS

C.1Introducéao

A meta deste Apéndice é mostrar dois métodos para transferéncias Terra-Lua e dois
métodos envolvendo mudancas de inclinagdo convencionais, todos baseados na dinami-
ca do problema de dois corpos. Estes métodos servirdo como base de comparacdo ao
longo de todo este trabalho, o que justifica a discusséo que ora comegamos. No que diz
respeito as transferéncias Terra-Lua, o primeiro método chamamaos de transferéncia via
elipse de energia minima. Este método deriva de uma manobra de transferéncia entre
duas Orbitas circulares concéntricas e co-planares conhecida como transferéncia de
Hohmann. O segundo método, chamado de Patched-conics (“remendo de cénicas’),
consiste em lancar um veiculo em uma conica geocéntrica de transferéncia que
tangencia a esfera de influéncia da Lua. A partir dai, o veiculo passa a se movimentar
em uma conica selenocéntrica sob acdo “exclusiva’ do campo gravitacional da Lua, até
ser inserido em Orbita lunar. Com respeito aos métodos de transferéncias entre Orbitas
de diferentes inclinagbes, um deles envolve mudanca direta, enquanto o outro, mais

econdmico, também deriva da transferéncia de Hohmann.

Este Apéndice esta organizado da seguinte maneira: na Secéo C.2, descrevemos a
manobra de transferéncia de Hohmann geral, pois ela é fundamental para entendermos
dois dos quatro métodos abordados ao longo deste Apéndice. Na Secdo C.3,
discutiremos a transferéncia Terra-Lua via elipse de energia minima. Na Secéo C.4,
mostraremos 0 método Patched-conics e alguns resultados numéricos para encontrar
trgetérias Otimas entre a Terra e a Lua. JA na Secdo C.5, estaremos mostrando a

manobra que envolve transferéncias entre orbitas de diferentes atitudes e inclinagdes.
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C.2 Transferéncia de Hohmann

Consiste em uma manobra para efetuar uma transferéncia de um veiculo espacial entre
duas orbitas circulares, concéntricas e co-planares através de uma elipse de transferéncia
gue tangencia estas duas Orbitas. A elipse tangencia a Orbita de menor raio (Orbita
inicial) externamente, e a orbita de maior raio (Orbita final) internamente. Com esta
manobra, totalmente baseada na dindmica do problema de dois corpos, é possivel
transferir, por exemplo, um satélite posto em uma orbita de estacionamento de baixa
altitude por um veiculo langador para uma orbita de grande altitude na qual em devera
executar sua missao.

Esta manobra foi concebida pelo engenheiro aeméo Walter Hohmann (1880-1945),
em 1925, naobra Die Erreichbarkeit der Himmelskorper, em que tratou do problema de
voos interplanetérios lancando os conceitos basicos da Astrondutica do século XX
(Mourdo, 1995). Por isso, ela é conhecida como transferéncia de Hohmann.

Para cacular 0 DVtoa requerido para uma transferéncia de Hohmann geral,
consideremos duas Orbitas circulares de raios R, € R, com R, > R, e uma €lipse de
transferéncia tangenciando a orbita de raio R; externamente, e a Orbita de raio R

internamente, como mostra a Figura C.1.

Orbita final

Orbita eliptica
de transferéncia

FIGURA C.1 — Geometria basica da transferéncia de Hohmann.
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A velocidade do veiculo na orbita circular de raio Ry € dada por:

Terra (Cl)

Onde G = 6,67x10n/s? é a constante de gravitagdo universal, Mrara € @ massa da

Terra. A velocidade do veiculo quando estiver na Orbita circular deraio R, &

V02 - Terra (C2)

R*R (C.3)

GM
X = - Terra = Terra (C4)

2a, R +R,

De acordo com a Figura C.1, aelipse de transferéncia tem seu pericentro no ponto 1,
e apocentro no ponto 2. As velocidades de um veiculo nestes pontos, quando na elipse
de transferéncia podem ser obtidas a partir da Equagdo vis-viva. Assm, para o

pericentro, temos:

HE5M o)
V,, = [26="Tera Ly = (C.5)
EngRl p

€ para 0 apocentro:

&M )
V., = 2§—J@a+xi (C.6)
EZ\/ R2 5
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Se 0 objetivo for transferir o veiculo da érbitainicial deraio R, para a Orbita final de
raio Ry, entdo, a manobra tem inicio quando um DV; é aplicado sobre um veiculo que
estgja na Orbita interna, exatamente quando ele atinge o ponto 1 da Figura C.1, que
corres-ponde ao pericentro da elipse (como a érbitainicial é circular, o ponto 1 pode ser

qualquer um sobre a trgjetdria), a fim de aumentar a sua velocidade colocando-o na

elipse de transferéncia Para isto, a magnitude do DV; associado primeiro impulso

aplicado ao veiculo no mesmo sentido de seu movimento &

DV, =Vg —Va (C.7)

Para completar a manobra, no ponto 2, Figura C.1, que corresponde ao apocentro da

elipse de transferéncia, aplica-se ao veiculo um DV, a fim de aumentar sua velocidade e
colocé-lo na orhita circular final deraio R.. Note que o ponto 1 escolhido para o perigeu
pode ser qualquer um sobre a érbita inicial, mas uma vez escolhido, o ponto 2 fica
determinado automaticamente. A magnitude do DV, associado ao segundo impulso

aplicado ao veiculo, também no mesmo sentido de seu movimento, €

DV2 = ch —VE2 (C8)

DV; e DV, sdo suficientes para realizar completamente a manobra. Assim, 0 DVotal

reguerido para atransferénciavale:

DVtotas = DV1 + DV, (C9

Se 0 objetivo, no entanto, for transferir o veiculo da érbitaderaio R, para a 6rbita de
raio Ry as magnitudes dos DV’ s requeridos s80 as mesmas, isto €, a manobra de ida tem

0 mesmo custa da manobra de volta, contudo, na volta, DV; e DV, devem ser aplicados
no sentido oposto ao do movimento do veiculo.

O tempo de véo da transferéncia entre os pontos 1 € 2, ou 2 e 1 € simplesmente a
metade do periodo orbital da elipse de transferéncia.
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(C.10)

Enquanto a transferéncia de Hohmann apresenta o menor DVrota, €la possui 0 maior
tempo de vdo que qualquer outra manobra de transferéncia possivel entre duas Orbitas
circulares, co-planares e concéntricas.

A seguir, vamos mostrar através de dois gréficos e uma Tabela os DV's e o tempo de
v60 para uma transferéncia de Hohmann cuja orbitainicial tem altitude H; = 240km (Ry
= 6610km) e com a dtitude da ¢rbita final, H,, variando entre 300 e 60000km (6670 =
Ry = 72370km). E interessante notar que o DVota para uma transferéncia via Hohmann
até uma Orbita geossincrona, H, = 35866,8km (R, = 42236km) € da mesma ordem do
DVtota requerido para uma transferéncia TerraLua, como pode ser observado
comparando a Tabela C.1 com as Tabelas C.2 e C.3 das Segdes C.3 e C.4 respectiva

mente.

TABELA C.1 - DV's e o tempo de vbo para algumas transferéncias via Hohmann

partindo de uma orbita circular inicial de H; = 240km.

Hz (km) | DVy (km/s) | DV» (km/s) | DVrota (knvs) | Ty ()
700 0,129 0,127 0,257 0,728
1000 0,208 0,203 0,411 0,808
5000 0,967 0,844 1,811 1,178

18000 1,974 1,302 3,377 2,665
35866 2,446 1,474 3,920 5,277
60000 2,707 1,407 4,414 9,636

C.3Transferéncia Via Elipse de Energia Minima

Esta manobra € derivada da transferéncia de Hohmann descrita na Secdo anterior. Ela se
divide em duas partes, na primeira, 0 campo gravitacional da Lua é simplesmente
negligenciado, e, na segunda, 0 campo gravitacional da Terra é negligenciado. Desta

forma, é possivel estabelecer uma €elipse de energia minima gque tangencia uma orbita de
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Hohmann cuja 6rbitainicia tem altitude Hy = 240km.
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estacionamento terrestre deraio Rc; e outra lunar de raio Re. A Figura C.3 mostra esta

elipse, e como pode ser observado nesta Figura, seu semi-eixo maior vale:

a, = R01 + ([2) B Rcz) (C.ll)

Logo, a energia por unidade de massa da trgjetoria, €

x = - — Muara (C.12)

R61+(D' |%2)

Onde D = 384400km, é adistanciamédiaentrea Terrae a Lua.
A manobratem inicio quando um DV; € aplicado ao veiculo no ponto 1 (Figura C.3)

para inseri-lo na elipse de transferéncia de energia minima, DV, é caculado da mesma
forma que na transferéncia de Hohmann convencional, isto €, primeiro calcula-se a

velocidade da oOrbita de estacionamento circular terrestre, Vi, por:

Vg, = [ tera (C.13)

Em seguida, as velocidades no pericentro, Ves, por:

aHE5M 0]
V, = |26 Tera Ly = (C.14)
= Jg R: o

assim, podemos calcular DV1, por:
DV]_ = V|:_1_ - Vc]_ (C.15)

A transferéncia é concluida com a aplicagdo de um DV» no ponto 2 (Figura C.3) que

corresponde ao apocentro da elipse de transferéncia. Para calcular o DV» devemos levar
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em conta que nosso objetivo é colocar o veiculo em érbita da Lua, e ndo em orbita da
Terracom Raio D — Re,. Esta é a principal diferenca entre a transferéncia via elipse de
energia minima e a manobra de Hohmann. O primeiro passo deste calculo consiste em
encontrar a velocidade do veiculo no apocentro da elipse de transferéncia, Ve, (Figura

C.3), através da expressao:

e u
Ve, = \/Zé CM g gt x (C.16)
R +(D- Ry,)

Orbita da Lua

A
Orbita de estacionamento Crbita de Lua
terrestre estacionamento
‘T/_\ lunar \
erra
. 20 Lua

Orhita de
estacionamento

lunar
/\/
R
—2
Lua /
Vc2
(c)

Elipse de transferéncia Lua no instante da
injecao do weiculo v
(a) na elipse de transferéncia L2
AV,

FIGURA C.3 — (a) Geometria basica da transferéncia Terra-Lua via elipse de energia
minima e as respectivas posices da Lua quando DV; e DV, sdo
aplicados. (b) velocidade do veiculo no apocentro, Ve, e daLua, Vi,

ambas em relacdo a Terra e (c) velocidade do veiculo no apocentro,

V12, € DV,, ambos em relacéo a Lua.
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Notemos que Ve, € medida em relagdo a Terra. Se quisermos seu valor em relagéo a
Lua devemos subtrair de Vg2 a velocidade da Lua em relacéo a Terra, M.y, OU Sgja, a

velocidade do veiculo em relacdo a Lua, V2 (Figura C.3), em mddulo, vale:

Vi, = |VE2 - VLua| (C.17)

Onde V| o= 1,023km/s é a velocidade da Lua em torno da Terra (supondo que ela estegja
em oOrbita circular). Aqui, encerra-se a primeira parte da manobra na qual o campo
gravitacional da Lua foi negligenciado. Para concluirmos o célculo, precisamos encon-

tra avelocidade da Orbita circular lunar de raio R, dada por:

Ve, =, |t (C.18)

Onde M| = 7,3483x10?%kg é a massa da Lua. Assim, temos;

DV, =M., - Vo)l (C.19)

Contudo, DV,, em relacdo a Terra, deve ser aplicado no sentido oposto a0 movi-

mento do veiculo para fredlo e, entdo, inseri-lo em orbita ao redor da Lua, em outras

palavras, DV, devera ser aplicado no mesmo sentido de sua velocidade em relacéo a

Lua, Vi2, quando atingir o apocentro da elipse de transferéncia (Figura C.3). A

magnitude do DVrota €, Mais uma vez:

DV1tota = DV + DV> (C.ZO)

O tempo de voo, Ty, entre os pontos 1 e 2 (Figura C.3) corresponde a meio periodo

orbital da elipse de transferéncia, isto €

_min__ (C.21)
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Embora tenhamos descrito a transferéncia entre os pontos 1 e 2, ou sgja, da Terra
para a Lua, a transferéncia Lua-Terra é calculada da mesma forma, e os DV’s tém os
mesmos valores. Porém, tal como na manobra de Hohmann, os sentidos de DV; e DV»
para a transferéncia Lua-Terra devem ser opostos aos aplicados na transferéncia Terra
Lua

Nesta manobra, é importante encontrar o deslocamento angular da Lua, f  4,, durante
atransferéncia entre os pontos 1 e 2. O valor de f |44 permite determinar qual a posicéo

inicial da Lua no instante em que DV for aplicado. Este deslocamento é dado por:

f . =—y e (C.22)

A Figura C.4.a mostra o diagrama DVrota Versus a atitude da Orbita de estacionamento
terrestre circular, Hi, para 240 = H; = 60000km para altitude da érbita de estaciona
mento terrestre, H, fixo e igual a 100km. A Figura C.4.b mostra o tempo de voo, T,
versus Hi para 0 mesmo intervalo.

Como podemos ver, todos os célcul os efetuados para obter 0 DVrorar requerido para a
transferéncia via elipse de energia minima entre a Terra e a Lua levaram em conta a
dinmica de dois corpos Terraveiculo e Luaveiculo. Mas em uma missdo red,
necessariamente, devem ser considerados os campos gravitacionais da Terra, da Lua e
do Sol, além de perturbaces como o achatamento terrestre e a presséo de radiagdo solar
sobre 0 veiculo durante toda a manobra. Por isso, uma missdo de transferéncia Terra-
Lua sb pode ser calculada através de integracdo numeérica das Equacdes de movimento
gue levem em conta todos estes fatores. Em adi¢do, dado a complexidade do movimento
da Lua (vgja Apéndice A), uma misséo real deve ser calculada dia a dia, hora a hora
Baseados nestes fatos, podemos concluir sem muitos esforcos que os valores de DV, e
DVotal SB0 apenas estimativas. Veamos entdo, qudo boas sdo estas estimativas.

Para fazer esta averiguacdo, consideremos a transferéncia entre uma Orbita de

estacionamento terrestre circular de altitude H; = Hr = 240km, e uma 6rbita de estécio-
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namento lunar, também circular de atitude H, = H. = 42,5km (estes valores de Hy e H.
s80 0s mesmos da terceira érbita das Tabelas 4.3 e 5.1 dos capitulos 4 e 5 respectiva

mente). O procedimento descrito nesta Secdo leva-nos aos seguintes valores:

1) Ve = 7,764km/s;

2.) amin = 195483,75km;

3.) x =-1019212,95Jkg;

4.) Vg1 =10,887kms;

5.) DV1 = 3,123km/s,

6.) Velocidade no apocentro em relacdo a Terra: Vep = 0,185km/s;
7.) Veocidade no apocentro em relagdo a Lua: V2 = 0,835km/s;
8.) Velocidade da orbita circular lunar: Ve, = 1,660km/s;

9.) DV, =0,826km/s;

10.) DVrota = 3,123km/s,

11) Tempo devoéo: T, = 4,95 dias;

12)) Deslocamento angular daLua: f | ya = 65,16°.

Agora, precisamos verificar se os valores dos DV's calculados sdo suficientes para
executar a manobra quando sistemas dindmicos mais complexos e redistas que o
problema de dois corpos sdo considerados, como o PR3C, por exemplo. Paratal, vamos
efetuar um experimento numérico considerando este sistema dinamico. Os resultados
sd0 mostrados nas Figuras C.5. Na Figura C.5.a, temos a tragjetéria do veiculo e da Lua
vistas no sistema geocéntrico para 10 dias e na Figura C.5.b, temos a variagdo da
disténcia radia Luaveiculo. Como podemos observar, os DV's calculados para a
transferéncia via elipse de energia minima ndo sdo suficientes para concluir a manobra
proposta, uma vez que a trgjetéria do veiculo passa a mais de 30000km da érbita lunar
desgjada quando consideramos um sistema dindmico mais complexo. A corregdo desde

desvio, pode aumentar o custo da manobraentre 5 e 10% (Prado 2001).
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energia minima, partindo de uma orbita de estacionamento terrestre de
atitude Hy = 240km.
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(@) Trajetéria obtida para o problema de trés corpos a partir das
condigdes iniciais calculadas para uma transferéncia via elipse de
energia minima partindo de uma orbita terrestre com atitude H; =
240km e chegando a uma orbita lunar de atitude H, = 100km, vista no
sistema geocéntrico. (b) variacéo da distancia Lua-veiculo ao longo de

10,2 dias, quando atrgjetoria colide com a Terra.
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C.4 M étodo Patched-conics

Ta como na transferéncia via elipse de energia minima, o método de Pathced-conics
divide-se em duas partes e é totalmente descrito pela dindmica de dois corpos. Na
primeira, chamada de parte geocéntrica, considera-se o problema Terra-veiculo, e na
segunda parte, chamada de selenocéntrica, o problema Luaveiculo. A idéa basica
consiste em considerar o veiculo sob acdo apenas da gravidade terrestre do momento em
gue ele € lancado na trgjetdria de transferéncia, uma conica, até 0 momento em que ele
alcanca a esfera de influéncia da Lua, cujo raio é da ordem de 66000km. A partir deste
instante, considera-se que o veiculo esta apenas sob a acdo do campo gravitacional da
Lua A transicdo do movimento geocéntrico para o selenocéntrico ocorre naturalmente
a0 longo de um fino arco da trgjetdria do veiculo quando ele estd na regido onde os
campos gravitacionais da Terra e da Lua se anulam. Isto ocorre quando a trgjetéria do
veiculo tangencia ou intercepta a esfera de influéncia lunar. A Figura C.6 mostra a
geometria béasica da transferéncia Patched-conics. Nesta Figura, podemos observar a co-
nica geocéntrica de transferéncia, uma €lipse, tangente a odrbita de estacionamento
terrestre e a esfera de influéncialunar. A principio, a conica geocéntrica de transferéncia
pode ser uma hipérbole ou uma parabola, mas geramente, elipses requerem menores
DV's para a manobra. Também podemos observar na Figura C.6, a parte selenocéntrica
da manobra, com o veiculo se movendo dentro da esfera de influéncia da Lua.

A transferéncia tem inicio quando no ponto P (Figura C.6) aplica-se ao veiculo um
DV; para injeté-lo na conica geocéntrica. A partir do ponto em que esta conica toca ou
intercepta a esfera de influéncia lunar, ponto |, admite-se que o veiculo passe a se movi-
mentar apenas sob a influéncia da gravidade lunar. Quando ele atinge o periselénio/
periluna da trajetoria selenocéntrica, ponto M, um DV, deve ser aplicado para concluir a
manobra. Se a altitude do periselénio da trgjetdria selenocéntrica for igual a altitude da
oOrbita final desgjada, entdo, DV, devera ser calculado para inserir a sonda em érbita
circular ou €eliptica. Neste Ultimo caso, 0 ponto M podera ser o pericentro ou apocentro
da orbita lunar final. Porém se a dtitude do periselénio for maior do que a da érbita
lunar desgjada, DV, podera corresponde ao primeiro impulso de uma manobra de

transferéncia entre a trajetéria selenocéntrica e a oOrbita lunar final. Ta manobra ira
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requer pelo menos mais um impulso e obedecer as regas da transferéncia de Hohmann.
Contudo, esta é apenas uma alternativa, pois 0 método Patched-conics consiste em um
procedimento iterativo que procura as condi¢des iniciais adequadas que levam o veiculo
a aingir o periselénio da trgetdria selenocéntrica igual a atitude da orbita lunar
desgjada, como veremos a seguir.

O algoritmo que calcula os DV's necessarios para a manobra e o tempo de v6o que

mostraremos aqui segue o descrito por Bate et al (1971).

Cénica geocéntrica Orbita da Lua
de transferéncia (elipse) Trajetéria
Srhi selenocéntrica
Drbita de hpérbole)

estacionamento

terrestre L=
R | =
Re;

D Esfera de
influéncia lunar

%

Lua no instante de injggac
doveiculo na cdnica de
transferéncia

FIGURA C.6 — Geometria basica da transferéncia Terra-Lua pelo método Patched-

conics, mostrando as partes geocéntrica e selenocéntrica.
Parte geométrica:
A drbita de estacionamento terrestre, por hipotese circular, define duas quantidades:

0 seu rao Rqy, e suavelocidade, Ve, dados por:

R01: I:'zTerra + Hl (C23)
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Vg =, [—2 (C.29)

Onde Ryara = 6370km € o raio médio da Terra e H; a atitude da orbita terrestre de
estacionamento, a érbita de partida. Sobre esta se escolhe um ponto, P, onde DV; sera
aplicado, definindo-se asssim mais duas quantidades, f 1 e g; sendo f 1 0 angulo entre a
direcdo do vetor posicdo do veiculo no ponto P, Rci, € a direcéo perpendicular a ele
neste ponto. ¢ € 0 angulo entre Ry em P e a direcdo radial Terra-Lua no instante de
aplicacdo de DV, é chamado de angulo de partida.

Ha uma grande dificuldade em selecionar estas quatro quantidades iniciais de
maneira que elas sgjam completamente independentes, pois mesmo as conhecendo, a
determinacdo do ponto em que a trajetdria geocéntrica intercepta a esfera de influéncia
lunar envolve um procedimento interativo no qual o tempo de véo é calculado a cada
passo da iteracdo. Esta dificuldade pode ser contornada sel ecionando trés das condicdes
iniciais, por exemplo, Rci1, Ve1 ef 1 e uma de chegada (Ve: € a velocidade do perigeu da
elipse geocéntrica, ponto P da Figura C.6). Particularmente, uma boa escolha, para estas
quatro quantidades € Rc1, Vi1, f1 el |, ondel | € o &ngulo que especifica o ponto em que
a conica geocéntrica atinge a esfera de influéncia lunar. Todas estas quantidades estéo
representadas na Figura C.6. A partir destas quatro quantidades é possivel determinar as
demais quantidades envolvidas na manobra

Como uma dltima hip6tese, admitiremos que a conica geocéntrica é direta e inter-
cepta a esfera de influéncia antes de seu apogeu. Dai, calculam-se as demais quanti-
dades necessarias para se encontrar os DV's requeridos para a manobra, seguindo 0s

passos:

Passo 1: Energia da conica geocéntrica,

Ve OMrg (C.25)
2 Re,

X1
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De acordo com aidéiageral do método, logo no primeiro passo ja estamos em condi-
¢Oes de verificar se aenergiafornecida pelos valores de Rc; e Ve € suficiente para levar
o veiculo a esfera de influéncia da Lua. 1sto, porque é facil observar graficamente que a
conica de energia minima capaz de executar esta tarefa € uma elipse de semi-eixo

maior:

By =8 +(E "R (C.26)

Onde Rs = 66300km € o raio da esfera de influéncia da Lua. Logo, a energia minima

necessaria €

X . =- Terra - Terra (C27)

Assim, se X1 = Xmin, Segue-se adiante.

Passo 2: Momento angular da cnica geocéntrica,

h, =R, Ve,sen(p/2- f,) = RV, cos(f,) (C.28)

Passo 3: Magnitude do vetor posicdo Terraveiculo no ponto em que a conica

geocén-trica intercepta a esfera de influéncia lunar, ponto | (Figura C.6),

R =./D?+R?- 2DR, cos(l ) (C.29)

Passo 4: Veocidade em |,

v, = ng%ﬂlg (C:30)
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Passo 5: Angulo entre V, e adirecdo perpendicular ade Ry,

(C.31)

Passo 6: Calculo do angulo entre as directes estabelecidas por D e Rs, no instante

em gue a conica intercepta a esfera de influéncia lunar,

46RsN(1)u
g, =sen 13—3 L G (C.32)
1

A partir daqui, o objetivo passa a ser o cdlculo do tempo de voo entre os pontos P ell.

Passo 7: Semi-lactus rectum da conica geocéntrica,

__ N
P, = GM (C-33)

Terra

Passo 8: Semi-eixo maior da conica,

a =- Terra (C34)

Passo 9: Excentricidade,

e :\/1- % (C.35)

Passo 10: Anomalia verdadeira da conica no ponto P,
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n, = cos'lgpgc—iclg (C.36)
1 (%]

Passo 11: Anomalia verdadeira da conica no ponto I,

-R O
n, = cos'lgpl o (C.37)
Rh g
Passo 12: Anomalia excéntrica da conica no ponto P,
€e - cosn,) U
E, = cos'a ’ (C.39)
&L+ e cosny)
Passo 13: Anomalia excéntrica da conica no ponto |,
ée - u
E = cos g o) i (C.39)
&l+ecosh)
Passo 14: Tempo de voo, T, entre os pontosPel,
a
T, = {[E - esen(E))]- [E; - esen(E)]} (C:40)
\ GM Terra

Passo 15: Calculo do angulo de partida, g, angulo entre adirecdo deRc1 e D, emt =

0. De acordo com a Figura C.6, gy é dado por:

O =Ny -Ny -0y - W, (C41)

Onde ? Lua = 2,66x10 ®rad/s é a velocidade angular da Lua.
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O e Ty sO podem ser calculados apds a verificagdo numérica dos valores de Rei, Ve,
f1 el 1. Seatrgetoria selenocéntrica ndo for satisfatdria para este conjunto de condicdes
iniciais, isto é, se 0 periselénio desta trajetéria ndo for igual ao da orbita lunar final,
entdo, outros valores destas quantidades devem ser encontrados.

E importante notarmos que a energia da trajetdria geocéntrica € inteiramente deter-
minada por R e Ve, e que R é determinado apenas por | |, assim, se por ventura, X1,
ndo for suficiente para alcancar a esfera de influéncia da Lua, a quantidade sob o radical

da Equacéo (C.29) sera negativa, entdo, o processo falha.
Parte selenocéntrica:

Agora, vamos calcular a trgjetdria do veiculo dentro da esfera de influéncia da Lua.
Para isso, admitiremos que a partir do ponto |, Figura C.6, o veiculo estard apenas sob
acao do campo gravitaciona lunar.

Passo 16: Posi¢do do veiculo em ralagéo a Lua no ponto |,
RLZ = Rs (C.42)
Passo 17: Velocidade do veiculo em relacdo a Lua no ponto I,

V2=V, -V0ia (C43)

Aplicando alei dos co-senos, a magnitude de V> é dada por:

VL2 = '\/VIZ +VL2ua - 3\/IVLua COS(f 1° gl) (C44)

Passo 18: Angulo que define a direcdo inicial da velocidade do veiculo em relacéo a
Luaemt =T,. Deacordo com aFiguraC.6,

7

-V V, U
€, =sen 1éL_COS(| 1)' V—ICOS(| T fl)lj (C45)
eviz c2 u
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Esta expresséo nos permite concluir que paratrgjetorias de colisdo comalLua ez = 0.

As quantidades R e V2 e e, definem as condicBes iniciais da trajetdria selenocéntrica

e, a partir delas, podemos encontrar os demais elementos orbitais desta trgjetéria. Trés

situagdes sdo possiveis, a escolha por uma delas determinard o direcionamento das

iteracOes numéricas. Estas situactes sdo:

1)

2)

3)

Impacto com a Lua, como vimos, e; = 0, e teremos 0 raio do periselénio da
trajetdria selenocéntrica, Rez = R ya (= 1738km);

Insercéo em Orbita lunar; neste caso, Rez > R.ua, € e Re, for igua ao raio da
orbita final lunar desgada, entdo, um DV, deve ser aplicado ao veiculo para
colocalo em Orbita da Lua e concluir a transferéncia. Esta Orbita podera ser
circular ou €eliptica. No caso circular, Re2 = Rz € no caso dliptico, R, podera ter
quaisquer valores entre as distancias do pericentro e apocentro. Contudo, se Rez
for maior que o raio da Orbita lunar desgjada, entdo, o processo exigira uma nova
escolha. Uma opgdo préatica para concluir a manobra é efetuar uma transferéncia
entre a trgjetoria selenocéntrica, a partir de seu pericelénio, e a orbita lunar
desgada via Hohmann, por exemplo. A Figura C.7 mostra um esguema desta
manobra que requer a aplicacéo de um DV, no periselénio da trgjetdria seleno-
céntrica, ponto M da Figura, no sentido oposto ao movimento do veiculo, a fim
de colocalo em uma elipse de transferéncia que o levara até a orbita lunar final.
Esta escolha podera encarecer a manobra em até 20%. A segunda opg¢éo consiste
em procurar por um novo conjunto de condi¢Bes iniciais Rci, Ve, f1 el y, que
fornecer4d uma trgjetdria selenocéntrica cujo periselénio sgja igua ao raio da
oOrbita lunar final desgjada.

V60 lunar; neste caso, exige-se apenas que Rr, sgjamaior que R s, iSto €, maior
que 1738km.

Na sequiéncia, mostraremos 0s passos que considera a situacao 2:
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FIGURA C.7 — Geometria da transferéncia entre a trgjetoria sel enocéntrica e a orbita lu-

nar final via Hohmann.

Passo 19: Energia da 6rbita selenocéntrica,

x, =22 Vs (C.46)

Passo 20: Momento angular da trajetoria selenocéntrica,

h, =R, +V ,sn(e,) (C47)
Passo 21: Semi-lactus rectum,
h,
= C.48
p2 GM Lua ( )
Passo 22: Excentricidade,
e, = 1+2x;h22 (C.49)
' (GM )
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Passo 23: Raio do periselénio da trajetdria selenocéntrica,

R, =2 (C50)

l+e,

Passo 24: Velocidade no periselénio,

Vs = J%@M— +x, 3 (C51)

Se ao final deste passo, Re; for igual ao raio da érbita lunar desgada, estaremos
aptos acalcular os DV’ s necessérios para a conclusdo da manobra, caso contrério, outro
conjunto de condicdes iniciais R, Ve, f1 e || deve ser selecionado e o processo
iterativo reiniciado.

Admitindo que tudo tenha dado certo, seguimos em frente cal culando.

Passo 25: Magnitude de DV1,

DV1 = VI521 +Vc21 - 2V, ElVC1 COS(f 1) (C-52)

Passo 26: Magnitude de DV>,

DV, = \/VP22 +VP22 - QVp, Ve, Cos(f ) (C.53)

Ondef » € 0 @ngulo entre as direcbes de Vp, eV, sendo esta Ultima a velocidade da

oOrbita circular lunar final, dada por,

— Lua (C.54)
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Passo 27: DVtgtal,
DV1ota = DV1 + DV (C.55)

O tempo de vbo entre os pontos | e M da trajetoria selenocéntrica € calculado nume-
ricamente e deve ser somado ao tempo de voo entre os pontos P e | para obtermos o
tempo total datransferénciaque é daordem de5.1 dias

A Figura C.8 mostra um diagrama DVroa  Versus a dtitude da orbita terrestre de
partida, H;, variando entre 160 e 40000km. Verifica-se que para altitudes da orbita de
partida, superiores a 500km, o custo da manobra via Patched-conics € excessivamente
ato. Todavia, para H; < 500km, o método fornece uma estimativa para os DV's
requeridos para a uma manobra de transferéncia Terra-Lua melhores que o método de
Hohmann. O projeto Apollo se valeu deste método para o plangamento de suas
mi SsOes.

Embora nossa opcéo tenha sido descrever 0s passos para redlizar a transferéncia a
partir de um conjunto de condi¢Bes iniciais que levem a um periselénio da trgjetoria
selenocéntrica igual ao raio da orbita lunar final, vamos passar rapidamente 0s passos
para o0 caculo dos pardmetros da transferéncia via Hohmann entre a trgetéria

selenocéntrica e a Orbita lunar final, caso se escolha este procedimento ilustrado pela

FiguraC.7.

Passo 28: Calculo do semi-eixo maior da elipse de transferéncia,

+
a, = Rz + Res (C.56)
2
Passo 29: Energiada elipse,
XT -_ GI\/lLua - _ GMLua (C57)
2a, Re2 * R,
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FIGURA C.8 - DVrota X H1 paratransferéncia Patched-conics.

Passo 30: Ve ocidade no apocentro da elipse,

ng ey '_

Passo 31: Ve ocidade de pericentro,

0
VPT _J &GMLua tXq
Rcz ﬂ

Passo 32: DV, para 0 segundo impulso,

DV2 =Vpp —Var
Passo 33: DV3 para o terceiro impulso,

DV3 =Vpr—Ve
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Passo 34: DV1otal,

DV1ota = DV1 + DV + DV3 (C.62)

Com DV, e DV, dados pelas Equactes (C.52) e (C.53), respectivamente.

Para encerrarmos a Secdo, vamos apresentar os resultados de um experimento numé-
rico obtido com um agoritmo que busca pelas condi¢oes iniciais Rei, Ve1, f1 el |, que
levam a um periselénio da trgjetdria selenocéntrica igua ao raio da orbita lunar final,
seguindo os passos de 1 a 26. Neste experimento, consideramos que a Orbita de partida é
circular de atitude Hy = 240km e que a orbita final ao redor da Lua tem dtitude H, =
42,5km, assim, das quatro quantidades iniciais necessarias, Rc; € fixo e R, deve ser
igual Re2. Entdo, o agoritmo busca dentro de intervalos estabelecidos para as demais
quantidades, os valores de Vg1, f1 el |, que satisfagcam a condicdo Rez = Rep. Os valores

encontrados para estas quantidades s&o:

- Ve = 10,980km/s;

- fi=0;

- | =52%

- DVq = 3,250km/s;

- DV, = 0,900km/s;

- DV1otal = 4,150km/s.

Para estes valores, o0 angulo de partida, isto €, 0 angulo entre a direcdo de Rc; € a
direcdo Terra-Lua, g, € igual a 127°, supondo que a Lua estgja em Orbita circular. Para
verificarmos a eficiéncia deste método, baseado na dinamica do problema de dois
corpos, em predizer os DV's requeridos para uma transferéncia Terra-Lua, vamos
simular a érbita correspondente as condi¢des acima considerando o PR3C, tal como foi
feito para a transferéncia via elipse de energia minima. A Figura C.9. a mostra a érbita
no sistema de coordenadas geocéntricas e a Figura C.9.b a variagdo da distancia Lua-

veiculo no tempo. Como pode ser observado, a trgjetéria alcanca a esfera de influéncia
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da Lua, mas ndo consegue um periselénio inferior a 50000km. Mais uma vez, a correcéo

deste “desvio” pode elevar o custo final da manobra em até 10%.
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FIGURA C9 - (a) Trgetdria cujas condi¢cbes iniciais correspondem a conica
geocéntrica encontrada para a transferéncia Patched-conics entre as
Orbitas de estacionamento terrestre, com H; = 240km e lunar, com
H, = 42,5km, simulada para o PR3C. (b) Distancia Lua veiculo em
funcdo do tempo.
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C.5 Manobras para Mudanca de Plano

C.5.1 Mudanca de Plano Simples
O objetivo desta manobra é girar o plano da 6rbita no espago inercial sem alterar seu

tamanho e sua forma. A Figura C.10 mostra a geometria basica desta manobra para duas

oOrbitas de mesmo raio, R, cujos planos estéo rotacionados por um angulo g. Neste caso,

as vel ocidades das orbitas sdo:

Ve =V =Ve = —=2 (C.63)

O DV necessério para o impulso que realizard a manobra é dado por:

DV = 2Vsen & (C.64)
e2g

Se q = 60°, temos DV = V¢ e a Tabela C.2 mostra os DV's para rotacdo entre duas
Orbitas circulares com Hj igual a 160, 700, 5000, 15000 e 36000km. E a Figura C.11

exibe um diagrama DV versus o angulo de rotagdo g, variando entre 0 e 360°.

TABELA C.2 - DV's necessarios para rotacdo de 60° alguns valores de H;.

Hi (km) | DV (km/s)

160 7,811
700 7,507
5000 5,920

15000 4,933
36000 3,067

252



Crbita fingl SO de rotagao

Crbita inicial

FIGURA C. 10 - DV’ s necessarios para uma rotagao de 60°.
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FIGURA C.11 — Diagrama DVota1 X g , com 0 = q = 180° e H; = 160, 700, 5000, 15000
e 36000km.
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C.5.2 Mudanca de Plano via Hohmann

Uma importante prética de transferéncia entre Orbitas circulares requer uma mudanca de
plano e também de raio. A transferéncia étima por duplo impulso que satisfaz estes
requerimentos € a transferéncia de Hohmann com mudanca de plano cuja geometria
basica € mostrada na Figura C.12. A aplicagdo de um DV1 no ponto P da Figura C.12
produz uma elipse de transferéncia cujo raio do apocentro € igual ao raio da odrbita
circular final e também provoca uma rotacdo no plano da Orbita de transferéncia de um
angulo a; em relacdo ao plano da orbita inicial. No apocentro, o ponto A da Figura
C.12, um DV, é aplicado para circularizar a orbita e rotaciona-la de um angulo a», ta

que:

a=q-ai (C.65)

Com q sendo o angulo entre os planos das orbitas circulares inicial e final. A Figura
C.13 mostra os tridngulos de velocidade contendo as velocidades das Orbitas circulares
inicial efina, eos DV's e as velocidades no pericentro, ponto P da Figura C.13.a, Vp, €
apocentro, ponto A da Figura C.13.b, Va, da érbita de transferéncia. As magnitudes dos

DV’ s sdo dadas a seguir:

DV, = \/VP2 +V(:21 - 2VpV, cos(a,) (C.66)
DV2 = \/V: +Vc22 - 2VAch cos(az) (C.67)
V, = \/ZGMTe”aée 1,2 2 (C.68)

Ry Ru+Reg
V, = \/ZGMTe”a%e 1, 2 9 (C.69)
R Rau+Reag
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DV1ota = DV1 + DV (C.?O)

Paraminimizar o valor de DVrotal, resolve-se a seguinte Equagéo:

ﬂVTotal — VPVC1£1(a 1) _ VAVC zw(q -a 1) (C.71)
Ta, DV, DV,

Os resultados desta Ultima operacdo devera ser encontrado numericamente para se

obter os valores 6timosde a ;.

Orhita final

Orhita
inicial

Orhita de
transferéncia

FIGURA C.12 — Geometria da transferéncia de Hohmann com mudanca de plano.

Plano da érbita inicial Plano da orbita f'”’ﬂ'y
; g
F)

(@) (b)

FIGURA C.13 —Triangulo de velocidades da transferéncia de Hohmann com mudanca
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de plano.

A Figura C.14.a mostra um diagrama para DVrota VErsus Hy para uma rotacdo em
relacéo ao plano da orbita inicial, g = 60°, para Hi = 240km e H, variando entre 300 e
60000km. Este diagrama foi construido levando em conta os valores 6timos de a; para
cada valor de H,. A Figura C.14.b mostra o tempo de véo versus H, para as mesmas
transferéncias da Figura C.14.a. As Figuras C.15.a e C.15.b mostram DVrota Versus Ho

também para H; = 240km e H; variando entre 300 e 60000km, mas para uma rotacdo no

plano da orbita de 90°.

As Tabelas C.3 e C.4 encerram este Apéndice mostrando os DV’s, tempos de voo e

os ai’s 6timos para seis transferéncias todas partindo de uma érbita inicial de altitude

240km, para q = 60° e 90°.

TABELA C.3-DV's, T, ea1’s6timos paraH; = 240km e q = 60°.

Hz (km) | DV3 (kmi/s) | DV (KmVs) | DV (knvs) | T () | a1 () *
700 0,330 7,551 7517 ] 0,780 | 1,400
1000 | 0,351 7,027 7378 | 0810| 2,050
5000 1,190 5,147 6333 | 1180 4820
18000 | 2,071 3,369 5439 | 2660| 4,110
35866 | 2,487 2,580 5071 | 5277| 2,870
60000 | 2,725 2,094 4820 | 9,636 | 1,970

TABELA C.4-DV's, T, ea1’s6timos paraH; = 240km e q = 90°.

Hz (km) | DVy (km/s) | DV, (km/s) | DVroia (kmivs) | Ty (0) | a1 (°) *
700 0,176 10,447 10,623 0,782 | 0,870
1000 0,277 10,137 10,413 0,807 | 1,330
5000 1,105 7,545 8,649 1,178 | 3,710

18000 2,045 4,693 6,738 2,665 | 3,510

35866 2,465 3,439 5,876 5270 | 2,570

60000 2,723 2,632 5,355 9,630 | 1,849
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FIGURA C.14 — (a) DVTota X H2 € (b) Ty X Ho, para uma orbita de partida circular de
atitude H; = 240km e uma rotagdo em relacdo ao plano da orbita

inicial de g = 60.
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FIGURA C.15 — (a) DVTotal X H2 € (b) Ty X Ho, para uma orbita de partida circular de
atitude H; = 240km e uma rotagdo em relacdo ao plano da orbita

inicial de g = 90.
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